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4 Chuquet-Funktionen und Mittelwertfunktionen

Wir kniipfen an folgenden tiber das Chuquet-Mittel und die pythagoreischen Meso-

tiiten heuristisch gewonnenen konkreten Ansatz 27 fiir M an (vgl. Eingangszitat):
T + sy

M(z,y) = mit s = S(z,y) >0 und S:R? 5> R, (1)

Die Bezeichnungen s und S wurden in Anlehnung an ,,Streckfaktor* gewihlt.
Das fiihrt uns zur néchsten Definition:

Definition 3: Es sei M :R> - R, .

M ist genau dann eine Chuquet-Funktion, wenn eine Funktion S mit
S :Ri — R, existiert, so dass fiir alle z,y € R, gilt:

r+y- S,y
Ma,y) = 220D
1+ S(z,y)
Schreiben wir hier kurz m := M(z,y) , so ist
= TSy
1+s

eine lineare Gleichung in s, d. h., dariiber ist jede der beiden Funktionen M und
S jeweils fiir x # y 28 durch die andere eindeutig bestimmt. Wir nennen S die
,Streckfaktorfunktion von M “und M die ,,Chuquetfunktion von S .

Das arithmetische Mittel liefert uns ein erstes Beispiel fiir eine Chuquet-Funktion,

denn es ist
T+y
Alz,y) = ,
( y) 1+1
also ist hier
S(z,y) =1

(Jeweils fiir alle z,y € R, ), so dass auch dieser neue Begriff nicht inhaltsleer ist.

Wir kommen nun auf das Eingangszitat zurtick:

... liegt also die Vermutung nahe, da3 sich numerische Mittelwerte stets als Chuquet-
Mittel auffassen lassen und auch umgekehrt — dal3 also das Chuquet-Mittel eine allge-
meine Form eines numerischen Mittelwerts ist.

27 Vgl. [Hischer 2002 b, 35].

28 S(z,x) ist beliebig wihlbar. Wir kommen noch darauf zurtick!
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Es sei daher zunidchst M eine beliebige Chuquet-Funktion und S ihre Streckfak-
torfunktion. Unter welchen Bedingungen ist M eine Mittelwertfunktion oder gar
eine kommutative Mittelwertfunktion? Das ist gleichwertig mit der Frage: Welchen
Bedingungen muss die Streckfaktorfunktion S geniigen, damit M eine Mittel-
wertfunktion bzw. eine kommutative Mittelwertfunktion ist? Zunéchst zeigt sich:

Satz 1: Jede Chuquet-Funktion ist eine Mittelwertfunktion.

Beweis:

Es seien M und S beliebige Funktionen gemil Definition 3. Wir miissen priifen,
ob die Axiome (M1) und (M2) erfiillt sind. Dazu wéhlen wir z,y € R, beliebig,
ferner s := S(z,y) und 5 := S(y,x).

T+ Sy y+SsT
und M(y,x) = —~
1+s 1+s

Die Giiltigkeit von (M2) ist erwartungsgemalf leicht zu erkennen:
M(z,7) = r+x-S(x,1) _
1+ S(z,x)

Wir wenden uns nun (M1) zu: Aus = < y folgt zunichst (wegen y —z > 0)

Insbesondere ist damit M(z,y) =

_z(l+s)+s(y-z) z+s(r+y-—z) x+Hsy

r<x+ —1) = = = M(z,
1+s(y ) 1+s 1+s 1+s (,9)
und analog
x<x+(y—f):x+(y—:1fv)+sx:y+s~x:M(%x)'
1+s 1+5 1+s
Weiterhin folgt (wegen = —y < 0)
M<x,y):x+sy:x—y+y+sy:(l+s)y+x—y<y
1+s 1+s 1+s 1+s
und analog
y+sr y+Sy—Ssy+sc s
M(y,z) = ——= - =y+——=(@-y <y.
1+5 1+5 1+s
.

Damit haben wir zwar einen Beweis dafiir erbracht, dass M eine Mittelwertfunk-
tion ist, aber seien wir ehrlich: Wir haben es nicht so bewiesen, wie es hier steht —
denn wir haben den (bei Dozenten beliebten und bei Studenten gehassten) Trick
des Deus ex Machina verwendet!
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Satz 2: Jede Mittelwertfunktion ist eine Chuquet-Funktion.

Beweis:

M sei eine beliebige Mittelwertfunktion, und ferner seien z,y € R, beliebig ge-

wihlt und zunidchst = < y. Setzen wir m := M(z,y), so gilt z <m <y wegen
(M1).

29 Wie man allerdings im Nachhinein leicht sicht ©
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Somit existiert ein A €]0; 1[ mit3% m=z+A-(y—2)=1-A1)-z+A1-y.3!
Wir miissen noch zeigen, dass die am Chuquet-Mittel (1) orientierte Darstellung
m ==L mit einem s € R, moglich ist (dabei sind s und X i. d. R. Terme in x

1+s
" fiihrt damit auf die

und y). Koeffizientenvergleich von (1-A1) -z +A -y mit
dquivalenten Gleichungen

1-A= L und A = —> )
1+s 1+s
was mit A €]0; 1] schlieBlich s = 1% € R, liefert.

Es bleibt noch der Fall z = y zu betrachten: Hier ist m = (1—A) -z + A -y fiir alle

A €]0; 1[, und damit ist s = 2~ € R, beliebig wihlbar.

4
Wir haben somit das Eingangszitat bestitigt: Mittelwertfunktionen und die auf das
Chuquet-Mittel zuriickgehenden Chuquetfunktionen sind (im Wesentlichen) das-
selbe! Mit Hilfe des Chuquet-Mittels, das sich seinerseits bereits in der pythagorei-

schen Mesotitentheorie findet, konnen wir also sdmtliche numerischen Mittelwerte
beschreiben.

30 m ist eine echte Konvexkombination von = und g, und wir haben formal einen geome-

trischen Zugang zur Situation, der ein Verallgemeinerungspotenzial in sich birgt.

31 Wegen y—z>0ist (1-1)-z+A-y=z+A-(y—2z)>2z.Und m < y konnen wir
auch wie folgt sehen: (1-1)-z+A-y<y<= (1-A)-z<(1-1)-y &z <y (wegen

A<1)).
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