VORKURS FUR MATHEMATIK

ABSTRACT. Der Vorkurs besteht aus sechs Vorlesungen (jeweils 90 Minuten) plus
Ubungen (eine Ubungssitzung je Vorlesung). Ziel des Vorkurses ist es weniger,
konkrete mathematische Inhalte zu vermitteln, als vielmehr an bestimmte Prinzip-
ien des mathematischen Denkens und Arbeitens sowie des Mathematikstudiums
heranzufithren und so den Ubergang von schulischem Lernen zu universitirem
Lernen zu erleichtern.
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VORKURS FUR MATHEMATIK

1. LOGIK, MENGENLEHRE, BEWEISPRINZIPIEN

ABSTRACT. Wir beginnen mit der Aussagenlogik, der einer Aussage den Wahrheits-
gehalt “wahr” oder “falsch” zuordnet. Wir lernen Negation, UND/ODER, Imp-
likation und Aquivalenz kennen. Wir fertigen Wahrheitstafeln an.

Sodann beschaftigen wir uns mit Beweisprinzipien: Direkter Beweis, Kontra-
position, Beweis durch Widerspruch, vollstdndige Induktion. Wir lernen den Un-
terschied zwischen einem Beispiel und einem Gegenbeispiel kennen. Wir denken
auch tiber relative Aussagen (der Art “wenn A, dann B”) nach.

Im dritten Abschnitt behandeln wir die naive Mengenlehre. Wir definieren
Vereinigungen, Durchschnitte, Komplemente und Potenzmengen von Mengen und
wir lernen die de Morganschen Regeln kennen. Wir diskutieren wann Abbildungen
injektiv, surjektiv oder bijektiv sind.

Einfithrung. Willkommen an der Uni, willkommen im Mathematikstudium! Auch
hier wird gelernt, aber vieles ist anders als an der Schule:

Es wird mehr Stoff in kiirzer Zeit behandelt, meist ohne Wiederholungen.
Zum Einiiben des Stoffes ist der Ubungsbetrieb da, nicht die Vorlesung. In
den Ubungen werden selbststéindig Aufgaben bearbeitet. Man hat dafiir eine
Woche Zeit. Die Abgaben werden dann von den Ubungsgruppenleiter:innen
korrigiert, bepunktet und zeitversetzt (meistens um 1-2 Wochen) in den
Treffen der Ubungsgruppe besprochen. Typischerweise miissen 50% der
Gesamtpunktzahl erreicht werden, um zur Klausur zugelassen zu werden.
Die Ubungszettel diirfen in Gruppen bearbeitet und abgegeben werden, typ-
ischerweise zu zweit.

In den Vorlesungen gibt es weniger Interaktion als in der Schule. Sie finden
meistens im “Dozierstil” statt.

Es wird von Ihnen mehr Eigenstandigkeit eingefordert, Sie miissen Thr Lernen
mehr und mehr selbst organisieren. Schreiben Sie in den Vorlesungen mit!
In den Vorlesungen werden oftmals wenige Beispiele und wenige konkrete
“Rechnungen” behandelt. Der Fokus liegt mehr auf den Beweisen.

Man macht viel coolere Mathematik!

der

aus

Ein wesentlicher Unterschied zwischen der Beschaftigung mit der Mathematik
in der Schule einerseits und an der Universitat andererseits liegt im Stellenwert

Vorlesungen an der Universitdt aus. Warum spielen Beweise eine so grofie
Rolle? Weil wir an der Uni nicht nur wissen wollen, dass etwas wahr

ist,

Evidenz.

Beweise. Aussagen zu beweisen macht den Grofiteil der mathematischen

sondern auch warum. Wir wollen verstehen, warum ein Sachverhalt
zwingend logischen Griinden gilt und wir akzeptieren keine empirische

J

Beispiel 1.1 (Riemannsche Hypothese/Vermutung). Im Jahr 1859 stellte Bernhard
Riemann eine beriihmte Vermutung zu Primzahlen auf. Dazu betrachtete er die
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Riemannsche Zeta-Funktion

()= [ ——. sec

1—ps

p ist Primzahl

Seine Vermutung war: Ist ((s) = 0, so ist s € —2N oder Re(s) = 3. Mit anderen
Worten: “Die nichttrivialen Nullstellen der Zeta-Funktion haben alle Realteil %.”

Jetzt wissen Sie vielleicht noch nicht, was eine Primzahl ist, was eine komplexe
Zahl s € C ist oder was deren Realteil Re(s) ist, aber der Punkt in diesem Beispiel
ist: Mit Hilfe des Computers konnten unzahlige Nullstellen der Zeta-Funktion tiber-
priift werden (Stand 2021: einige Billionen) und die Vermutung wurde nie widerlegt.
Aus empirischer Sicht konnte man also einigermaflen zufrieden festhalten, dass die
Riemannsche Hypothese wahr sein sollte. Doch Mathematiker fragen sich dennoch:
Warum sollte sie denn wahr sein, wie konnen wir beweisen, dass die Riemannsche
Hypothese wahr ist? Zur Losung des Problems hat das Clay Mathematics Institute
ein Preisgeld von einer Million Dollar ausgeschrieben; das Problem ist eines der
sieben Milleniumsprobleme, von denen sechs noch immer ungelost sind.

In diesem Vorkurs werden wir verschiedene Beweisprinzipien kennenlernen sowie
andere Charakteristika des Mathestudiums diskutieren.

1.1. Aussagenlogik. In der Mathematik beschaftigen wir uns mit Aussagen A,
B, C, ... Diese konnen entweder wahr (w) oder falsch (f) sein, nicht aber beides
gleichzeitig. Wir nennen dies den Wahrheitswert einer Aussage. Sind eine oder
mehrere Aussagen gegeben, konnen wir diese zu neuen Aussagen verkniipfen, mit
Hilfe von Wahrheitstabellen.

Definition 1.2. Seien A und B Aussagen. Wir definieren folgende Verkniipfungen
mit Hilfe von Wahrheitstabellen, dh. wir weisen den neuen Aussagen einen Wahrheits-
wert in Abhéngigkeit des Wahrheitswerts von A und B zu. Die Verkniipfungen

(a) Negation (“nicht A”) —A ,

(b) Konjunktion (oder UND-Verknipfung, “A und B”) A A B,

(¢) Disjunktion (oder ODER-Verkniipfung, “A oder B”) AV B,

(d) Implikation (“aus A folgt B” oder “A impliziert B”) A = B,

(e) Aquivalenz (“A ist Aquivalent zu B” oder “A genau dann, wenn B”) A < B

sind definiert durch die folgenden Wahrheitstabellen:
A|B|~A|ANB|AVB|A— B| A< B

f W W A\ W

f W f f
W f W W f
f f W A%
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Beispiel 1.3. Wir veranschaulichen uns die Aussage A = B.

(a)

(b)

Ist A die Aussage “der Mond ist nicht aus Kédse” und B die Aussage “Berlin
ist die Hauptstadt von Deutschland”, so sind A und B wahr und also auch
A = B (“Wenn der Mond nicht aus Kise ist, ist Berlin die Hauptstadt von
Deutschland.”).

Ist A die Aussage “der Mond ist nicht aus Kéase” und B die Aussage “Paris
ist die Hauptstadt von Deutschland”, so ist A wahr, B hingegen nicht. Von
daher ist A = B falsch (“Wenn der Mond nicht aus Kése ist, ist Paris die
Hauptstadt von Deutschland.”).

Ist A die Aussage “der Mond ist aus Kése” und B die Aussage “Berlin ist
die Hauptstadt von Deutschland”, so ist A falsch, B hingegen ist wahr. Die
Aussage A = B ist also wahr (“Wenn der Mond aus Kése ist, ist Berlin die
Hauptstadt von Deutschland.”).

Ist A die Aussage “der Mond ist aus Kase” und B die Aussage “Paris ist die
Hauptstadt von Deutschland”, so sind A und B falsch, die Aussage A = B
hingegen ist wahr (“Wenn der Mond aus Kése ist, ist Paris die Hauptstadt
von Deutschland.”). Aus etwas Falschem kann man alles folgern (aus Kése
sowieso)!

Wir beobachten: In jedem dieser vier Fille hat die Aussage —=A V B den
gleichen Wahrheitswert wie A = B. Wir halten fest, dass die Aussagen
—-AV B und A = B also dquivalent sind. In dieser Reformulierung wird
offensichtlich: Ist A falsch, so ist =A wahr — und also auch —A V B.

Proposition 1.4 (Regeln fiir Verkniipfungen von Aussagen). Es gelten die folgen-
den Regeln fiir Verkniipfungen von Aussagen A, B und C.

(a)
(b)
()

Die Aussage AN —A ist immer falsch.

Die Aussage AV —A ist immer wahr.

Die Aussage —(—A) ist dquivalent zur Aussage A, dh. =(—A) und A haben
immer den gleichen Wahrheitswert.

Die Aussage ~(A A B) ist dquivalent zur Aussage (—A) V (=B).
Die Aussage ~(AV B) ist dquivalent zur Aussage (—A) A (—B).
Die Aussage (AV B) A C' ist dquivalent zur Aussage (AN C)V (B AC).
Die Aussage (AN B)V C ist dquivalent zur Aussage (AV C) A (B V C).

Die Aussage A = B ist dquivalent zur Aussage (—A)V B.
Die Aussage A = B ist dquivalent zur Aussage (—B) = (—A).
Die Aussage A < B ist dquivalent zur Aussage (A = B) A (B = A).

Beweis. Ein Vergleich der Wahrheitstabellen liefert die Aussagen.

Ist beispielsweise A wahr, so ist A falsch — und also auch AA—A, nach Definition
der Konjunktion. Ist A hingegen falsch, so auch A A =A. Von daher ist die Aussage
A A —A immer falsch.

Teil (h) haben wir uns schon in Beispiel [L.3)(e) iiberlegt. Formaler sehen wir, dass
A = Bund (-A) V B die gleichen Wahrheitstabellen haben:
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A|B|A= B|(=A)V B
f

w|w W w
w| f f

f|w W A4
f|f w W

Fiir Teil (i) kombinieren wir (h) und (c): Nach (h) ist “(=B) = (—A)” dquivalent
zu “(=(=B)) V (-A)”, was nach (c) wiederum zu “BV (—A)” dquivalent ist. Nach
(h) ist dies dquivalent zu “A = B”. (Hier miissten wir uns noch iiberlegen, dass die
Operation V kommutativ ist, dass also allgemein AV B und BV A dquivalent sind
— ein Vergleich der Wahrheitstabellen bestétigt es.) U

N\

Wir bemerken, dass wir die obige Proposition rein formal bewiesen haben:
Um beispielsweise die Aussage (h) zu beweisen, brauchen wir nicht zu ver-
stehen, was A = B oder —A V B eigentlich bedeutet — wir brauchen nur
mechanisch den Regeln von Definition [1.2] zu folgen und die entsprechenden
Wahrheitstafeln zu produzieren und zu vergleichen. Wir haben die Aussage
also formal bewiesen, ohne unsere Anschauung zu Hilfe nehmen zu
missen.

1.2. Beweisprinzip: direkter Beweis. Im vorigen Abschnitt haben wir bereits
einen ersten Beweis gefiihrt. Welche Schemata von Beweisen gibt es?

Als erstes lernen wir den direkten Beweis (“A = B”) kennen (auch der Beweis
von Proposition war ein direkter Beweis): Beweise Aussage B ausgehend von
der Aussage A.

Lemma 1.5. Sein € Z. Ist n eine gerade Zahl, so auch n?.
Beweis. Sei n gerade. Es gibt also eine Zahl k € Z, so dass n = 2k. Dann ist
n® = (2k)* = 4k* = 2(2k?)
also ebenfalls gerade. U
Gilt eigentlich auch die Umkehrung? Ja.
Lemma 1.6. Sein € Z. Ist n? eine gerade Zahl, so auch n.

Beweis. Sei n? gerade. Es gibt also eine Zahl k € Z, so dass n? = 2k. Also wird n?
von 2 geteilt. Da 2 eine Primzahl ist, teilt 2 daher auch n (hier benutzen wir einen
tiefen Satz aus der Zahlentheorie). Also ist n gerade. g

Wir fassen die beiden Lemmata in eine Aussage zusammen.
Proposition 1.7. Sein € Z. Dann ist n gerade genau dann, wenn n? gerade ist.

Beweis. Sei n € Z. Nach Lemma [1.5| impliziert die Aussage “n ist gerade” die
Aussage “n? ist gerade”. Nach Lemma gilt auch die umgekehrte Implikation.
Nach Proposition (1) gilt also die Aquivalenz der beiden Aussagen. O
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Wir haben eine Aquivalenzaussage “A < B” nach dem Prinzip
“A= Bund B = A” gezeigt (Proposition [L.4(j)).

Wir beobachten, dass die Aussage “n ist gerade” in Wahrheit “2 teilt n” bedeutet
(also: “n ist ein Vielfaches von 27). Gilt die Aussage aus Lemma [1.5] vielleicht auch
allgemeiner? Wir schauen uns zunachst ein paar Beispiele an.

Beispiel 1.8. (a) Sei n = 6. Dann ist n?> = 36. Dann wird n von 3 geteilt und
ebenso n?.
(b) Sei n = 15. Dann ist n? = 225. Dann wird n von 3 geteilt und n? ebenso
(225 = 3 - 75). Genauso wird n von 5 geteilt und n? ebenso.

Diese Beispiele bestarken uns darin, dass wir Lemma moglicherweise verallge-
meinern konnen. Dennoch geben wir uns nicht mit einer Ansammlung von Beispielen
zufrieden, sondern nur mit einem Beweis. Hier ist er.

Lemma 1.9. Seien a und n aus Z. Wird n von a geteilt, so auch n?.
Beweis. Da n von a geteilt wird, gibt es ein k € Z, so dass n = ak. Dann ist
n? = (ak)? = a’k* = a(ak?).

Also ist auch n? ein Vielfaches von a und wird somit von a geteilt. U

Wir haben Lemma verallgemeinert. Dabei wurden wir inspiriert von
den Beispielen (1.8 — der formale Beweis stiitzt sich dann allerdings nicht blof3
auf Beispiele.

Begeistert versuchen wir auch Lemma [1.6| zu verallgemeinern, stellen jedoch fest,
dass es ein Gegenbeispiel gibt: Ist n = 6 und a = 4, so wird zwar n*> = 36 von a
geteilt, nicht aber n. Dieses Gegenbeispiel liefert den Beweis fiir folgende Aussage.

Lemma 1.10. Seien a und n aus Z. Wird n? von a geteilt, so nicht notwendiger-
weise auch n.

Beweis. Mit n = 6 und a = 4 haben wir ein Gegenbeispiel fiir die Aussage A “Wird
n? von a geteilt, so auch n”. Die Aussage A ist daher falsch. O

Wir bemerken, dass es zwar Zahlen n und a gibt, so dass sowohl n? als auch n
von a geteilt werden (siehe z.B. Lemma , aber im Allgemeinen ist die Aussage
falsch, da es ein Gegenbeispiel ist.
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Wir halten fest, dass ein Beispiel niemals einen Beweis fiir eine allgemeine
Aussage liefern kann, die “fiir alle n” gelten soll (so wie Lemma , ein
Gegenbeispiel aber sehr wohl eine derartige Aussage widerlegen kann. All-
gemeiner gesprochen: Fiir Aussagen wie “es gibt” kann ein Beispiel als
Beleg gelten, fiir Aussagen der Art “fiir alle” hingegen nie, hier kann es
hochstens als Motivation oder Inspiration dienen.

J

Ubrigens, aufgrund von Lemma lasst sich Proposition nicht verallgemein-
ern. Wahrend also fiir ¢ = 2 in Lemma sowohl die Aussagen “A = B” (Lemma
als auch “B = A” (Lemma gelten — und somit “A < B” (Proposition
—, ist dies fiir allgemeine a nicht wahr (Lemma [1.10)), allgemein gilt nur “A = B”
(Lemma . Man kann sich iibrigens iiberlegen, dass die Aquivalenz “A < B”
fiir alle Primzahlen a gilt, sogar fiir alle Zahlen a € N, die man nicht als a = b%c
schreiben kann, mit b # 1. Fiir alle anderen Zahlen a = b?c findet man ein Gegen-
beispiel zu “B = A”.

Als kleine Anmerkung zu Beispiel [I.I} Das Clay Mathematics Institute hat bes-
timmt, dass das Preisgeld von einer Million Dollar an denjenigen ausgezahlt werden
soll, der entweder einen Beweis fiir die Riemannsche Hypothese — oder ein Gegen-
beispiel liefert. Da die Aussage der Riemannschen Hypothese der Form “fiir alle s
gilt ...” ist, wiirde also ein Beispiel einer einzigen Zahl s mit ((s) = 0 und s ¢ —2N
sowie Re(s) # 1 cinen Beweis dafiir liefern, dass die Riemannsche Hypothese falsch
ist. Hier wére also ein Gegenbeispiel ein Beweis fiir die gegenteilige Aussage.

1.3. Beweisprinzip: Kontraposition. Proposition [1.4{i) liefert uns ein weiteres
Beweisschema: den Beweis durch Kontraposition. Anstatt “A = B” zu beweisen
(direkter Beweis), konnen wir auch “(=B) = (—A)” zeigen (Kontraposition). Hier
ist ein Beispiel flir einen solchen Beweis.

Lemma 1.11. Sein € Z. Ist n? ungerade, so auch n.

Beweis. Sei n € Z. Es ist eine Aussage “A = B’ zu zeigen, mit A =“n? ist
ungerade” und B =“n ist ungerade”. Die Kontraposition der Aussage ist “(—=B) =
(—=A)”, also die Implikation “ist n gerade, so ist auch n? gerade’. Genau dies war
aber Gegenstand von Lemma [1.5 U

1.4. Beweisprinzip: Beweis durch Widerspruch. Beim Beweis durch Wider-
spruch wollen wir eine Aussage A verifizieren, indem wir zeigen, dass aus —A ein
Widerspruch folgt — denn dann kann —A nicht wahr gewesen sein. Ist aber —A
falsch, so ist A wahr und wir haben das Gewiinschte. Etwas formaler konnen wir
uns folgende Wahrheitstabelle fiir jenes Beweisprinzip anschauen, wobei wir L fiir
“Widerspruch” schreiben (wir kénnten auch 1:= B A (—B) definieren, eine Aussage,
die immer falsch ist, siehe Proposition [L.4[(a)).
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—-A ‘ 1 H (—\A) =1
wo|w W

w | f f

I |w A4

f | f A4

Da die Aussage 1 immer falsch ist, konnen Zeilen 1 und 3 der Tabelle nicht
eintreten. Zeigen wir nun, dass “(—mA) =1 wahr ist (dass also aus der Aussage
—A ein Widerspruch folgt), so befinden wir uns zwangsléufig in Zeile 4 der obigen
Tabelle — also ist = A falsch und demnach A wahr.

Hier ist ein Beispiel eines Beweises durch Widerspruch.

Proposition 1.12. Die Zahl /2 ist irrational.

Beweis. Wir nehmen an, dass V/2 rational ist und wollen diese Aussage zu einem
Widerspruch fithren. Wire also v/2 rational, so géibe es Zahlen p,q € Z mit ¢ # 0
und V2 = ’a’. Wir kénnen annehmen, dass der Bruch gekiirzt ist, dass es also keine
Zahl a gibt, die sowohl p als auch ¢ teilt. Nun gilt

2 2 2
e () ()=
q q
und also p? = 2¢%. Somit ist p? gerade und nach Lemma also auch p. Das
bedeutet, wir konnen p schreiben als p = 2m fiir eine Zahl m € Z. Damit gilt aber

4m? = (2m)?* = p* = 2¢

und daher auch ¢ = 2m?2. Somit ist ¢* gerade und nach Lemma also auch q.
Wir haben also gezeigt, dass sowohl p als auch ¢ gerade sind (also von 2 geteilt
werden), obwohl wir angenommen hatten, dass keine Zahl a gibt, die sowohl p als
auch ¢ teilt. Das ist also ein Widerspruch und die Annahme, dass v/2 rational ist,
muss demnach falsch sein. O

Das Prinzip, aus einer Aussage —A einen Widerspruch herleiten zu wollen, um zu
beweisen, dass A wahr ist, bringt uns zum Prinzip von relativen Aussagen. Das sind
Aussagen der Form “A = B”. Fiir derartige Aussagen ist es irrelevant, ob A wahr
ist oder nicht — es wird lediglich behauptet, dass Aussage B aus Aussage A folgt.

Beispiel 1.13. Ein Beispiel einer solchen relativen Aussage ist ein Resultat von
Dudek aus dem Jahr 2014 (aufbauend auf Resultaten von vielen anderen, u.a. von
von Koch aus dem Jahre 1901). Es besagt: Ist die Riemannsche Vermutung wahr,
dann gibt es zu jeder reellen Zahl z > 2 eine Primzahl p im Intervall

4
(r — =v/zlogz,x].
7r

Mit anderen Worten, man findet zu jeder Zahl x eine Primzahl “in der Nahe” — die
Primzahlen sind also “zufallig” verteilt.
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Solche relativen Aussagen sind aus zwei Griinden relevant. Erstens liefern sie
sofort Konsequenzen aus Aussage A, sollte es jemandem gelingen diese zu beweisen.
Im Fall von Beispiel also: Sollte jemand die Riemannsche Vermutung beweisen
konnen, so wissen wir sofort etwas iiber die zufallige Verteilung der Primzahlen.
Zweitens liefern relative Aussagen aber auch Indizien dafiir, ob eine Aussage wahr
ist — oder fiihrt im besten Fall sogar dazu, A zu widerlegen. Denn wenn eine Aussage
“A = B” mit einer weiteren Aussage “B = C” verkniipft werden kann und diese
mit “C' = D” etc, bis wir schlielich bei einem Widerspruch angelangen, dann kann
A nicht wahr gewesen sein.

1.5. Beweisprinzip: vollstandige Induktion. Kommen wir zu einem weiteren,
wichtigen Beweisschema: der vollstandigen Induktion. Diese ist ein Prinzip, dass
fiir Aussagen angewandt werden kann, die von natiirlichen Zahlen abhangen. Seien
dazu A(n) Aussagen, die von n € N abhéngen. Die Idee ist, dass man zunéchst
zeigt, dass A(1) wahr ist (der Induktionsbeginn oder Induktionsanfang) und dann,
dass fiir beliebiges n € N die Implikation “A(n) = A(n + 1)” wahr ist (der Induk-
tionsschritt); dabei wird im Induktionsschritt irgendwo verwendet, dass A(n) wahr
ist (die Induktionsannahme oder Induktionsvoraussetzung). Hat man diese beiden
Teile gezeigt, den Induktionsbeginn sowie den -schritt, so hat man bewiesen, dass
A(n) fir alle n € N wahr ist, denn es gilt ja dann:

Al) = A(2) = AQB) = A4) = ...
Hier ist ein Beispiel.

Proposition 1.14. Fir alle n € N gilt die Formel

Zk’ _ n(n+ 1)
2
k=1

Beweis. Wir betrachten die Aussage A(n) =“es gilt > ;| k= %ﬂ)

Induktionsbeginn: Sei n = 1. Dann ist Zk k=1= 1(1+1 . Die Aussage A(1)
ist also wahr.

Induktionsschritt: Sei n € N beliebig und sei A(n) wahr. Es gelte also Y, k =
@. Wir miissen nun A(n + 1) beweisen. Dazu rechnen wir:

n+1

Zk—ZkJr (n+1)

Nach der Induktionsvoraussetzung gilt > "', k = @ Wir haben also:

L R

Somit ist A(n + 1) nachgewiesen und der Induktionsschritt ist bewiesen. U
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Die Anekdote hinter dieser Aussage ist, dass dem neun-jahrigen Gaufi und seinen
Klassenkameraden von ihrem Lehre die Aufgabe gestellt wurde, alle Zahlen von 1
bis 100 zu addieren. Der Lehrer versprach sich davon eine kleine Ruhepause, aber
Gaufl kam schon nach wenigen Minuten zu seinem Pult und iiberreichte ihm das
Ergebnis: 5050. Er hatte namlich folgenden Trick angewandt, der letztlich hinter
obiger Formel steckt:

1 + 2 + 3 + 4 + e + 20
100 + 99 + 98 + 97 + e + 51
101 + 101 + 101 + 101 + e + 101

Und er berechnete 101 - 50 = 5050, also mit n = 100 die Rechnung (n +1) - 7.

1.6. Mengenlehre. Es ist nicht ganz unproblematisch zu definieren, was iiberhaupt
eine Menge sein soll, aber wir klammern dies hier aus und folgen der sogenannten
“naiven” Mengenlehre Cantors vom 1895. Wir bezeichnen demnach eine Menge M
mit Elementen x1, x5 etc auf folgende Weise:

M = {%1,1’2, .. }
Hierbei ist die Reihenfolge, in der wir die Elemente aufschreiben, irrelevant.

Definition 1.15. Wir fiihren folgende Bezeichnungen fiir Mengen M, N ein.

(a) Wir schreiben z € M, wenn z ein Element von M ist, und ¢ M andernfalls.

(b) Wir schreiben N C M, wenn N eine Teilmenge von M ist, wenn also alle
Elemente x € N auch schon in M liegen.

(¢) Wir schreiben N = M, wenn N C M und M C N gilt.

(d) Mit | M| bezeichnen wir die Mdchtigkeit von M, also die Anzahl der Elemente
von M.

(e) Mit () bezeichnen wir die leere Menge, also die Menge, die kein Element
enthalt.

(f) Mit M UN bezeichnen wir die Vereinigung von M und N. Das ist die Menge
aller Elemente z, fiir die x € M oder x € N gilt.

(g) Mit M N N bezeichnen wir den Durchschnitt von M und N. Das ist die
Menge aller Elemente x, fiir die z € M und x € N gilt.

(h) Mit M\N bezeichnen wir das Komplement von N in M. Das ist die Menge
aller Elemente x € M, fiir die z ¢ N gilt.

Proposition 1.16 (Regeln fiir Mengenoperationen). Es gelten die folgenden Regeln
fiir Mengen M, N und P.

(a) NN (M\N) = 0.

(b) Set N C M. Dann ist NU(M\N) = M.
(¢) Set N C M. Dann ist M\(M\N) = N.
(d) M\(NNP)=(M\N)U(M\P).
(e) M\(NUP)=(M\N)N(M\P).
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f) MUN)NP=(MNP)U(NNP).
(g MNN)UP=(MUP)N(NUP).

Beweis. Wir iiperpriifen nur exemplarisch die Aussage (a). Wir nehmen an, dass
NN(M\N) nicht leer ist. Also gibt es ein x € NN(M\N). Dann ist nach Definition
1.15(g) * € N und # € M\N. Letzteres bedeutet nach Definition [1.15[(h), dass
r € M aber x ¢ N ist. Somit ist z € N und = ¢ N, was ein Widerspruch ist. Die
Aussage N N (M\N) # 0 ist also falsch, dh. NN (M\N) = ) ist wahr. O

Wenn wir die Aussagen von Proposition [1.16| mit jenen von Proposition (1.4
vergleichen, stellen wir eine Analogie fest.

Tatsachlich ist die Operation U fiir Mengen analog zur ODER-Verkniipfung Vv
von Aussagen: Definieren wir die Aussage A durch “x ist in M” und die Aussage B
durch “z ist in N”, dann gilt z € M U N genau dann, wenn AV B wahr ist. Ebenso
entsprechen N und A einander, genauso wie das Komplement und —.

Die Regeln von Proposition [1.16[(d) und (e) heiBen tbrigens die de Morganschen
Regeln.

1.7. Aufgaben.

Aufgabe 1.1. Verifizieren Sie die Regeln von Proposition mit Hilfe eines Ver-
gleichs von Wahrheitstafeln.

Aufgabe 1.2. Verifizieren Sie die Regeln von Proposition [1.16
Aufgabe 1.3. Beweisen Sie mittels vollstandiger Induktion:

n

1 n
(a) Zk(k:Jrl) T+l

k=1

"k n+ 2
(b) Z@ZQ— on
k=1
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2. GRUPPEN

ABSTRACT. Wir motivieren, dass der Begriff einer Symmetrie prazise gefasst wer-
den sollte. Dazu fithren wir den abstrakten, unanschaulichen Begriff der Gruppen
ein. Von einer solchen axiomatischen Definition ausgehend tiberpriifen wir fiir
eine Reihe von Beispielen, ob sie Gruppen sind oder nicht. Wir lernen dann
anhand von Untergruppen und Homomorphismen grundlegende Ideen wie Unter-
strukturen, strukturerhaltende Abbildungen sowie Isomorphismen kennen. Zum
Schluss betrachten wir noch Gruppenwirkungen und machen den Schulterschluss
mit der Motivation: Gruppen als Formalismus fiir Symmetrien.

2.1. Motivation. Wir betrachten ein gleichseitiges Dreieck. Welche Symmetrien
sehen wir?

D3 = {id, d120, da40, S0, S60, S120 }
Wir betrachten ein gleichschenkliges aber nicht gleichseitiges Dreieck. Welche
Symmetrien sehen wir hier?

id, So

Und nun ein Dreieck mit drei verschieden langen Seiten. Dessen Symmetrien:

id
Wir koénnen also Symmetrien dazu verwenden, Objekte zu unterscheiden. Aber

wie fassen wir den Begriff der Symmetrie prazise? Wie formulieren wir ihn fir
hoherdimensionale oder viel abstraktere Objekte?

2.2. Definition und Beispiele von Gruppen.

Definition 2.1. Eine Gruppe (G, o) ist eine nicht leere Menge G mit einer Verkniipfung
o:G x G x @G, so dass gilt:
(a) Assoziatitivitdt fo(goh) = (fog)oh firalle f,g,h € G.
(b) Ezistenz eines neutralen Elements Es gibt ein e € G, so dass fiir alle g € G
gilt: ecg=g=goe.
(c) Ezistenz inverser Elemente Zu jedem g € G gibt es ein g~! € G, so dass:
gogl=e=glog.
Eine Gruppe heifit abelsch, falls zusatzlich gilt:
(d) Kommutativitit g o h = ho g fir alle g,h € G.

Dies ist eine axiomatische Definition eines mathematischen Begriffs. Wir
kénnen nun fiir ein paar Beispiele tiberpriifen, ob sie die Axiome einer Gruppe
erfiillen.
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Bemerkung 2.2. Man kann nachweisen, dass das neutrale Element immer eindeutig
ist (sofern ein solches existiert): Sind e, e’ € G, so dass fiir alle g € G gilt: eo g =
g=goeund e og=g=goe sogilte=¢, denne=coe, dae ein neutrales
Element ist (setze g := e in g = go€’). Ebenso gilt e o ¢’ = €/, da e ein neutrales
Element ist (setze g :=¢' ineog=yg). Alsoe=coe =¢.

Ebenso ist zu einem gegeben Element g € GG das inverse Element eindeutig.

Beispiel 2.3. (a) Fiir n € N bezeichnet
Dn = {ld, d@, d2*@, e ,d(n_l)*@, S0, 832@, 52*32@7 ey S(n—l)*?’;i}

die Diedergruppe. Sie stellt die Symmetrien eines regelmafligen n-Ecks dar.
Mit g o h bezeichnen wir hier die Hintereinanderausfithrung der Operationen
(gelesen von rechts nach links) und wir vergewissern uns fiir n = 3:
— Sind g,h € D3, so auch g o h. Dies iiberpriifen wir fiir alle Elemente
g, h € D3. Zum Beispiel d120 9] d120 = d240 oder d120 O S0 — S120 oder
Sg0 © d199 = Sp. Dies zeigt librigens auch, dass D3 nicht abelsch ist.
— Wir tiberpriifen die Assoziativitat fiir alle Elemente f, g, h € D3. Zum
Beispiel

di20 © (560 o d120) = di20 © Sp = S0 = S120 © d120 = (d120 o 560) o dig0.

— Das Element id = dj ist das neutrale Element, denn g oid = g = id og
fiir alle g € Ds.

— Die inversen Elemente sind gegeben durch id ™" = id, dyoy = daao, dyjy =
dio sowie s7! = s fiir s € {so, S¢0, S120}, wie direkte Berechnungen
zeigen.

Somit sind alle Axiome einer Gruppe erfiillt — D,, ist eine (nicht-abelsche)
Gruppe.
(b) Wir verifizieren, dass (Z,+) eine abelsche Gruppe ist:

— + : Z X Z — 7 definiert eine Verkniipfung auf Z (dh. = +y € Z fiir alle
x,y € 7).

— Diese Verkniipfung ist assoziativ, da x + (y + z) = (x + y) + 2 fiir alle
x,y, 2 € 7.

— Das neutrale Element ist 0 € Z, da x + 0 = 2 = 0 + z fiir alle xz € Z.

— Zu x € Z ist —x das inverse Element, denn z + (—z) =0 = (—z) + .

— Auflerdem gilt 4y = y+« fiir alle z, y € Z, die Gruppe ist also abelsch.

(c) Ist (N, +) eine Gruppe? Nein, denn es gibt keine inversen Elemente, z.B. hat

= 1 kein inverses Element — es gibt kein h € N mit g + h~ = 0. Allerdings

ist (N, +) eine Halbgruppe (Definition [2.1)(a)), sogar ein Monoid (Definition
2.1(a)+(b)), sogar ein abelscher.

(d) Ist (Z,-) eine Gruppe (mit der Multiplikation)? Nein, des es gibt keine
inversen Elemente. Aber es ist ein abelscher Monoid.

(e) (R,+) ist eine abelsche Gruppe.

(f) (R\{0},-) ist eine abelsche Gruppe.
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Definition 2.4. Seien X,Y Mengen. Eine Abbildung f : X — Y heif3t
(a) injektiv, falls fir alle z,y € X gilt: f(z) = f(y) impliziert x = y.
(b) surjektiv, falls es zu jedem y € Y ein € X gibt mit f(z) = v.
(c) bigektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Beispiel 2.5. Typische Bildchen fiir Injektivitat, Surjektivitat und Bijektivitat.

Bemerkung 2.6. Ist f : X — Y bijektiv, so existiert eine Umkehrfunktion f=* :
Y — X, die fiir y € Y definiert ist durch f~!(y) := z, fiir das eindeutig bestimmte

z € {l,...,n} mit f(x) =y. Hierbei existiert das Element = nach der Surjektivitét
und es ist eindeutig nach der Injektivitat. Wir haben f(f~!(y)) = y und f~'(f(z)) =
x.

Beispiel 2.7. Die symmetrische Gruppe S, ist definiert durch
Se=A{f:{1,...,n} = {1,...,n} | fist bijektiv}
zusammen mit der Hintereinanderausfithrung als Verkniipfung

(fog)x):=flg(x)),  we{l,...,n}

Wir sehen, dass o eine Abbildung von {1,...,n}x{1,...,n} nach {1,... ,n} definiert,
die assoziativ ist. Das neutrale Element ist id : {1,...,n} — {1,...,n} gegeben
durch id(z) = z und das inverse Element von f € S, ist die Umkehrfunktion f~1.

Die Gruppe S, ist nicht abelsch. Man kann sich die Funktionen in S, bildlich wie
folgt vorstellen:

1 23 45 1 2 3 45

24135 341 5 2

2.3. Untergruppen. Gegeben eine Struktur — wie kann man sinnvoll eine Unter-
struktur definieren?

Definition 2.8. Sei (G, o) eine Gruppe. Eine nicht leere Teilmenge U C G heifit
Untergruppe, falls (U, o) eine Gruppe ist, wobei oy die Einschréankung oy : U X
U — U bezeichnet.

Bemerkung 2.9. Ist U eine Untergruppe von G und e € G das neutrale Element
von (G, so ist e € U und e ist das neutrale Element von U.

Ist g € U und ¢! € G das inverse Element von ¢ in G, so ist g7' € U und ¢!
ist auch das inverse Element von ¢ in U.

Beispiel 2.10. (a) In U ist {e} eine Untergruppe.
(b) In D3 = {id, dy20, d240, So, Se0, S120 } ist U = {id, so} eine Untergruppe.
(¢) In S,y ist

So={f:{Ll,....n,n+1} = {1,...,n,n+1} | fist bijektivund f(n+1) =n+1}

eine Untergruppe.
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2.4. Homomorphismen und Isomorphismen. Was sind strukturerhaltende Ab-
bildungen zwischen Gruppen?

Definition 2.11. Seien (G,og) und (H,oy) Gruppen. Eine Abbildung ¢ : G — H
heiBt (Gruppen-)Homomorphismus, falls p(gog h) = ¢(g) og @(h) fiir alle g, h € G.
Ist ¢ bijektiv, so heifit ¢ ein (Gruppen-)Isomorphismus.

Homomorphismen sind also Abbildungen, die die Struktur einer Gruppe erhal-
ten. Gibt es sogar einen Isomorphismus zwischen zwei Gruppen, so konnen wir in
gewissem Sinne sagen, dass die beiden Gruppen “gleich” sind.

Der Isomorphismus ist einer der wichtigsten Begriffe in der Mathematik und er
wird in jeder einzelnen Disziplin der Mathematik entsprechend definiert. Die
Idee ist immer die gleiche: Ein Isomorphismus ist eine Abbildung zwischen
den Objekten, die die Struktur vollsténdig erhalt und es uns erlaubt, diese
beiden Objekte in gewissem Sinne zu identifizieren. Der Isomorphismus ist
die Abstraktion des Begriffs von “gleich sein”.

Bemerkung 2.12. Sei ¢ : G — H ein Homomorphismus zwischen zwei Gruppen.

(a) Es gilt p(eq) = ey fiir die neutralen Elemente e € G bzw. ey € H.
(b) Der Kern von ¢

kerp:={g€ G | p(g) =en}
ist eine Untergruppe von G. Es gilt immer {eq} C ker ¢, nach (a).
(c) ¢ ist injektiv genau dann, wenn ker o = {eg}.

Beispiel 2.13. Die Untergruppe S!, C S,,;; aus Beispiel [2.10c) ist isomorph zu S,,.
Es gibt namlich einen Isomorphismus

QDZSH%S;gSn+1
definiert durch ¢(f) := f, wobei

. _{f(a:) falls 7 < n

, firze{l,...,n,n+1}.
n+1 fallsz=n-+1 { }

Wir iiberpriifen, dass ¢(f o g) = o(f) o p(g) gilt: Fiir z < n gilt

fog(x)=(fog)(x) = flg(x)) = f(9(x)) = f(g(x)) = (f o g)(x)

und auflerdem

fogln+1)=n+1=f(n+1)=f(Gn+1)=(fog)(n+1).
Also gilt p(fog)=fog=fog=p(foy).
Des Weiteren ist ¢ injektiv: Ist f = ¢(f) = ¢(g) = g, so ist f = ¢g. Und ¢ ist
surjektiv: Zu g € S/, ist g(n+ 1) =n+ 1. Also ist

AL ... onp—=A{1,...,n}
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definiert durch f(z) := g(z) bijektiv und somit in S,. Es gilt dann ¢(f) = g, also
ist ¢ surjektiv.
Damit ist ¢ ein bijektiver Homomorphismus, also ein Isomorphismus.

2.5. Gruppenwirkungen und Symmetrien. Kommen wir zuriick zum Symme-
triebegriff. Warum fassen Gruppen diesen Begriff in einem sinnvollen Mafle?

Definition 2.14. Sei (G, o) eine Gruppe und X eine Menge. Wir sagen, dass G auf
X wirkt (oder: operiert), falls es eine Abbildung o : G x X — X gibt, mit

(a) a(e,x) =z fiir alle z € X,

(b) a(g,a(h,x)) = a(goh,z) fur alle g,h € G und = € X.

Beispiel 2.15. Die symmetrische Gruppe S,, wirkt auf der Menge {1,...,n} via
a:S, x{l,...,n} = {1,...,n}

wobei a(f,x) := f(z) fir f € S, und = € {1,...,n}. Das neutrale Element von S,
ist e = id und wir haben «a(e,z) = id(z) = x. Aulerdem gilt

a(g,alh, z)) = a(g, M(z)) = g(h(z)) = (g o h)(z) = alg o h,z).

Beispiel 2.16. Die Diedergruppe D,, wirkt auf dem regelmafligen n-Eck F,,, wenn
man dieses mit seinem Mittelpunkt auf dem Ursprung (0,0) € R? auffasst. Wir
betrachten F,, also als Teilmenge von R? und die Drehung ds um den Winkel $3
sowie die Spiegelung s, an der Geraden, die mit Winkel v durch den Ursprung geht,
als Operationen auf R?. Dann wirkt

Dn - {ld,d@,dQ*@, N ,d(n_l)*@,go, 8@782*@, ey S(n—l)*@}
n n n 2n 2n 2n

im kanonischen Sinne auf E,,.

Wir beobachten, dass D, nicht auf dem gleichseitigen Dreieck E3 wirkt, da beispiel-
sweise eine Drehung dgg von E3 um 90 Grad das Dreieck nicht wieder in sich selbst
iberfiihrt. Daraus lesen wir, dass das gleichseitige Dreieck EF3 andere Symmetrien
hat als das Quadrat Ejy.

Wir haben den Begriff einer Symmetrie abstrahiert und von unserer An-
schauung losgelost mathematisch prazise gefasst. Dadurch konnen wir mit
diesem Begriff rein formal arbeiten und wasserdichte Aussagen beweisen.

2.6. Aufgaben.

Aufgabe 2.1. Fertigen Sie eine Tabelle aller Verkniipfungen g o h fiir g, h € D, an.
Lesen Sie daran das neutrale Element und die inversen Elemente ab und tiberzeugen
Sie sich, dass D, eine nicht-abelsche Gruppe ist.

Aufgabe 2.2. Uberpriifen Sie, ob die folgenden Objekte Gruppen sind. Welche
sind abelsch?

(a) (Z,-), wobei - die Multiplikation auf Z ist.
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(b) (Q,+).

(c) (Q\{0},").

(d) Z? versehen mit (z1,y1) 0 (z2,2) = (21 + T, Y1 + ya), flir 1,22, Y1, Y2 € Z.
Aufgabe 2.3. Es seien

X1 = {1,2,3}, X2 = {1,2,3,4}, X3 =R.

Finden Sie — wenn moglich — fir jedes 7,7 € {1,2,3} jeweils Abbildungen
f17f27f37f4 . X’L — X]7 so dass

(a) f1 weder injektiv, noch surjektiv,
(b) f> injektiv, aber nicht surjektiv,
(c) f3 nicht injektiv, aber surjektiv,
(d) f4 bijektiv ist.
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