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Kapitel 1.

Kategorientheorie

1. Grundbegriffe

Definition I.1.1 (Kategorie): Eine Kategorie C besteht aus einer Klasse Ob(C)
von Objekten, Mengen C(C, D) von Morphismen (manchmal auch Pfeilen)
f: C — D fir je zwei Objekte C, D € Ob(C) und Kompositionen

o: C(D,E) x C(C,D) — C(C,E),  (f.g)—foy
fiir je drei Objekte C, D, E € Ob(C), fir die gelten:

(i) Fir f: E—5F,g: D —- Eund h: C — D ist fo(goh)=(fog)oh,
(ii) Fiir alle C' € Ob(C) gibt es einen Pfeil 1o € C(C,C) mit 1¢o f = f und
golg=gfiralle f: B— Cundg: C — D.

Oft schreiben wir einfach C' € C statt C € Ob C.

Beispiel I.1.2 (fiir Kategorien): (i) Die Klasse der Mengen Set mit Men-
genabbildungen als Pfeile,

(ii) Die Klasse der k-Vektorrdume k-Vr mit linearen Abbildungen als Pfeile,
(iii) Die Klasse der Gruppen mit Gruppenhomomorphismen als Pfeile,

(iv) Sei (P, <) eine partiell geordnete Menge. Dann wird P mit Ob(P) = P
mit den Mengen von Pfeilen

*, falls p <gq,

P(p,q) = {

g, sonst,

zu einer Kategorie.
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(v) Ist G eine Gruppe, dann wird G mit Ob G = {*} und G(x,*) = G zu

einer Kategorie.

(vi) Ist C eine Kateogrie, dann wird C° mit Ob(C°) = Ob(C) und
C°P(C, D) = C(D, C) eine Kategorie, die sogenannte opposite Kategorie.

Definition 1.1.3: Ein Pfeil f: C'— D in einer Kategorie C heifit

(i) Monomorphismus, wenn fiir alle z,y: X — C gilt: ,,fox = foy = x = y“,
(ii) Epimorphismus, wenn fur alle z,y: D — X gilt: .xo f =yo f = z = y*,
(iii) Isomorphismus, wenn es f~': D — C mit f~'of=1cund fof'=1p

gibt.

Beispiel 1.1.4: (i) In der Kateogrie Set sind injektive Mengenabbildungen
genau die Monomorphismen, surjektive Mengenabbildungen genau die Epimor-
phismen und Isomorphismen genau die bijektiven Mengenabbildungen.

(ii) In einer Kategorie von Radumen und stetigen Abbildungen als Pfeilen ist
t: Q — R ein Epimorphismus und ein Monomorphismus, aber kein Isomorphis-
mus.

(iii) In den Kategorien Gr, k-Vr sind injektive Homomorphismen genau die
Monomorphismen, surjektive Homomorphismen genau die Epimorphismen und
bijektive Homomorphismen genau die Isomorphismen.

Definition I.1.5 (Funktor): Ein Funktor F': C — D zwischen zwei Kategorien
C, D besteht aus einer Zuordnung F': Ob(C) — Ob(D) und Abbildungen

C(C,D) —r— D(FC,FD) , sodass gelten:

(i) Firalle C;D,E € Cund f: C — D, g: D — E ist F(gf) = F(9)F(f),
(ii) Fir alle C € Cist F(l¢) = 1pce.
Beispiel I.1.6 (fiir Funktoren): (i) Die Zuordnungen Grp — Set, G — G
und k-Vr — Set, V' +— V sind Funktoren.
(ii) Ist C = %, so ist ein Funktor C — D nichts anderes als ein Objekt in D.

(iii) Ist C = (e — @), s0 ist ein Funktor C — D nichts anderes als ein Pfeil
in D.

(iv) Ein kontravarianter Funktor C — D ist ein Funktor F': C°® — D.
(v) (=)*: E-Vr°® — k-Vr, V — V* ist ein Funktor.
(vi) U® (=): k-Vr = k-Vr, V = U ®;, V ist ein Funktor.



1. Grundbegriffe

(vii) Fir Gruppen G und H ist ein Funktor G — H nichts anderes als ein
Gruppenhomomorphismus.

(viii) Fir partiell geordnete Mengen P und @ ist ein Funktor P — Q eine
monotone Abbildung.

(ix) Ist C' € C und I eine beliebige Kategorie, so ist
Ac:T— C, i— C, (i —j)— 1¢
ein Funktor.

Definition 1.1.7: Ein Funktor F': C — D heifit

(i) woll, wenn C(C, D) — D(FC, F D) surjektiv fiir alle C, D € C ist,
(ii) treu, wenn C(C, D) — D(FC, F D) injektiv fiir alle C, D € C ist,
(iii) woll treu, wenn C(C, D) — D(FC, F D) bijektiv fir alle C, D € C ist,
)

(iv) essentiel surjektiv, wenn es fiir jedes D € D ein C' € C mit D = F(C)
gibt.

Definition I.1.8 (Natiirliche Transformation):

(i) Eine natirliche Transformation a: F — G zwischen zwei Funktoren
F,G: C — D ist eine Familie {ac: FC' — GC}cec von Pfeilen in D,
sodass fir alle f: ¢' = D in C das Diagram

FC 2 GC

o o

kommutativ ist. Mit Nat(F, G) bezeichnen wir die Klasse der natiirlichen
Transformationen a: F' — G.

(ii) Hat C eine Menge von Objekten (solche Kategorien heiflen klein), dann
ist Nat(F, G) tatsdchlich eine Menge. Wir definieren in diesem Fall die
Kategorie Fun(C, D), wobei die Funktoren F': C — D die Objekte dieser
Kategorie-, und die natiirlichen Transformationen a: F' — G die Pfeile
dieser Kategorie sind.

Die Komposition in Fun(C, D) ist folgendermafien definiert: Fiir natiirli-
che Transformationen a: F — G und 8: G — H ist (o a): F — H mit
Komponenten

(Boa)e: FC -5 GC 25 HC
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eine nattrliche Transformation: Das Diagramm

FC -2, go -, go

Ffl Gfl Hfl

FD —— GC —— HD
@D Bp

kommutiert, da die beiden Teilquadrate kommutieren.

Beispiel 1.1.9: (i) Es bezeichne V': Grp — Set, G +— G den Vergissfunktor
und
A, = x: Grp — Set, G+— {1}

Es gibt die natiirliche Transformation
a:V— %

mit Komponenten ag: V(G) = x(G), G — {*}, g — 1. Das ist natiirlich, denn
fiir einen Gruppenhomomorphismus f: G — H ist

G =—— V(G) 2% %(G) =—— {1}
| )| [0
H —— V(H) 5 +(H) — {1}

Umgekehrt gibt es eine natiirliche Transformation g: * — V' mit Komponenten
Ba: *x (G) = V(G), {1} — G, 1 — eq. Das ist natiirlich, denn fir alle
Gruppenhomomorphismen f: G — H kommutiert das Diagramm

*G) —— V(G) ==

e |

(1} —— V(H) —— V(H) —— H

(ii) Seien I, C Kategorien. Eine natiirliche Transformation Ac — Ap (mit
C, D € C) ist eine Familie {a;: Ac(i) — Ap(i)} von Pfeilen, sodass fur alle
fri— 7 in I gilt:

Q
S

Ac(i) = Ap(i) =—=

o .

C == Acl)) =5~ Ap(l) ==

«—
—_
>}

!

zum Beispiel I = o < o — o.
Dann ist eine natiirliche Transformation Ac — Ap dasselbe wie ein Pfeil
von C' nach D.
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(iii) Ist I wie in (ii), dann ist ein Funktor F': I — Set ein Diagramm

Ay +a1— Ay —a2— Ay von Mengen. Eine natiirliche Transformation A — B
ist dann ein Diagramm

A Ay e Ay —2 A,
'YJ( 'Yll 'fl? J{’m
B B; o By 0 Bs

Ist C eine Menge, was ist dann eine natiirliche Transformation v: A¢ — B?

C
+
Bl BO BQ

Satz 1.1.10 (Yoneda-Lemma): Seien C eine Kategorie und F: C°P — Set.
Dann gibt es eine Bijektion

Nat(C(—,C), F) = F(C).
Diese Bijektion ist natirlich in C' und F'.

Beweis: Sei a: C(—,C') — F eine natiirliche Transformation, d. h. eine Familie
von Pfeilen ap: C(D,C) — F(D) sodass fur alle f: D — D’ das Diagramm

C(D',C) —— F(D)

f*l lF(f)

C(D,C) —— F(D)

insbesondere haben wir also fir alle g: D — ' das kommutative Diagramm

/;\)

10 C(C, C) E— (C) Oéc(lc)
g*l lF(g)
g C(D,C) —5 F(D) ap(g) = F(g)(ac(1c))
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Nun definieren wir
®: Nat(C(—,C), F) — F(C), ar— P(a) = ac(le),
umgekehrt definieren wir ¥: F(C) — Nat(C(—, C), F') durch
F(C) 32— C(—,C) Y F
mit den Komponenten
c(D,C) " F(D), ¢:D%C—s F(g)(x).
Dann gilt ¥ o ®(a)) = o, denn

Y (®(a))nlg) = F(9)(®(e)) = F(g)(ac(le)) = aplg),

auBerdem gilt ® o U(z) = V(z)c(le) = F(le)(z) = x.
Sei nun f: D — D’ aus C. Wir missen nachrrechnen, dass das Diagramm

m

g C(D,C) F(D') F(g)(z)

A 1

9f _ CD.C) 5o F(D)  F(f)oFlo)x) = F(gf)(a)
kommutativ ist. O

Korollar 1.1.11: Es sei C eine kleine Kategorie. Dann ist der Funktor
y: C — Fun(C®P, Set), C+— C(—,0)
volltreu. Dabei wird f: C — D auf y(f) = f.: C(—,C) — C(—, D) mit
C(X,0) — C(X, D), g— fg
abgebildet.

Beweis: Es ist

Nat(C(—,C),C(—, D))

I

C(-, D)(C) = C(C, D). O

10



2. Limiten und Kolimiten

2. Limiten und Kolimiten

Beispiel 1.2.1: In der Kategorie Set seien zwei Mengen A, B gegeben. Das
Produkt A x B :={(a,b) | a € A,b € B} kommt mit kanonischen Projektionen

A AxB -, B

a +—— (a,b) —— b

Fiir jede Menge X mit zwei Abbildungen A «fa— X —fs—+ B gibt es eine
Abbildung (fa, fg): X = A X B, x — (fa(z), fg(x)), sodass das Diagramm

2l fN )

A<—A><B*>B

kommutiert. In der Tat ist (f4, f5) eindeutig festgelegt dadurch, dass
kommutieren soll.

Die beiden Mengen A, B entsprechend einem Funktor F': {1,2} — Set, mit
F(1) = A, F(2) = B, und die beiden Projektionen p4, pp entsprechen einer
natiirlichen Transformation p: Aaxp — F, wobei A p(1) = Aaxp(2) = AxB.
Fiir jede natiirliche Transformation f: Ax — F gibt es genau einen Pfeil
¢: X — A x B, der das Diagramm

Ay P
Ax —— Ajpyp —— F

f

kommutativ macht.

Das Diagramm legt A x B hierbei eindeutig (bis auf Isomorphie)
fest, denn Elemente von A x B sind Pfeile {x} — A x B und das entspricht
nach Paaren von Pfeilen {x} — A, {x} — B. Insgesamt sieht man
also, dass das Produkt von Mengen definiert.

Definition I.2.2 (Limes, Kolimes):

(i) Sei F': I — C ein Funktor. Ein Objekt L zusammen mit einer natiirlichen
Transformation A\: A; — F heifit Limes von F, wenn

C(X,L) — Nat(Ax, F), pr— Ao,

fiir alle X € C eine Bijektion ist.

11
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(ii) Ein Kolimes von F ist ein Limes in C°P, d.h. ein Objekt C' zusammen
mit v: ' — Ag, sodass

C(C,X)—)Nat(F,Ax), ¢l—>A¢O’y
fiir alle X € C eine Bijektion ist.

Bemerkung 1.2.3: (i) Die Bijektionen in [Definition I.2.2|sind automatisch
natiirlich in X, d. h. es gibt natiirliche Isomorphismen C(—, L) ~ Nat(A_, F).

(ii) Limiten und Kolimiten sind eindeutig bis auf eindeutige Isomorphie: Fiir
je zwei Limiten L und L’ gilt

C(—,L) ~ Nat(A_,F) ~ C(—, L),

nach dem Yoneda-Lemma gilt also L = L'. Wir schreiben L = lim F' und
C = colim F'.

Beispiel 1.2.4: (i) Fir I = {1,2} ist ein Funktor F': I — C ist eine Wahl
von zwei Objekten A = F(1), B = F(2). Ist X € C ein beliebiges Objekt, so
ist eine natiirliche Transformation vy: F' — Ax nichts anderes als zwei Pfeile
m: F(1)=A— X, y: F(2) = B— X. Ein Kolimes von F ist also ein Objekt
ATl B mit 2 Pfeilen is: F(1) = A — A[lB, ig: F(2) = B — A]l B, sodass

4~
. 3! .
1A | B

AIlB

Dieser spezielle Kolimes heifit Koprodukt. In Set ist A]] B die disjunkte Verei-
nigung von A und B.
In geordneten Mengen ist das Koprodukt zweier Elemente p, ¢ eine kleinste

obere Schranke.
In k-Vrist V @& W das Koprodukt.

(ii) Ein Equalizer ist ein Limes von einem Diagramm der Form {1 = 2} = L.
Ein Kolimes ist ein Koequalizer. Ein Funktor F': I — C entspricht der Wahl
zweier Objekte A, B € C und zweier paralleler Pfeile f,g: A — B.

Ist X € C, so besteht eine natiirliche Transformation a: Ax — F' aus zwei
Pfeilen pso: X — A, pg: X — B, sodass fiir alle h € I das Diagramm

X =ax1) 2 Ay(2) =X

| |

A=F(1) ——

12



2. Limiten und Kolimiten

kommutiert, d. h. die Diagramme

X X
%Y m{ﬁ
AT)B AT>B

miissen kommutieren. Diese kommutieren genau dann, wenn fops = gopa = pp.
Eine naturliche Transformation Ax — F' ist also nichts anderes als ein Pfeil
pa: X — Amit fopy=gopa.
Ein Limes ist also ein Objekt E zusammen mit e: F — A, sodass foe = goe

und

f
EFE—A—8B

ai )y ’

kommutiert fiir alle x mit foxz =gox.

InSetist E={a € A| f(a) = g(a)} ein Equalizer.

Dual dazu ist ein Koequalizer von f,g: A — B ein Pfeil ¢: B — C mit
co f =cog, sodass

f
A— B —~*-C

N

X

kommutiert fiir alle x mit zo f =z o0g.
In Set ist der Koequalizer C = B/~, wobei ,,~* die Aquivalenzrelation ist,
die von f(a) ~ f(b), a € A, erzeugt wird.

Satz 1.2.5: Hat C kleine Produkte und Equalizer, so hat C alle kleinen Limiten.

Beweis: Seien F': I — C gegeben, wobei I eine kleine Kategorie sei. Fiir

einen Pfeil a: i — j aus [ sei F, = F(j). Wir bekommen zwei Pfeile
@D,QS: Hie[ F(Z) = Ha Foc via
[ies F(i) — F(j) = F, Mies F(3) —"— F(i)
X [ a 7@
HaFa HaFaTFa:F(j)

Der Equalizer

13
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ist ein Limes von F' mit Limeskegel

Um nachzurechnen, dass E = lim F', wahlt man einen Kegel f: Ax — F und
bekommt einen induzierten Pfeil

X L, RO

b

F(i)
Es gilt jetzt ¢ o 3 = 1) o 3, weil das Diagramm

X P PG == L. o

] v \
Bi il pf
F(i) e F(j)

und p, 0 ¢po = 3;, also ¢po B = 1) o . Das gibt, dass es genau ein X — F mit
.. gibt. U

Korollar 1.2.6: Die Kategorie Set hat alle kleinen Limiten und Kolimiten.

Satz 1.2.7: Hat C alle kleinen Limiten (Kolimiten) und ist 1 klein, dann hat
auch Fun(I, C) alle kleinen Limiten (Kolimiten) und diese werden punktweise
ausgerechnet, d. h. fir F: J — Fun(I, C) ist

(lim F)(i) = lim £}, wobei Fi(j) = F(5)(1).

Zum Beispiel ist (F' x G)(i) = F(i) x G(7).

14



3. Adjunktionen

Bemerkung 1.2.8: Limiten sind funktoriell in dem Sinne, dass fiir eine natiirli-
che Transformation «: ' — G die Komposition

C(—,lim F) —— Nat(A_, F)

o

Nat(A_,G) —— C(—,1imG).

nach dem Yoneda-Lemma einen Pfeil lim /' — lim G induziert.
Insbesondere ist lim: Fun(I, C) — C ein Funktor, wenn C alle Limiten von
Form I besitzt.

3. Adjunktionen

Beispiel 1.3.1: (i) Es sei U: k-Vr — Set, V — V| f — [ der Vergissfunktor
fir Vektorrdume. Fiir jede Menge X gibt es einen Vektorraum mit Basis X,
namlich F'(X) = @,cx k. Eine lineare Abbildung F(X) — V ist eindeutig be-
stimmt durch die Bilder der Basisvektoren, d.h. k-Vr(F(X), V) = Set(X,UV).
Diese Bijektion ist natiirlich in beiden Variablen.

(ii) Ist C eine Kategorie, die alle Limiten von Form I hat, dann haben wir
uns gerade davon tiberzeugt, dass lim: Fun(I,C) — C ein Funktor ist und es
gilt

Fun(I, C)(Ax, F) = C(X,lim F).

Definition 1.3.2: Ein Funktor F': C — D heifit linksadjungiert zu U: D — C,

wenn es eine natiirliche Bijektion D(FC, D) ~ C(C, U D) gibt. Die Natiirlichkeit
bedeutet hier, dass fir alle f: C" — C und g: D — D’ das Diagramm

D(FC, D) —=— C(C,UD)
go(—)oFfJ j%o(—)of
D(FC', D) — C(C',UD')

kommutiert. U heif3t rechtsadjungiert zu F und man schreibt F' - U.

Bemerkung 1.3.3: (i) Adjungierte sind eindeutig bis auf eindeutige Isomor-
phie, denn fiir zwei rechtsadjungierte FF 4 U, F 4 U’ ist

C(—,UD) ~ D(F(~), D) ~ C(—,U'D).

15
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(ii) Adjunktionen komponieren, d.h. fir

C =D 2>E
U 1%

ist E(GFC,FE) ~D(FC,VE) = C(C,UVE), also GF 41UV
(iii) Ist £ 4 U, so induziert der Isomorphismus C(F'—,—) ~ D(—,U—) eine
Bijektion zwischen kommutativen Quadraten

$(a)
—

FC —“2*- D C UD
R
rc’ —5 D’ C’ W Uup’

Insbesondere gibt es eine Bijektion Nat(F o G, H) = Nat(G,U o H) fir alle
Funktoren G: I - Cund H: I — D.

(iv) Linksadjungierte erhalten alle Kolimiten, Rechtsadjungierte erhalten
alle Limiten. Ist namlich F': C — D linksadjungiert zu U: D — C, und ist
G: 1 — C ein Funktor, dann ist

D(F(colim G), —) ~ C(colim G,U(—)) ~ Nat(G, Ay(~y) = Nat(F o G,A_),
d.h. F(colim G) = colim(F'G).

Beispiel 1.3.4: (i) Der Funktor V ®; (—): k-Vr — k-Vr ist linksadjungiert
zum Funktor Homy(V, —), denn

E-Vr(V @, X,Y) ~ k-Vr(X, Homy(V,Y)).

Daraus folgt sofort, dass V @y (A® B) ~ (V @, A) & (V ® B), oder fur die
Sequenz

A-L.B B/im f
zu der die Sequenz gehort
VerA 5 VeyB —— Ve, (B/imf)=V &, B/im(V e f)
gibt es V @ (B/im f) =V ®; B/im(V ® f) gratis.
(ii) Zu der Sequenz ker(f) —— A —f— B gehort die Sequenz

ker(f,) = Homg(V, ker(f)) —— Homy(V, A) LN Homy(V, B)

und wieder gibt es ker(f.) = Homy(V, ker(f)) gratis, wobei
f«: Homy(V; A) — Homy(V, B), a— foa.

16



3. Adjunktionen

(iii) In Set funktioniert exakt dasselbe Beispiel mit (X x —) 4 Abb(X, —).
(iv) Sei S der Funktor
St k-Vr — k-Alg, V— S(V) = & T"(V)/(passendes Ideal).

nelN

Dann ist S 4 U mit U(V) = V. In k-Alg ist A ®; B das Koprodukt von A und
B. Das heifit S(V @ W) ~ S(V) @ S(W).

(v) Der Limes-Funktor lim: Fun(I,C) — C ist Rechtsadjungierter (falls
C alle Limiten von Form I hat), d.h. lim bildet Limiten auf Limiten ab. Ist
G:J x I — C ein Funktor, dann ist lim;lim; G(4, j) ~ lim; lim; G(1, ), falls
diese Limiten existieren.

17
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Gruppen

1. Gruppen und Grundlagen

Definition I1.1.1: Sei G eine Gruppe und N C G eine Untergruppe. N heifit
Normalteiler, falls fiir alle x € G gilt Nz~ = N. Wir schreiben in diesem Fall
N«G@G.

N ist ein Normalteiler genau dann, wenn fiir alle x € G gilt xNz=! C N,
denn fiir beliebiges x € G ist N = zo ' Nxa™! C Nz~

Beispiel I1.1.2: (i) Es sei f: G — H ein Homomorphismus von Gruppen.
Dann ist ker f ein Normalteiler, denn fiir x € ker f und y € G ist

flyzy™) = f)f(@)f(y)~" = en,

also yxy~! € ker f und damit yker fy~! C ker f.
(ii) In abelschen Gruppen sind alle Untergruppen Normalteiler.
(iii) Die trivialen Untergruppen {es}, G von G sind Normalteiler.

(iv) Die spezielle lineare Gruppe Sl,, (k) ist ein Normalteiler in Gl,,(k), denn
fir A € Sl,,(k) und X € Gl, (k) ist wegen der Multiplikativitat der Determinante

det(XAX ™) = det(X) det(A) det(X)™ ' = 1.

Dies ist ein Spezialfall von (i), da Sl, (k) = ker det.
(v) In S, (n > 2)ist U = {(12),id} eine Untergruppe, die wegen

(23)(12)(23) = (13)

in S, fiilr n > 3 keine normale Untergruppe ist.

19
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Bemerkung I1.1.3: (i) Ist IV ein Normalteiler in der Gruppe G, dann wird
G/N zu einer Gruppe mit der Verkniipfung

(xN) - (yN) = xyN.
Zur Wohldefiniertheit: Seien 272 € N und y~'§ € N. Dann gilt
(wy)~H(29) =y 2" 2g =y o iy P E N,

da z7'2 € N und somit auch y~'(z7'2)y € N und auflerdem y~'§ € N,
y~lx~'2yy~'§ € N. Das neutrale Element in G/N ist N.

(ii) Die Abbildung
7: G — G/N, g+— gN
ist ein surjektiver Gruppenhomorphismus mit kerm = N.

Satz I1.1.4: Seien G eine Gruppe, f: G — H ein Homomorphismus von Grup-
pen und N <G mit ker(f) 2 N. Dann gibt es genau f': G/N — H, sodass das
Diagramm

G —— G/N

N

H
kommutiert. Ist ker f = N, so ist f injektiv.

Beweis: Setze f'(¢N) = f(g). Das ist wohldefiniert, denn fiir g,§ € G mit
g7lgeNist 1= f(g7'9) = f(9)~'f(9), d. h. f(g) = f(9)-

AuBerdem ist f’ ein Gruppenhomomorphismus, denn

f'(gN - hN) = f'(ghN) = f(gh) = f(9)f(h) = ['(gN)['(hN).
Da ker f' = w(ker f) ist im Fall N = ker f schon f’ injektiv. O
Satz I1.1.5: Seien G eine Gruppe, N <G und U C G eine Untergruppe.
(i) Die Menge NU = {nu|n € N,u € U} C G ist eine Untergruppe,
(ii) Es gelten N<NU, NNU<U und NU/N ~U/NNU.

Beweis: (i) Offensichtlich ist NU # @. Sind jetzt nu,nd € NU, dann ist
(nu) ' =un"t =unluut € NU und (nu)(Ad) = nuiii = nuiutui €

NU.
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2. Gruppenoperationen und die Sdtze von Sylow

(ii) Die Aussagen N < NU und N NU < U sind klar. Zur letzten Aussage:
Die Abbildung
¢: U — NU, U+—>ru

ist ein Gruppenhomomorphismus und die Abbildung
Y: U — NU/N, u— ulN
ist surjektiv, da nuN = uu='nuN = uN. Jetzt ist das Diagramm

U—2% L NU

l\ﬁf\) l?@
U/NNnU T NU/N

™1

kommutativ mit ker(r o ¢) = NNU, d.h. U/NNU ~ NU/N wie gewiinscht.
U

Definition I1.1.6: Seien GG eine endliche Gruppe und U C G eine Untergruppe.
Dann heifit [G : U] := #(G/U) = #(G)/#(U) der Index von U in G.

2. Gruppenoperationen und die Satze von Sylow

Definition I1.2.1: Es seien GG eine Gruppe und X eine Menge.
(i) Wir schreiben dafiir, dass G auf der Menge X operiert, G ~ X.
(ii) Die Bahn eines x € X ist Gx = {gx | g € G} C X.
(iii) Der Stabilisator eines z € X ist G, = {g € G | gr =z} C G.

Bemerkung 11.2.2: (i) Die Abbildung
G/G, — Guz, gG, — gx

ist eine Bijektion.

(ii) Insbesondere fiir endliche Mengen X erhalten wir die Bahnenformel
#(X) =D #(Gz;) =3 [G: Ga,
i=1

=1

wobei z1, ..., x, ein Repriasentantensystem der Bahnen ist.
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Satz I1.2.3 (Sylow-Sitze): Seien G eine endliche Gruppe, p € N eine Primzahl
und #(G) = p*m mit p { m.

(i) Fiir jedes 0 < d < e gibt es eine Untergruppe U von G mit #(U) = p®.
Die Untergruppen mit p¢-vielen Elementen heiffen p-Sylowgruppen von

G.
(ii) Ist S C G eine p-Sylowgruppe und ist U C G eine Untergruppe mit
#(U) = p?, dann gibt es ein x € G mit xUx~! C S. Insbesondere sind je

zwei p-Sylowgruppen S, T zueinander konjugiert, d. h. es gibt ein x € G,
sodass v Sx =T.

(iii) Die Anzahl s, der p-Sylowgruppen in G erfillt s, =1 (mod p) und s, | m.

Beweis: (i) Setze X := {M C G | #(M) = p?}. Ohne Einschrinkung sei
d > 1. Wir behaupten, dass p°~?*! { #(X). Das hitte (i) zur Folge, da G auf
X durch Linksmultiplikation operiert und deshalb

T

i=1
gilt, wenn M, ..., M, ein Reprasentantensystem der Bahnen ist, d. h. es gibt
M € X mit p 4t [G : Guy] = #(G)/#(Grr) = p*m/#(G ), also muss
gelten p? | #(G1y). Andererseits ist die Abbildung Gy — M, g — gz injektiv
fiir ein festes z € M, d.h. #(Gyr) = p? und Gy, ist eine Untergruppe.

Zum Beweis unserer Behauptung: Es gilt

w0 = (1)

p
- (p*m)!
() (prm — pd)!
(pem = 0)(pm —1)--- (pm — p* + 1)
(P! =0)(p?=1)-- (p? —p? +1)

J pd_lpem—z
d i p°m — plim;
= 'm || —F/——— (ptmi, fi < d)

=1 pt—plim;
pd_l e—fi
—d P~ lim — m;
=p"'m || g
i:l_ll pti—m;

das heiit die groBte p-Potenz in #(X) ist p°~<.
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2. Gruppenoperationen und die Sdtze von Sylow

(i) Ohne Einschrankung sei d > 1. Wir setzen & := {gSg™' | g € G} und
stellen fest, dass G per Konjugation auf & operiert — sogar transitiv wegen der
Definition von &. Damit ist #(S) = [G : G|, wobei Gg der Stabilisator von
S € G ist. Per Definition von Gg ist S < Gg, weshalb p° | Gg. Insbesondere
muss also wegen #(6) = #(G)/#(Gs) schon #(&) ein Teiler von m sein. Auch
U operiert durch Konjugation auf & und wir erhalten

r

#(6) =) _[U: Ug]

=1

wobei T; ein Reprasentantensystem der Bahnen durchlauft. Da die linke Seite
nicht von p geteilt wird, kann auch die rechte Seite nicht von p geteilt werden; da
alle Summanden p-Potenzen sind, muss es also T € & geben mit [U : Ur| = 1,
d.h. U = Uy, insbesondere U C Gp. Jetzt haben wir dass T'< G und dass
U C Gr eine Untergruppe ist, also ist UT" C Gr eine Untergruppe und
UT/T ~U/UNT. Mit dem Satz von Lagrange erhalten wir daraus

#(U)#(T)
UT) = ——~—-.
Schreiben wir #(UT) = p°n mit p { n, dann liefert das p°n = p@p®/z, also
n = 1. Dann muss aber schon UT =T gelten, also U C T, d.h. es gibt g € G
mit U C gSg~ 1.

(iii) Wegen (ii) wissen wir, dass & genau die Menge der p-Sylowgruppen ist.
Aus (ii) wissen wir, dass #(&) ein Teiler von m ist. Im Beweis von Teil (ii) ist
auBerdem enthalten, dass #(S) =1 (mod p), da

T

i=1
mit [S: Sg] =1und p | [S: S7] fur T # S, denn wenn [S : Sr] = 1, dann
erhalten wir mit dem Argument aus (ii) fiir diesen Fall, dass S C T, also S = T.
U

Beispiel I1.2.4: (i) Sei G eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung 6 = 2 - 3.
Wegen [Satz 11.2.3] gibt es  und y in G mit ord(z) = 2, ord(y) = 3. Aber

dann kennen wir schon ganz G, denn dann ist G = {1, z,y,y? 2y, zy*}. In
G muss yx enthalten sein; es ist yr # xy, da sonst G abelsch wére. Durch
Fallunterscheidung erkennt man yx = xy?. Damit ist G ~ S.
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(ii) Sei G eine Gruppe mit #(G) = 15. Dann ist s5 = 1. Genauso ist s3 = 1.
Da p-Sylowgruppen konjugiert zueinander sind, sind sowohl die 3-Sylowgruppe
als auch die 5-Sylowgruppe normal in GG. Insbesondere erhalten wir

S5 < G G/Sg, ~ 03 83 < G G/Sg ~ 05,

d. h. es gibt einen Homomorphismus ¢: G — C5 x C3 mit ker ¢ = S5N.S3 = {1},
also ist ¢ ein Isomorphismus.

(iii) Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Dann gibt es zu jedem Primfaktor
von #(G) =TII;_, p!" genau eine p-Sylowgruppe S, C G. Wir haben also einen
Homomorphismus

r
HSPZ—>G, (xl,...,$r)l—)xl-..xT
i=1

und genauer ist das sogar ein Isomorphismus von Gruppen mit den Argumenten
aus (ii).

Definition I1.2.5 (Konjugationsklasse, Zentralisator, Zentrum):

(i) Sei G eine Gruppe, die auf sich selbst durch Konjugation operiere.
Die Bahn eines Elements x € G heif3t Konjugationsklasse, geschrieben
GxG™' = {gxg~' | g € G}. Insbesondere bilden die Konjugationsklassen
eine Partition von G.

(ii) Der Stabilisator von = € G, geschrieben C(z) = {g € G | grg™! = x},
heifit Zentralisator von x in G.

(iii) Ist G eine endliche Gruppe, dann liefert die Bahnformel
#(G) =[G : C(gi)]
wobei x; ein Vertretersystem der Konjugationsklassen durchlauft.

(iv) Die Menge Z(G) = {g € G | gx = xg¥Vx € G} heiBt Zentrum von G.
Das Zentrum ist abelsch und per Definition ein Normalteiler in G.

(v) Offenbar ist z € Z(G) genau dann, wenn C'(z) = G. Teil (iii) gibt uns

#(G) = #(Z(G)) + _[G : C(y)]

Ty

wobei x; ein Vertretersystem der nicht-trivialen Konjugationsklassen
durchlauft.

24



3. Einfache- und auflésbare Gruppen

Beispiel I1.2.6: (i) Seien e eine natiirliche Zahl, p eine Primzahl und G
eine endliche Gruppe mit #(G) = p°. Dann sagt [Definition I1.2.5] (v), dass
p | #(Z(Q)), insbesondere Z(G) # {1}.

(ii) Ist p eine Primzahl und G eine endliche Gruppe mit #(G) = p?, dann
ist G abelsch. Das sieht man so: Z(G) = {1} ist ausgeschlossen nach (i). Ist
#(Z(Q)) = p?, dann ist G schon abelsch. Im Fall #(Z(G)) = p ist Z(G) ein
Normalteiler in G' mit Index p, d. h.

Z2(G) —— G — G/Z(G) ~ C,.

Seien jetzt g € C, ein Erzeuger und £ € G mit 7(§) = g. Fiir alle x € G ist
also 7(z) = ¢* mit a € Z, d.h. £~ € ker(m) = Z(G). Fiir jedes x € G gibt es
also a € Z und z € Z(G), sodass x = {*z. Dann ist aber

zy = (£°2)(€"%) = €€z = ya.

3. Einfache- und auflosbare Gruppen

Um endliche Gruppen zu klassifizieren, reicht es Gruppen ohne Normalteiler
zu klassifizieren und fiir gegebenes N und H diejenigen Gruppen G zu finden,
sodass N <G mit G/N ~ H gilt.

Definition I1.3.1: Eine Gruppe G heifit einfach, falls G und {15} die einzigen
Normalteiler von G sind.

Beispiel I1.3.2: (i) Die Abbildung sgn: S,, — {£1} ist ein surjektiver Grup-
penhomomorphismus mit ker sgn =: A,,, die sogenannte alternierende Gruppe.
Da #(A,,) = n!/2 (Homomorphiesatz, Satz von Lagrange), ist A, ein echter
Normalteiler; S,, ist also nicht einfach.

(ii) Ist G eine einfache abelsche Gruppe und = € G — {l1g}. Dann ist
{1¢} # (z) <« G; d. h. einfache abelsche Gruppen sind zyklisch.

Hat z unendliche Ordnung, dann ist (x?) C G ein nicht-trivialer Normalteiler;
damit kann G nur endlich sein.

Hat x die Ordnung ord(z) = rs mit r, s # 1, dann ist (") C G eine Gruppe
mit s-vielen Elementen, d.h. 2 € G — {15} muss Primzahlordnung haben.

Zusammengefasst: FEine abelsche Gruppe ist genau dann einfach, wenn sie
zyklisch und von Primzahlordnung ist.

Definition I1.3.3: (i) Eine echt absteigende Kette G = Gy D G1 D -+ D G,
von Untergruppen von G heiit Subnormalreihe von G, falls fiir alle
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0 <i < m gilt, dass G;41 < G;. Die Gruppen G;/G;,1 heilen Faktoren
der Subnormalreihe.

(ii) Eine Verfeinerung einer Subnormalreihe von G ist eine Subnormalreihe,
die durch Einfligen von endlich vielen weiteren Untergruppen entsteht.

(iii) Eine Subnormalreihe heiit Kompositionsreihe, wenn G,, = {1g} und sie
sich nicht weiter verfeinern lasst, d. h. wenn die Faktoren der Subnormal-
reihe einfache Gruppen sind.

Lasst sich die Subnormalreihe verfeinern, sagen wir G;11 € N € G; mit
N < G;. Dann ist 7(N) C G;/G;.1, wobei m: G; — (/G411 die kanonische
Projektion bezeichnet, eine nicht-triviale Untergruppe. Sie ist sogar normal,
denn fir z € G;/G;41 gibt es y € G; mit 7(y) = x und dann ist

ar(N)z™" = w(y)r(N)w(y) ' =a(yNy™") = n(N),

d.h. G;/G; 1 ist nicht einfach.

Sind umgekehrt die Faktoren einer Subnormalreihe nicht alle einfach, sagen
wir {1g} # N < G;/Gi11, dann ist 77 *(N) ein nicht-trivialer Normalteiler
zwischen G; und G,;.

Mit den Argumenten, die wir gerade benutzt haben, haben wir allgemeiner
gezeigt: Bilder von Normalteilern unter surjektiven Gruppenhomomorphismen
sind Normalteiler, Urbilder von Normalteilern unter Gruppenhomomorphismen
sind Normalteiler.

Beispiel I1.3.4: (i) Jede endliche Gruppe hat eine Kompositionsreihe.

(ii) Die Gruppe (Z, +) hat keine Kompositionsreihe, denn jede Subnormalrei-
he lasst sich verfeinern; fiir je zwei natiirliche Zahlen n und m gilt nZ 2 mnZ.

(iii) Die Subnormalreihe Cg = (x) 2 (2?) D {1} ist eine Kompositionsreihe
und C = (z) 2 (z®) D {1¢} ist eine andere Kompositionsreihe von Cj.

(iv) In S5 ist Az ein Normalteiler; Az = ((123)), denn #(S3) = 6, #(A3) =3
und
((123)) = {(123), (132),1d}.

Dann ist S5 O Az D {id} eine Kompositionsreihe.

(v) In Sy ist Ay ein Normalteiler. Die Teilmenge
V = {0 € A4 | 0 hat keinen Fixpunkt oder o =id} C A,

ist eine Untergruppe; aulerdem ist ¥V normal, denn hétte id # fof~! einen
Fixpunkt, also fof~(i) = i fir ein 1 < ¢ < 4, dann hitten wir bereits
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3. Einfache- und auflésbare Gruppen

of7Yi) = f71(i) und o hétte bereits einen Fixpunkt gehabt. Man iiberlegt
sich, dass V' die Menge

V = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}

sein muss. Damit haben wir eine Subnormalreihe Sy D A4 DV D {id} von 5.
Diese ist allerdings noch keine Kompositionsreihe.

Bemerkung I1.3.5: (i) Ist f: G — H ein Gruppenhomomorphismus und
H=Hy,D>--- D H,, eine Subnormalreihe von H, dann ist G = Gy D --- D G,,
mit G; := f~1(H;) eine Subnormalreihe von G (nach eventuellem Entfernen
von Wiederholungen). Der Kern von f|g,: G; — H; — H;/H;,1 ist G;;1, d.h.
Gi/Giz1 — H;/H; 1.

(ii) Ist f: G — H ein surjektiver Homomorphismus und G = Gy D -+- D G,
ist eine Subnormalreihe von G, dann ist H = Hy D --- D H,,, mit H; = f(G))
(nach eventuellem Entfernen von Duplikaten) eine Subnormalreihe von H.

Wir haben G = H/ker(f), d.h. wir kénnen auch die Subnormalreihe in
G/ ker(f) ausrechnen. Es ist

f(7(Gy) = f(Gy) = Hy = n(G;) = G /G Nker(f) = Gy ker(f)/ ker(f),
also kénnen wir ausrechnen

Hi/Hi1 = [Giker(f)/ ker(f)]/[(Giy1ker(f)/ ker(f)] = Giker(f)/Giy1ker(f),

und wir sind in der Situation

G G ker(f)

| e, |

Gi/Giy1 g Giker(f)/Gisi ker(f)

wobei G;11 C ker(¢) und der Homomorphiesatz gibt die eindeutige surjektive
Abblldung Gi/Gi+1 - Gz ker(f)/GiH ker(f)

Definition I1.3.6: Zwei Subnormalrethen G =Gy > --- D G,,G=G{; D -+ D
G’, heiBen dquivalent, falls r = s und es o € S, gibt, sodass fiir alle 1 <i <r
gllt Gi—l/Gi = G/ )—1/G;(z)

o(i

Satz I1.3.7 (Jordan-Ho6lder-Schreier): Sind G = Gy O -+ D G, = {1} und
G =HyD - - D Hs; = {1} zwei Subnormalreihen von G, dann gibt es dquiva-
lente Verfeinerungen der beiden Subnormalreihen. Insbesondere sind Komposi-
tionsreihen eindeutig bis auf Aquivalenz.
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Beweis: Fiir jedes i ist G; = G;NHy D -+ D G;NHg = {1} eine Subnormalreihe
in GG;. Wir wollen zeigen, dass dann auch

Gi = (GiNHy)Gip1 DD (GiN Hy)Giy1 = Gig

eine Subnormalreihe zwischen G, und G; nach Entfernung von Wiederho-
lungen ist; genauso fur H; = (H; N Go)Hj11 D -+ D (H;NG,)Hjp1 = Hjpq.
[Lemma. [1.3.8 wird das fur beide sicherstellen. Damit haben wir also zwei

Verfeinerungen und die Behauptung folgt, wenn

(Gi N H;)Git1/(Gi N Hjr)Gir = (H; N Gi)Hypr /(Hy N Giga) Hjr.
[Lemma IL3.8 mit Q = G; N Hj, N = Gi1, L = G; N Hjyy liefert uns
(Gi N H;)Gi1 /(Gi N Hjr)Gipr = Gi N Hj /(G N Hj)(Gisa N Hy);
fir @ = H;NG;, N = Hj;y und L = H; N Gy liefert uns [Lemma T1.3.8] dass
(H; NGi)Hj /(H; N Gigr)Hj =~ Hy NG/ (H; 0 Giga)(Hjpr N Gy),

also die Behauptung. Die Isomorphien implizieren im besonderen, dass die
Wiederholungen an den selben Stellen auftreten miissen. O

Lemma 11.3.8: Seien @), N und L Untergruppen der Gruppe G, sodass
(i) L<@,
(ii) Fir alle ¢ € Q ist qNg~' = N.
Dann sind LN <@QN, L(QNN)<Q und QN/LN ~ Q/L(Q N N).
Beweis: Wegen (i) und (ii) haben wir (LN)(LN) = L(NL)N = LN und
(LN)™' = LN (wegen N"'L7! = NL = LN), fiir QN genauso. Damit sind

QN und LN Gruppen. Weiterhin ist LN normal in QN, denn wegen (i) und
(ii) ist gnLN = qLn'N = qLN = qLNn = LNgn. Jetzt ist

¢: Q —» QN/LN, g+ qLN

surjektiv, da ¢LN = gnLN und es ist ker(¢) = L(Q N N). Die Inklusion ,2O¢
ist klar, fiir ,C*“ sei ¢ € @ mit ¢ = ¢n € LN. Dann ist schon n € Q N N, also
q € L(Q N N). Den Rest erledigt der Homomorphiesatz fiir uns. O

Definition I1.3.9: Eine Gruppe G heifit auflosbar, falls es eine Subnormalreihe
G =Gy D -+ DGy = {1} mit abelschen Faktoren gibt.
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3. Einfache- und auflésbare Gruppen

Beispiel I1.3.10: (i) Jede abelsche Gruppe ist auflosbar.
(ii) Nach [Beispiel 11.3.4]sind S3 und Sy auflosbar.

(iii) Die symmetrische Gruppe S, ist nicht auflosbar fiir n > 5. Das kann man
zum Beispiel so zeigen: Eine Untergruppe G; C S,, enthalte alle Dreizykel und
G411 sei ein Normalteiler in G, sodass G;/G,41 abelsch ist. Fiir alle o, 7 € G; ist
dann oo 77t € Gy = ker(m: G; — G;/Giy1). Ist jetzt (abc) ein Dreizykel,
dann finden wir d,e € {1,...,n} sodass #({a,b,c,d,e}) =5 und es ist

(adc)(cbe)(ade) ™ (cbe) ™ = (adc)(cbe)(acd)(ceb) = (abe),

also enthélt auch G, alle Dreizykel.

Bemerkung I1.3.11: Sei {1} - N & G % H — {1} eine kurze exakte Sequenz
von Gruppen, d. h. der Homomorphismus j: N — G ist injektiv, der Homomor-
phismus p: G — H surjektiv und ker(p) = im(j) = N (also: N = j(N) ist eine
normale Untergruppe von G und H = G/j(N)). Dann ist G auflésbar genau
dann, wenn N und H auflosbar sind.

Beweis: ,=“: Sei G auflosbar und G = Gy D --- D G, = {1}, sodass G;/G;11
abelsch ist. Dann ist N = Ny D --- D N, = {1} mit N; = j7(G;) eine
Subnormalreihe mit abelschen Faktoren, siehe |[Bemerkung [1.3.5]

Auflerdem ist H = Hy D --- D H,, = {1}, wobei H; = p(G;), eine Subnor-
malreihe mit abelschen Faktoren.

,<=“Seilen N =Ny D--- DN, ={l}und H =Hy D --- D Hy = {1}
Subnormalreihen mit abelschen Faktoren. Dann ist

G=GyD---DGs=ND---D N, ={1},
wobei G; = p~!(H;), eine Subnormalreihe mit abelschen Faktoren. U

Beispiel I11.3.12: (i) Sei GG eine Gruppe der Ordnung p”, wobei p eine Prim-
zahl sei. Dann haben wir eine kurze exakte Sequenz

{1} — Z(G) G G/Z(G) —— {1}.

Da das Zentrum abelsch ist, ist es auflosbar. Fiir n = 1 ist G zyklisch und
somit auflosbar. Ist n > 1, dann ist #(G/Z(G)) = p™ mit einem Exponenten
m < n und auflésbar nach Induktionsvoraussetzung, aber damit ist auch G
auflosbar nach [Bemerkung I1.3.11]
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(i) Sei G eine Gruppe mit #(G) = p?q, wobei p und ¢ verschiedene ungerade
Primzahlen seien. Nach den Sylow-Sétzen sind die Anzahlen s, =1 (mod q)
mit s, € {1,p,p?}, und s, =1 (mod p) mit s, € {1,q}.

Ist s, = 1, dann ist die einzige ¢-Sylowgruppe S, ein Normalteiler in G. Wir
haben also eine kurze exakte Sequenz

{1} Sy G G/S, — {1}

und G ist auflosbar.

Ist s, € {p,p*}, dann muss ¢ | (p —1)(p+1), d.h. ¢ < p+1 und damit ¢ < p
nach Voraussetzung. Dann muss aber s, = 1 gelten, wir haben wieder eine
kurze exakte Sequenz von Gruppen wie zuvor und G ist auflosbar.

4. Erweiterungen

Im ganzen Abschnitt bezeichne G eine Gruppe und A eine abelsche Gruppe.

Definition I1.4.1: Eine Erweiterung von G durch A ist eine kurze exakte Se-
quenz

{0} A E G {1}.

Ein Pfeil von Erweiterungen ist ein Diagramm

{0} A E G {1}
ot b1

Jeder solche Pfeil ist ein Isomorphismus. Zwei solche Erweiterungen heiflen
aquivalent.

Bemerkung 11.4.2: (i) Ist {0} - A — E & G — {1} eine Erweiterung,
dann ist 7 surjektiv; d. h. es existiert ein mengentheoretischer Schnitt s: G — E
(mit 7o s =idg).

(i) Fiir a € A ist s(g)as(g)~' unabhingig von der Wahl des Schnittes s, es
gilt ndmlich fiir zwei Schnitte s und ¢, dass

s(g)as(g)~" = t(g)t(g) 's(g)as(g)~" = t(g)at(g)™

da t(g)~'s(g) € A = ker(w). Insbesondere definiert g @ a := s(g)as(g)™! eine
Operation von G auf A via G — Aut(A), d.h. ge (ab) = (gea)(g e b). Diese
Operation von G auf A ist dieselbe fiir zwei dquivalente Erweiterungen.
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4. Erweiterungen

(iii) Unser Problem der Klassifikation aller Erweiterungen zerféllt also in
zwei kleinere Probleme:
(1) Finde alle Operationen G — Aut(A),
(2) Finde zu einer gegebenen Operation alle Erweiterungen, die geméf
merkung I1.4.2| (ii) diese Operation induzieren.

(iv) Ohne Einschrankung sei s(1) = 1. Dann ist die Abbildung

¢s: AXG— E, (a,g) — a- s(g)
eine Bijektion mit ¢;1(e) = (e- (sow)(e)~t, m(e)). Also definiert
(a,9) % (d',¢") = &7 (ds(a, 9)os(a’, ¢'))
= ¢, (as(g)d's(g")) = (as(g)a's(q")s(99) ", 99)

eine Gruppenstruktur auf Ax G. Das neutrale Element ist (14, 1¢). Insbesondere
ist

{1} A (A x @G, %) G {1}
(1} ﬂx % _ l {1}

eine Aquivalenz von Erweiterungen.

(v) Schreiben wir A additiv und setzen [g, ¢'] = s(g)s(¢')s(gg')"' € A, dann
erklart das eine (wichtige) Funktion |-, ]: G x G — A, die ,misst®, wie weit s
davon entfernt ist, ein Gruppenhomomorphismus zu sein. Mit dieser Notation
kénnen wir schreiben

(a,9)* (d',g") = (as(g)a’s(g")s(g99) ", 99")
= (as(g)a's(g) 's(g)s(g")s(g99) ", 99")
=(a-(ged)-[9,9],99") = (a+ged +][g,4], 99

Insbesondere sind zwei Erweiterungen von G durch A mit derselben (induzierten)
Operation und derselben [-, -]-Funktion bereits dquivalent.

(vi) Sind s,t: G — E zwei normalisierte Schnitte (d.h. s(1) = (1) = 1),
dann gibt es eine Funktion av: G — A mit a(l) = 1y = 04, sodass fiir alle
g € G gilt: s(g) = a(g)t(g) (setze a := s(g) - t(g)~'). Dann ist

9, 9'ls = alg)t(g)alg)t(g)t ( ) algg)
= a(g)t(g)alg)t(g) "tg)t(g)t9g") " algg)
a(9)

gealg)lg glalgg) ",
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d. h., da alle Faktoren in A liegen, dass [g, ¢']s = [9, ¢l +gea(g’) —a(gq’ ) +a(g)
fir eine Funktion a: G — A mit a(1) = 0.

Lemma I1.4.3: Fir die in|Bemerkung 11.4.4 konstruierte Abbildung |-, -|g.s gilt:
(i) [1,9] =[g,1] =0 fiir alle g € G.
(i) g1 0[92, 93] — (9192, 93] + [91, 9295] — [g1, 92] = O fiir alle g1, 92,95 € G.

Beweis: (i) Offenbar ist [1,g] = s(1)-s(g)-s(g)™' = 1z = 04 und die andere
Identitat lasst sich genauso zeigen.

(ii) Man rechnet

g1 ® [g2, 93] + [91, 9293]
= (5(91)5(92)5(95)5(9293) "s(g1) ") - (5(91)5(9295) (91 9295) ")

= 5(91)5(92)8(93)5(919293)_1

sowie
-1 -1
~[9192, 9] — [91, 2] = (5(9192)5(93)5(919295) ") - (s(91)5(92)5(g192) ")
= 5(919293)s (93) s(g2)s(g1) ™"
und erhélt so das gewtinschte Ergebnis. 0

Definition I1.4.4: Ist o: G — Aut(G) gegeben, so heifit eine Funktion [-,-]: G %
G — A, die (i) und (ii) aus erfilllt, ein (normalisierter) 2-Kozykel.
Die Gruppe der 2-Kozykel (mit punktweiser Addition als Verkniipfung)
bezeichnen wir mit Z%(G, A). Die Untergruppe von Z?(G, A) von Kozykeln
(9,9)—geald) —algd) + alg) fir a: G — A mit (1) = 0 ist die Gruppe
B?*(G, A) der 2-Korénder.
Die Quotientengruppe

H*(G,A) = Z*(G,A)/B*(G, A)

heilt die zweite Kohomologiegruppe von G mit Koeffizienten in A, wobei eine
Operation e: G — Aut(A) fixiert ist.

Satz I1.4.5: Sei G — Aut(A) eine Operation. Dann steht H*(G, A) in Bijektion
zu den Aquivalenzklassen von Erweiterungen {0} — A — F — G — {1} mit
der Figenschaft, dass die induzierte Operation von G auf A mit der gegebenen
Operation tbereinstimmt. Dabei entspricht {0} - A — E — G — {1} dem

Kozykel g, g'] = s(g9)s(q')s(gq’) ™! aus|Bemerkung I1.4.9 (v).
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4. Erweiterungen

Beweis: Wir definieren

Ext(A, G) := {Erweiterungen}/~ — H?*(G, A), Evr— [, e

wobei [+, -]z aus [Bemerkung 11.4.2f (iv) stammt. Diese Abbildung ist sowohl
wohldefiniert, als auch injektiv gemafl [Bemerkung I1.4.2l Zur Injektivitat: Sind
E, E' Erweiterungen mit [-,"]g s = [+, |z in H?, dann gibt es a: G — A mit
a(1) = 0, sodass

9.9'p.s =19.9 e +g0ald) —algy) +alg) =9.91p.s
Damit ist £ ~ FE’, was wir sehen wollen. Die Surjektivitdt zeigen wir in

Lemma [1.4.7] U

Bemerkung I1.4.6: Es sind dquivalent:

(i) Die Klasse einer Erweiterung £ in H*(G, A) ist 0.

(ii) Die Erweiterung spaltet, d.h. es gibt einen Gruppenhomomorphismus
0:G — E, sodass mo o = id, wobei A — E 5 G die zugehorige
Projektion ist. Das kommt von der Definition von [-, ]z .

Lemma I1.4.7: Seien G — Aut(A) eine Operation auf A und [-, ] € Z*(G, A).
(i) Auf der Menge A x G definiert

(a,9)x(d,g) = (a+ged +1[9,9,99)

eine Gruppenstruktur.

(ii) Die kanonische Abbildung (A x G,x) — G st ein surjektiver Gruppen-
homomorphismus, dessen Kern isomorph ist zu A, und die induzierte
Operation auf A stimmt mit der gegebenen Operation auf A tberein.

Insbesondere ist ({0} — A — (A x G, %) - G — {1}) € Ext(A,G).

(iii) Der 2-Kozykel [-,-|axa,s fir den Schnitt g — (0,g) ist der gegebene 2-
Kozykel.

Beweis: (i) Fiir die Assoziativitat von ,x* rechnen wir

((a,9) % (a',g)) * (a",g") = (a+ged +1g,91,99) * (a",g")
=(a+ged+1g,4]
+ (99') @ a" + (99", 9"],99'9")
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und

(a,9) % ((@',¢) x (a",9")) = (a.g) x (@' + g ®a" +[¢,g"]. 4'd")
=(at+ged +ge(ged)
+geld 9"l +19,9'9"],99'9")-
Nun ist aber g e (¢’ @ a”) = (g¢’) ® @’ und auBlerdem

i

geld,qd"+19.99" =199.9"1 + 9.9

wegen der Relationen aus [Lemma IT.4.3] Ein Vergleich der Komponenten zeigt
nun die Assoziativitdt von ,x“
Auflerdem ist (0, 1) das neutrale Element fir ,+“, denn

(0,1)x (a,9) = (0+Lea+[Lg],9) = (a,9)
und  (a,9)*(0,1) = (a+ge0+g,1],9) = (a,9).

Es bleibt lediglich zu zeigen, dass jedes (a, g) ein Inverses besitzt. Man rechnet
mit

(a,9)*(b,g~") =(0,1) < (a+geb+[g,g'],1)=(0,1)
<> a+geb+lg,g =0
= b=-g'ea — g lelgg!]

und
(b,g™ ") *(a,9) =(0,1) <= (b+g 'ea+[g " g],1)=(0,1)
— b=—g'ea — [g7',¢g]

einfach ein Rechts- bzw. Linksinverses von (a,g) aus und schlieft mit der
Relation

gelg, g 1 —lg'g. 97 1 +1g 997 1 =g 9] =0

aus Lemma 1 bzw. mit g~ e [g, g7 = [¢g7?, g], dass diese tatsichlich dasselbe
Element sind.

(ii) Es ist klar, dass 7: A x G — G ein Gruppenhomomorphismus ist und
der Kern von 7 ist offenbar {(a,1) | a € A} C A x G. Betrachtet man die
Einschrénkung von ,x“ auf diese Untergruppe, so sieht man, dass

(a,1)x(a",1)=(a+1ead +[1,1],1) = (a+d',1)

und es folgt, dass kerm = A.
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4. Erweiterungen

(iii) Wir betrachten den Schnitt s: G — A x G mit s(g) = (0, g). Die von
der Erweiterung

{0} A E—"— G {0}
induzierte Operation ,,®“ von GG auf A ist durch

(9 ®a, 1) = (079) * (a, 1) * (O’g)_l

gegeben. Mit der Beschreibung (0,9)™! = (=g~ ' e [g,97!],¢7!) der Inversen

aus Teil (i) rechnen wir nun

(0,9)  (a,1) % (0,9) ' = (goa,9) % (—g " olg,97 ', g7 ")
= (gea—ge(g'elgg7'D) +1g,97,1)
= (g ®a, 1)
und es folgt g ©a =g ea.

(iv) Um den Kozykel [, |axas: Gx G — A, der zu dem Schnitt s(g) = (0, g)
gehort, auszurechnen, beobachten wir, dass

([91, 92l axc,s» 1) = s(g1) * 5(g2) * 5(g192) "

und rechnen mit Hilfe der Beschreibung der Inversen aus Teil (i) wiederum

s(g1) * 5(g2) x s(g1g2) ™"
= (0,91) % (0,92) * (0, g192) ™"
= (91, 9], 9192) * (= (9192) " ® [9192, (9192) '], (9192) ")
= ([91, 92 — (9192) ® (9192) ™" @ [9192, (9102) '] + [91.2, (91.92) '], 1)
= (lg1, 92}, 1),

was den Beweis beschliefit. O

Beispiel I1.4.8: (i) Wir betrachten die Erweiterung

(0} —— 7/27 E 7./37, — {0}.

Operationen von Z/37Z auf Z /27 gibt es nur eine, da Aut(Z/27) = {id},
namlich g e a = a. Was ist H*(Z/37.,7./27.)?
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Zunéchst vereinbaren wir Z/37 = C3 = (o). Ist [,+] € Z*(G), dann ist
[1,0] =[1,0%] = [0,1] = [0?,1] = 0; ist a: C3 — Z/27Z, dann ist
gealg) — alg”) + alg) = 20(g) + a(g”) = alg”),

d.h. [9,d] = 19,9 +geald)— algg) + alg), insbesondere sind

lo,0] = [0.0] +al(o?),  [0%,0°] =[0% 0°] + a(0),
d.h. jedes Element in H? hat einen Vertreter [-, ] mit [o,0] = [02,0%] = 0,
wegen der Kozykel-Relation ist dann auch [o,0?] = 0 = [0?,0]. Damit ist

H2(Z/3Z.,7,/2Z) = {0} und E = Z,/6Z.
(ii) Wir betrachten die Erweiterung

{0} —— Z/27 E Cy = (o) —— {1}.

Es gibt nur die triviale Operation von Cy auf Z/27Z. Kozykel [-,]: C3 — Z/27Z
sind eindeutig durch [o, o] festgelegt. Fiir a: Cy — Z/27. ist

cgea(o) —a(c?) +alo) = al(o) — alc®) +als) =0,
d.h. H*(Cy,7/27) = 7./2Z.. Wir haben die beiden Erweiterungen
{0} — 2272 — 7./47Z — 7./27Z — {0},
(0Y — 727 — 7,)27. x 7.)27, —s 7.)27, — {0},

die erste ist die nicht-spaltende Erweiterung, die zweite ist die spaltende Erwei-
terung.

(iii) Wir betrachten die Erweiterung

{0} Z E Cy = (o) —— {1}.

Hier gibt es zwei Operationen Cy — Aut(Z), ndmlich cea = a und c ea = —a.
Operiert ¢ trivial, dann gilt fir a: Cy — Z, dass

ogea(o) —alo?) +alo) =2a(o).

Es ist H?(Cy, Z/27) = 7./2Z. vermoge des Isomorphismus, der zwischen gera-
dem und ungeradem [o, o] unterscheidet. Die spaltende Erweiterung ist, da die
Operation trivial ist,

{0} Z 727 x 7. —— 7.)2Z — {0},
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die nicht-spaltende Erweiterung ist

{0} 7 217 7./27. —— {0},

da es kein Element der Ordnung 2 in Z gibt, also auch keinen Gruppenhomo-
morphismus Z /27, — 7.
Operiert o per Multiplikation mit —1, dann gibt die Kozykelrelation

0=ocelo,0]—[0% ]+ |0,0% —[0,0] = —[0,0] - [0,0],

d.h. ist [0,0] = 0 und H?(Cy,7Z) = {0}. Die Erweiterung ist

{0} Z Dso Ca {1},

die Gruppe D, heif3t ,unendliche Diedergruppe®.

(iv) Gegeben sei eine Gruppe G der Ordnung m und [-,-] € Z?(G, A). Die
Funktion
a: G— A, g — Z[g,h]

heG
erfiillt offenbar (1) = 0. In H*(G, A) gilt
O=g1e 04(92) - 04(9192 + 91 Z gL e 927 91927 + Z g1, h

heaG hed

= > g1 ®g2,h] — (9192, h] + > g1, gahi]
heG heG

= g19[g2,h] = [g192, h] + [g1, g2P]
hed

=m- [91, 92]

Die Multiplikation mit m ist also die Nullabbildung auf H*(G, A). Ist nun A
eine Gruppe der Ordnung n sodass ggT(m,n) = 1, dann ist Multiplikation mit
m invertierbar auf A, also ist Multiplikation mit m invertierbar auf H?(G, A).
Es muss also schon H?(G, A) = {0} sein.
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Kapitel I1I.
Ringe

Ringe sind in dieser Vorlesung (soweit nicht explizit anders angegeben) kom-
mutativ und mit Eins.

1. Ideale
Definition ITI.1.1: Sei R ein Ring.

(i) Sei I C R eine nichtleere Teilmenge. Gilt fir alle x,y € I und a € R,
dass = + ay € R, dann heifit [ ein Ideal.

(ii) Ist I C R ein Ideal, dann ist R/I ein Ring mit den reprasentantenweisen
Verkniipfungen (a+1)+ (b+1) := a+b+1 und (a+1)(b+1) = ab+1 ein
Ring. Die kanonische Projektion 7: R — R/I ist ein Ringhomomorphis-
mus. Der Quotientenring R/I hat folgende universelle Eigenschaft: Ist
f: R — S ein Ringhomomorphismus mit I C ker f, dann gibt es genau
einen Ringhomomorphismus f: R/I — S, der das Diagramm

R —"— R/I

N

S

kommutativ macht.

Bemerkung III.1.2: (i) Jeder Kern eines Ringhomomorphismus ist ein Ideal
und umgekehrt ist jedes Ideal der Kern eines Ringhomomorphismus.

(ii) Fir a € R ist (a) := {Aa | A € R} ein Ideal in R; es heifit das von a
erzeugte Hauptideal.
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(iii) Fir eine Familie (a;)es ist
(a)ier) = {Z Nag, 1 €N {ir, . in} L { A A} C R}.
=0

(iv) Ist (I;);es eine Familie von Idealen in R, dann ist ;e I; ein Ideal in R.

(v) Ist (I;)jes eine Familie von Idealen, dann ist

S 0= { i n € N e n} € 10 A € RY
jeJ =0
ein Ideal. Dieses ist das kleinste Ideal von R, das die Familie (/;),c; enthilt.

(vi) Sind I4,..., I} Ideale, dann ist
I I — {Zaﬁi)'“aff) o e [j}
i=1

ein Ideal.

(vii) Es gilt Iy--- I, CNE, I,

Beispiel IT1.1.3: (i) In Z ist ein Ideal immer von der Form (a) fir a € Z.
Zum Beispiel sind (2) N (3) = (6), (2)(3) = (6), (2)N(4) = (4), (2)(4) = (8),
(2)+(3)=2.

(ii) Essei R = C([0,1]) :=={f:1]0,1] — R | f stetig}. Das von den konstan-
ten Funktionen erzeugte Ideal I ist der ganze Ring, weil f = f-1 € I. Fiir
z € [0,1]ist M, :={f € R| f(x) = 0} ein nicht-triviales Ideal in R.

(iii) Es sei R = Z[2X,2X? ...] C Z[X]. R ist ein Teilring von Z[X]. Der
Schnitt der beiden Hauptideale (2X), (2X?) ist das Ideal (4X?% 4X3 4X% .. .).

Definition III.1.4: Es seien R ein Ring und I C R ein Ideal.

(i) Gilt fur a,b € Rmit ab € I, dass a € I oder b € I, dann heifit I Primideal.

(ii) Ist I maximal beziiglich ,,C*, dann heifit I mazimales Ideal.

Bemerkung I11.1.5: Ein Ideal P C R ist ein Primideal genau dann, wenn R/P
nullteilerfrei ist. Ein Ideal m C R ist maximal genau dann, wenn R/m ein
Korper ist. Insbesondere ist jedes maximale Ideal ein Primideal.
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Beweis: Seien P C R ein Ideal, R/ P ein nullteilerfreier Ring und a,b € R. Gilt
(a+ P)(b+ P)=0,dann ist a+ P =0oder b+ P =0,d.h. a € P oder b € P.

Ist umgekehrt P prim und ist (a + P)(b+ P) =ab+ P =0+ P € R/P,
dann ist ab € P. Da P prim ist, ist also a € P oder b € P, d.h. a+ P = 0 oder
b+ P =0 und R/P ist nullteilerfrei.

Seien m C R maximal und 0 + m # a +m € R/m. Dann ist a ¢ m, d. h.
m C (a,m) = R. Es gibt also b € R und m € m, sodass 1 = ab+ m. Damit ist
l+m=(b+m)(a+m).

Seien umgekehrt m C R ein Ideal und R/m ein Korper. Weiter sei I C R ein
Ideal mit m C I. Wéhle z € I —m. Da R/m ein Koérper ist, gibt es y € R mit
xy +m = 1 4+ m. Das heifit aber, es gibt m € m, sodass 1 = yx +m € [ und
damit I = R. U

Beispiel IT1.1.6: (i) Ein Ideal (a) C Z ist prim, wenn a prim oder 0 ist und
maximal, wenn a prim ist.

(ii) In R[X]ist (X2 —1) ist nicht prim (und damit erst recht nicht maximal),
denn (X + 1)(X — 1) € (X% — 1), aber weder (X + 1) € (X? — 1), noch
(X —-1) e (X*-1).

Das Ideal (X — 2) ist prim und maximal, denn (X —2) = ker(f — f(2)) und
R[X]/(X —2) =Z R.

Das Ideal (X2 + 1) ist prim und maximal, denn (X? + 1) = ker(f — f(i))
und R[X]/(X?+1) = C.

Dass (X?+ 1) C ker(f — f(i)), ist klar. Ist f € R[X] mit f(i) = 0, dann ist
f=q(X?*+1)+r mit deg(r) < 1. Wir konnen schreiben r = aX + b. Einsetzen
von i in r gibt a = b= 0.

(iii) Das Ideal M, = {f € C(]0,1]) | f(z) = 0} in C([0, 1]) ist prim, denn
R ist nullteilerfrei. AuBlerdem ist M, maximal und C([0,1])/M, = R via
[ o).

(iv) Seien k ein Korper und R = k[X,Y]. In R ist (X) prim und nicht
maximal, denn k[X,Y]/(X) = k[Y].

Definition II1.1.7: Seien R ein Ring und I, J C R Ideale. Gilt [ + J = R, so
heiflen I und J relativ prim oder auch koprim.

Beispiel II1.1.8: Fiir die ganzen Zahlen 2 und 3 ist (2) + (3) = Z.

Bemerkung II1.1.9: (i) Sind [4,..., I, paarweise koprime Ideale im Ring R,
dann finden wir fiir jedes ¢ > 2 Elemente a; € I; und b; € I; mit 1 = a; +0b;. Fur
diese Elemente ist 1 =[] ,(a; +b;) = (...) +bsbg---b,,d.h. [ und Ir--- I,
sind relativ prim.
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n

(ii) Sind Iy, ..., I, relativ prim, dann ist Iy --- [, = N, L;.
Dazu reicht es, den Fall n = 2 zu betrachten. Seien a € I, und b € I, mit
l=a+b Firce I,NIyist dann ¢ = 1lc = ac + be € I 15.

Satz II1.1.10 (Chinesischer Restsatz): Seien Iy, ..., I, paarweise relativ prime
Ideale in R.

(i) Die Abbildung

go:RHHR/[i, r—(r+1nh,...,r+1,)

i=1
ist surjektiv.

(ii) Der Kern von ¢ ist N}y I; und somit ist R/ N, I; =TI~ R/1;.

Beweis: Wir zeigen nur Teil (i), Teil (ii) ist klar.

Offenbar reicht es zu zeigen, dass e; := (0;;)1<j<n € [1/=; R/I; ein Urbild hat
beziehungsweise sogar ohne Einschrankung, dass e; ein Urbild hat. Wir wissen,
dass I; und I5 - - - I, relativ prim sind, d.h. es gibt a € I und b € Iy - - - [,, mit
1 = a+b. Offenbar gilt ¢(b) = e;. O

Beispiel II1.1.11: (i) Ist n eine natiirliche Zahl mit Primfaktorzerlegung
n=1TIIi_, p;’, dann ist

Z/(n) = ﬁlZ/@?).

Diese Aussage findet zum Beispiel Anwendung bei der RsA-Verschliisselung;:
Seien N = pq eine natirliche Zahl, p und ¢ Primzahlen, ¢ die eulersche Phi-
Funktion und e eine natiirliche Zahl mit ggT(e, o(N)) = 1. Vorzugsweise ist e
eine relativ grofle Zahl, um kleine Nachrichten gut zu schiitzen.

Es ist o(N) = (p— 1)(q — 1), denn (Z/NZ)* = (Z./pZ)* x (Z./qZ)*.

Das RsA-Verfahren basiert auf der Annahme: Ist die Faktorisierung N = pq
nicht bekannt, dann kann man ¢(N) = (p—1)(¢ — 1) nur schwer berechnen. Ist
©(N) bekannt, dann kann man 1 =e-d (mod ¢(N)) berechnen. Der geheime
Schliissel bei diesem Transfer ist d.

Der 6ffentliche Schliissel ist das Tupel (N, e). Das Chiffrat von m € (Z/NZ)*
ist m¢ (mod N) und dechiffrieren geht mit (m¢)? = m* = m (mod N).

(ii) Das Gleichungssystem von Kongruenzen

r=a (mod 2), r=b (mod 3), r=c (modb)
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hat nach dem chinesischen Restsatz eine Losung x € Z, die eindeutig ist modulo
2-3-5=30. Wir haben die Darstellungen

1=8-2-3.5, 1=-3-34+2-5, l=—-1-54+2-3.
Eine allgemeine Losung = des Gleichungssystems ist also
r=—-15-a+10-0+6-c.

(iii) In R[X] sind (X% + 1) und (X) koprim, d.h. R[X]/(X? + X) =2 C x R.

2. Lokalisierung

Definition III.2.1: Sei R ein Ring. Eine Menge S C R heifit multiplikativ
abgeschlossen, falls sowohl 1 € S als auch fir alle s,t € S gilt st € S.

Beispiel I11.2.2: Sei R ein Ring

(i) Ist f € R, dann ist {f™ | n € Ny} eine multiplikativ abgeschlossene
Menge.

(ii) Ist R nullteilerfrei, dann ist R — {0} multiplikativ abgeschlossen.
(iii) Fiir ein Primideal P C R ist R — P multiplikativ abgeschlossen.

Definition IT1.2.3: Sei R ein Ring.
(i) Sei S C R eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge. Dann ist
(a,8) ~ (d',¢') < Fte S:tlas' —d's)=0

cine Aquivalenzrelation auf R x S. Fiir die Transitivitit der Relation
seien ti(as’ — as’) = 0 = ty(d's” — a”s’). Dann ist

tites'(as” — a”’s) = tot1as’s” — titea"s's = tot1a’ss” — titaa’s’s =0
102 9

denn nach Voraussetzung sind tjas’ = t1a's und tea”s’ = taa’s”.
(ii) Auf ST'R = R x S/~ erkliren die Verkniipfungen

(a,s) + (d',s") = (as' + d's, s5"), (a,s)-(d,s") = (ad, ss")

eine Ringstruktur mit Null (0,1) und Eins (1,1). Der Ring S™'R heif}t
Lokalisierung von R nach S. Die Elemente schreibt man als a/s.
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(iii) Es ist ST'R der Nullring genau dann, wenn 0 € S.

Ist ndmlich 0 € S, dann ist 0(as’ — a's) = 0 fur alle a,a’ € R und
s,s € 5,d.h.a/s=ad/s fur alle a,a’ € R und s,s" € R.

Ist ST'R der Nullring, dann folgt aus 0/1 = 1/1 dass ¢(1 — 0) = 0 fiir
irgendein ¢t € S, d.h. t = 0.

(iv) Die Abbildung ¢: R — S™'R, a > a/1 ist ein Ringhomomorphismus.
Dieser Homomorphismus ist injektiv genau dann, wenn S keine Nullteiler
enthélt.

Ist ndmlich s € S ein Nullteiler, sagen wir as = 0 fir a € R — {0},
dann ist ¢(a) = a/1 = as/s =0/s =0/1 = 1(0).
Ist umgekehrt «(a) = ¢(b), dann gibt es ¢t € S mit t(a —b) = 0. Ist
a # b, dann ist ¢t ein Nullteiler.
(v) Jedes s € S wird in S™'R invertierbar, denn s/1 =1/s = 1/1.

(vi) Fiir jeden Ringhomomorphismus f: R — R mit f(S) C R'* gibt es genau
einen Ringhomomorphismus f’: S™'R — R’, sodass das Diagramm

R —— S7'R

R

R/
kommutiert. Setze f'(a/s) := f(s)~'f(a). Dann ist
7SI < ps) ™ flas' + ')
— F&7 @)+ 1)@ = (2) 4 (%),
Beispiel I11.2.4: Sei R ein Ring.

(i) Ist S = Z—{0}, dann ist S™'Z = Q. Allgemeiner: Ist R ein nullteilerfreier
Ring und S = R — {0}, dann ist S™'R =: Quot(R) ein Kérper, der sogenannte
Quotientenkorper von R.

(ii) Ist S = R — P, wobei P C R ein Primideal ist, dann schreibt man meist
Rp := S™'R. Wir kennen schon Z ) = Q. Fir P = (2) ist

Zz) = {Z ra,beZ,b ¢ QZ} C Quot(Z).

Allgemeiner ist jede Lokalisierung nach S mit 0 ¢ S ein Teilring von Quot(R),
falls R nullteilerfrei ist.
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(i) In Z/6Z ist S = {1,2,4} multiplikativ abgeschlossen. Mit der universel-
len Eigenschaft der Lokalisierung bekommen wir ein kommutatives Diagramm

767 —— S~N(Z/6Z)

S

7./37.

Dieses ¢ ist surjektiv, da das Diagramm kommutiert. Auflerdem ist ¢ injektiv,
denn ¢(a/s) = +a = 0 genau dann, wenn a = 0, 3. Also ist ker(¢) = 0, denn
3/s=1(2-3)/(2-s)=0/2s =0.

Bemerkung IT1.2.5: (i) Die Abbildung ¢: R — S™' R induziert eine surjek-
tive Abbildung

t: {Ideale I in R} — {Ideale I in S™'R}, I— {x rx el se S}.

S

Esist ({z/s |z € I,s € S}) = (t(I)). Ist namlich I C S™'R ein Ideal, dann ist
t.(¢7Y(I)) = I. Die Inklusion ,,.C* ist klar, fiir die Inklusion ,,2% sei z/s € I.
Dann ist /1 =s/1-z/s € I, d.h. x € .71(I) und damit z/s € 1.(:7(I)). Die
Abbildung ¢, erhélt Inklusionen, Schnitte, Summen und Produkte.

(ii) Insbesondere gilt: Ist R ein Hauptidealring und S C R — {0} eine
multiplikativ abgeschlossene Menge, so ist auch S™'R ein Hauptidealring.

(iii) Wir haben eine Bijektion

{Primideale P C R mit PN S = @} —» {Primideale in S~'R}
P+—— 1.(P)={x/s|x € P}

mit Umkehrabbildug

Q) +— Q.

Die Abbildung ¢, ist injektiv, denn wenn ¢,(P) = 1.(Q), dann gilt: Fur alle
x € Pgibt esq € Q und s € S mit /1 = ¢q/s, d.h. es gibt ¢t € S mit
tsx = tq € QQ; wegen der Voraussetzungen an () heifit das x € ) also Q) = P.

(iv) Fiir S = R — P hat S™'R genau ein maximales Ideal, nimlich das von
t(P) erzeugte Ideal. Angenommen, +(P) C @. Dann konnen wir z/s € @ — ¢(P)
wihlen. Wir haben z/1 = sz/s € Q — P, also ist x eine Einheit in S™'R und
es muss Q = ST'R gelten. Solche Ringe heiflen lokale Ringe.
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3. Teilbarkeit und faktorielle Ringe

Definition III.3.1: Sei R ein Ring.

(i) Ist pe R— ({0} U R*) und (p) ist ein Primideal, dann heifit p prim. Das
heifit gilt p | ab, dann gilt p | a oder p | b.

(ii) Ist R nullteilerfrei und p € R — ({0} U R*), sodass fir alle a,b € R mit
p = ab gilt, dass a € R* oder b € R*, dann heifit p irreduzibel.

Bemerkung I11.3.2: (i) Ist R nullteilerfrei und p prim, dann ist p irreduzibel.
Ist ndmlich p = ab, dann ist ab € (p), d.h. a € (p) oder b € (p). Ohne
Einschriankung ist a = px, d.h. p = pzb. Da R nullteilerfrei ist, konnen wir
folgern, dass 1 = zb, also b € R*.

(ii) Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch. Zum Beispiel ist in Z[v/—5]
das Element 3 irreduzibel aber 3 | (2 4+ v/—5)(2 — v/—5) und 31 (2 £ /=5).

(iii) In Hauptidealringen gilt auch die Umkehrung (d. h. irreduzible Elemente
sind prim), denn: Ist p irreduzibel und gelten p | ab und p t a, dann ist
geT(p,a) = 1 und wir finden eine Darstellung 1 = za + yp mit z,y € R. Jetzt
ist aber b = bl = bxa + byp, also gilt p | b.

Definition I11.3.3:

(i) Seien R ein nullteilerfreier Ring und a € R — {0}. Gibt es eine Einheit
¢ und irreduzible Elemente p, € R, 1 < i < r, sodass a = ¢[[;_; p; und
gilt fiir jede weitere solche Darstellung a = p[]7_; ¢; bereits r = s und
pi = piq; mit p; € R* nach eventueller Umordnung der Indizes, dann hat
a eine eindeutige Zerlequng in irreduzible Faktoren.

(ii) Ist R ein nullteilerfreier Ring in dem jedes a # 0 eine eindeutige Zerlegung
in irreduzible Faktoren hat, so heifit R ein faktorieller Ring.
Bemerkung I11.3.4: (i) In faktoriellen Ringen sind irreduzible Elemente be-
reits prim.

(ii) In faktoriellen Ringen gibt es groBte gemeinsame Teiler und kleinste
gemeinsame Vielfache (und einfache explizite Formeln fiir beide).

(iii) Faktorielle Ringe sind stabil unter Lokalisierung.
Satz I11.3.5: Jeder Hauptidealring ist faktoriell.

Der Beweis kann im Skript zur Linearen Algebra nachgelesen werden.

Beispiel I11.3.6: Wir werden zeigen, dass fiir Korper k£ der Polynomring in n
Variablen, k[X7, ..., X,], faktoriell ist, oder auch dass Z[X] faktoriell ist.
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4. Endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen

Satz II1.4.1: Seien R ein Hauptidealring und M ein (endlich erzeugter) freier
R-Modul. Ist N C M ein Untermodul, dann ist auch N frei und auflerdem gilt
rank(N) < rank(M).

Bemerkung II1.4.2: Der Rang eines freien R-Moduln ist wohldefiniert. Sei
dazu m C R ein maximales Ideal. Dann ist M/mM ein R/m-Vektorraum und
jede Basis von M induziert eine Basis von M/mM; und Kardinalitdten von
Basen sind eindeutig.

Beweis: Wir zeigen die Aussage nur fiir endlich erzeugte freie R-Moduln, obwohl
die Aussage auch allgemeiner gilt. Wir zeigen die Aussage per Induktion nach
n = rank(M).

Firn=1ist M =2 R, d.h. N ist ein Ideal in R, d.h. N = (a) und damit
frei.

Fir n > 1 sei {z1,...,x,} eine Basis von M und 7 sei die Projektion auf die
letzte Komponente, d. h.

m M — R, Z/\ifﬂz‘*—>>\n-
i=1
Nun miissen wir zwei Félle unterscheiden: Ist 7(N) = 0, dann tuts N bereits
nach Induktionsvoraussetzung.

Ist 7(N) = (a) fir irgendein a € R, dann wahlen wir y € N mit 7(y) = a.
Jedes z € N lésst sich schreiben als z = z — Ay + Ay, wo 7(z) = Aa, d.h.
z— Ay € kerm und Ay € Ry. Es gilt RyNnker m = {0}. Damit ist N = Ry&®ker 7
und wegen ker m C (xy,...,2z,_1) beschliefit das den Beweis. O

Korollar I11.4.3: Uber Hauptidealringen sind Untermoduln von endlich erzeug-
ten Moduln endlich erzeugt.

Beweis: Ist M ein endlich erzeugter Modul mit Erzeugendensystem {x1, ..., z,},
dann ist N .
pZ@R—»M, ()\177)\71)'—>Z)\1x1
=1 =1
surjektiv und p~'(N) — N ist surjektiv, d.h. N ist frei von endlichem Rang
wegen [datz 1.4.1] O

Definition I11.4.4: Seien R ein Hauptidealring und M ein R-Modul. Gibt es
fur jedes . € M ein r € R — {0} mit 7z = 0, dann heifit M ein Torsionsmodul.
Jeder R-Modul M enthélt einen maximalen Torsionuntermodul, némlich

Mior '={x € M | ax =0 fir ein a € R — {0}}.
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Satz I11.4.5: Seien R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter R-Modul.
Dann ist M /Mo, frei und von endlichem Rang und es gibt einen Untermodul
F C M, sodass = M /Mo, und M = F & M.

Beweis: Um zu zeigen, dass M /M., ein freier Modul ist, geniigt es zu zeigen,
dass torsionsfreie endlich erzeugte Moduln frei sind, denn M /M., ist torsionsfrei
(ist ndmlich a € R— {0} und a(z + M,;.,;) = 0, dann ist az € M, d. h. baz = 0
fir irgendein b € R — {0}, also z € M;,).

Seien {y1, ..., yn} ein Erzeugendensystem des torsionsfreien endlich erzeugten
R-Moduln N und {vy,...,v,} eine maximale linear unabhangige Teilmenge
von {yi,...,y,}. Fir jedes 1 <1i < n haben wir eine Relation

aiyi + A1V + o+ AV = 0

mit a; # 0. Weiter gilt fir 1 < ¢ < n, dass a;y; € (v1,...,0,). Setze jetzt
a:=ay---a, # 0. Die Abbildung

fa: N — (v1,...,0m), n— an

ist injektiv, d.h. N = p,(N) und p,(N) ist frei als Untermodul eines freien
Moduln nach Satz ITT.4.11

Es bleibt zu zeigen, dass jede kurze exakte Sequenz

{0} M N F {0}

wo F' ein freier Modul ist, spaltet und liefert, dass N = M & F'. Diese Aussage
wird auf einem Ubungsblatt zu zeigen sein. 0

Definition I11.4.6: Seien R ein Hauptidealring und p € R prim und M ein
R-Modul.

(i) Gibt es fur alle z € M einen natiirlichen Exponenten n mit p"x = 0, so
heifit M ein p-Torsionsmodul.
(ii) Fir x € M heifit ¢ € R mit cx = 0 ein Fzponent von x.

(iii) Fir x € M ist der Kern von R — M, a — ax von der Gestalt (m); das
Element m heifit Periode. Ein ¢ € R, das fir alle m € M leistet cm = 0,
heifit ein Fxponent von M.

Bemerkung I11.4.7: (i) Ist M ein endlich erzeugter Torsionsmodul iiber R,
dann hat M einen Exponenten.
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(ii) Summen von p-Torsionsmoduln sind wieder p-Torsionsmoduln. Insbeson-
dere enthélt jeder R-Modul M einen maximalen p-Torsionsmodul M (p).

(iii) Ist M ein endlich erzeugter Torsionsmodul tiber R und ¢ ein Exponent
von M mit ¢ = ab, dann sind

M, ={zx € M | ax = 0}, M, ={x € M | bx =0}

Untermoduln von M. Ist ggT(a,b) = 1, dann ist 1 = Aa + pb, d. h. fir jedes
x € M gilt x = hax + pbx € M, & M, und damit M = M, & M,.

Jeder endlich erzeugte Torsionsmodul M tiber R kann also geschrieben werden
als M = @, M(p), wobei wir iiber ein Vertretersystem der Primelemente von
R summiert wird.

Lemma II1.4.8: Seien M ein p-Torsionsmodul tiber R mit Exponent p¢ und
xog € M ein Element von Periode p°. Weiter seim: M — M /{xq) die kanonische
Projektion.

(i) Isty € M/{xq) von Periode p?, dann gibt es z € M von Periode p® mit
(z) =y.

(i) Sind yi,...,yn € M/{xo) mit Perioden p% und sind zy,...,z, € M mit
den gleichen Perioden und sodass 7(z;) = y;, dann gilt: Ist die Summe
(y1) + -+ + (yn) € M/(x0) direkt, dann ist auch {xo) + (z1) + -+ + (2n)
direkt.

Beweis: (i) Sei z ein beliebiges Urbild von y. Dann ist p?z = p"cx, wobei
p" kein Teiler von c ist, und d ist minimal mit dieser Eigenschaft. Gilt » = e,
dann hat z Periode p?.

Ist 7 < e, so hat z Periode p™*~" und es ist d + e — r < e, da p® Exponent
fiir unseren Modul ist; d.h. d < r. Setze 2/ = z — p"~4cxy € 71 ({y}); dieses 2’
hat Periode p?. Das tut’s!

(i) Ist axg+ b1z1 + -+ + bz, = 0, dann ist byy; + - -+ + by, = 0. Die die
Summe (y1) + - -+ + (yn) direkt ist, folgt fir 1 < i < n ist by; = 0; da die
Perioden der y; die p; sind, muss fiir 1 < i < n gelten: p% teilt b;. Aber dann
ist fiir 1 <4 < n schon b;z; = 0 und somit erhalten wir axy = 0, was wir zeigen
wollten. O

Satz I11.4.9: Sei M ein endlich erzeugter p-Torsionsmodul iber R. Dann ist
M = D R/(7).
i=1

und die 0 < e; < ey < --- < e, sind eindeutig bestimmt durch den Modul.
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Beweis: Sei zp € M ein Element von maximaler Periode p®. Dann sind
M, — {z € M | pr = 0} und (M/(zo))p — {y € M/{zo) | py — 0} end-
lichdimensionale Vektorraume tuber R/(p).

Es gilt dim M, > dim(M /(zy)),, denn fiir eine Basis y1, . .., y,, von (M /{z0)),
finden wir ein Element = € (xy) von Periode p und fir 1 < i < n Urbilder
2 € 71 ({y;}) von Periode p. Nun liefert [Lemma III.4.8| die Behauptung iiber
die Ungleichung.

Jetzt sind wir fertig, denn wir konnen Induktion tiber die Dimension von M,
fithren und finden so, dass M /(x¢) = @I, R/(p®) und das |[Lemma I11.4.8|sagt

n n

M = (xo) & D R/(p7) = R/(0°) & D R/(r").

i=1 i=1

Die Eindeutigkeit der Exponenten folgt aus dem néchsten Satz. OJ

Satz II1.4.10: Sei M # {0} ein endlich erzeugter Torsionsmodul. Dann ist

n

M= @R/(%),

i=1
wobei fir 1 < i <n gilt, dass ¢ € R — (R*U{0}) und ¢ | ¢2 | --- | qu. Die
Ideale (q;) sind eindeutiq.

Beweis: Zerlege M = @;_; M(p;) und zerlege M(p;) = @i, R/(p™) mit
ey <o <6, Durch Auffillen mit Nullen erhalten wir ein Schema

priey <e, < .o <eq
D2 i€y e, <Ll < eg

IN

Ds : €5 < €, . <es,

€2.

Setze ¢; := pi' - pyt -+ ps’i. Dann gilt sowohl ¢ | g2 | -+ | ¢- und nach dem
Chinesischen Restsatz erhalten wir die Isomorphie

{el R/(") = R/(g)).

was die Existenz der Zerlegung beweist.
Fiir die Eindeutigkeit seien

M=R/(q)®--- @ R/(¢), M=ER/(t)®-- ®R/(L)
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zwei Zerlegungen von M. Ist p ein Primteiler von ¢; und allen ¢;, dann ist
M,={x € M |pr =0} ={(z1,...,z,) | pr; =0} ein R/(p)-Vektorraum von
Dimension r beziehungsweise #t; und p | ¢;. Aus Symmetriegriinden ist r = s
und alle ¢; werden von p geteilt. Schreibe ¢; = pq;, t; = pt;; dann ist

pM = pR/(pqy) & --- D pR/(pq,) = R/(¢,) @ --- ® R/(q,),
M =pR/(pt) ®---®pR/(pt,) = R/(t]) ®--- D R/(t,).

Induktion nach der Anzahl der Primteiler liefert jetzt die Behauptung. U

Beispiel I11.4.11: (i) Seien k ein Korper, V' ein endlichdimensionaler k-Vek-
torraum und ¢ € Endg (V). Dann induziert ¢ eine k[X]-Modulstruktur auf V'
via f ev := f(p)(v). Aus Dimensionsgriinden ist V' ein Torsionsmodul tiber
k[X], d.h.

V=EX]/(q) & - & k[X]/(ar)
fir Polynome ¢ | g2 | - - - | ¢-. Das Polynom ¢, ist das Minimalpolynom von ¢.

Zerfalle g, = [1;(X; — a;)¢ in Linearfaktoren. In unserer anderen Klassifikation
sehen wir V' = @, V(x_q,) und

Vixay = KX)/(X — )" & - @ KX]/(X — ;)"

Die Menge {(X —a)°,...,(X —a)® '} ist k-Basis von k[X]/(X —a)® und X
operiert auf k[X]/(X — a)¢ mit der Matrix

a 0 -« - 0
1 a :
0 a

T
0O -+ 0 1 a

(ii) Seien k ein Kérper und U C k* eine endliche Untergruppe. Schreibe
U =@, U(p) und betrachte x € U(p) von maximaler Periode p". Dann gilt fiir
alley € U(p), dass y*" = 1, d. h. U(p) ist enthalten in der Menge der Nullstellen
von XP" — 1; insbesondere ist (z) enthalten in der Menge der Nullstellen von
XP" —1 und U ist zyklisch. Insbesondere ist die Einheitengruppe eines endlichen
Korpers zyklisch.
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5. Polynome iiber faktoriellen Ringen

Definition ITI.5.1: Seien R ein faktorieller Ring, p € R prim und K = Quot(R).

(i) Fur ein a € R setzen wir
vp(a) :=max{r € Ny : p" | a}

Wir folgen dabei der Konvention v,(0) = oo.
(i) Fir a/b € Quot(R) setzen wir v,(a/b) := vy(a) — vy(b).
(iii) Fir f € K[X], f =X ,a; X" setzen wir v,(f) := minv,(a;).
Bemerkung I11.5.2: (i) Ist a € K, so liegt a schon in R genau dann, wenn
vp(a) > 0 fiir alle Primelemente p € R.

(ii) Genauso gilt fir f € K[X] dass f € R[X] C K[X] genau dann, wenn
v,(f) > 0 fiir alle Primelemente p € R.
(i

iii) Fir a,b € K* gilt offenbar v,(ab) = v,(a) + v,(b).

Beispiel IT1.5.3: (i) In Q = Quot(Z) sind zum Beispiel v2(24) = v5(3-8) = 2,
v9(1/13) = 0, v2(1/26) = —1 und

1
vy (2X3 +2X + 1) =min{-1,0,1} = —1.

(i) In k(T) = Quot(k[T]) sind zum Beispiel vy(2) = 0, vp(T? +1) = 0,
vr(T?) = 3, vr((T? +1)/T) = 1 und fir f = ST + S + S*T? € k(T)[9] ist
vr(f) = min{0, 2} = 2.

Definition ITI.5.4: Seien R ein faktorieller Ring, K = Quot(R) und f € K[X]
ein von Null verschiedenes Polynom. Fiir ein Vertretersystem P der Primele-
mente von R heifit

inh(f) = [] p»”

peEP

der Inhalt von f. Der Inhalt von f ist wohldefiniert bis auf Multiplikation mit
einer Einheit in R.

Bemerkung IIL.5.5: (i) Fir f =37 0, X’ € R[X] ist

inh(f) = ggT(ao, ..., an).

(ii) Fur f € K[X] — {0} ist f € R[X] genau dann, wenn inh(f) € R.
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(iii) Fir f € K[X]— {0} und ¢ € K* ist offenbar inh(cf) = cinh(f). Somit
kann jedes f € K[X] — {0} geschrieben werden als f = ¢+ g, wobei ¢ = inh(f)
und g € R[X] mit inh(g) = 1.

Beispiel IIL5.6: Sei f = 1X? 4+ 2X + 1 € Q[X]. Dann ist inh(f) = § und
f=1gmit g=X>+4X +2 € Z[X].

Satz II1.5.7 (Lemma von Gaufl): Seien R ein faktorieller Ring und K der
Quotientenkérper von R. Fir f,g € K[X] gilt inh(fg) = inh(f)inh(g).

Beweis: Wir schreiben f = inh(f)f’ und g = inh(g)¢’ mit f’,¢' € R[X] von
Inhalt 1 und sehen, dass

fg = inh(f)inh(g)f'g".

Also reicht es zu zeigen, dass inh(f) = inh(g) = 1 bereits inh(fg) = 1 impliziert.
Dies zeigen wir auf zwei Weisen:

Seien einerseits f = Y%, a; X", g = Z?:o b, X' p € R prim und 7, s € IN
maximal mit p{a,, pfbs. In fgist ¢ = a,bs + a,_1bs11 + -+ + ap1bs-1 + . ..
der Koeffizient von X" . Offenbar gilt p { ¢ und somit v,(fg) = 1. Das heifit
aber genau inh(fg) = 1.

Sei andererseits p € R prim und 7: R[X]| — R/(p)[X] die kanonische
Projektion. Wegen inh(f) = inh(g) = 1 ist [f] # 0 # [g]. Da aber R/(p)[X]
nullteilerfrei ist, ist damit auch [fg] = [f][g] # 0. Das gilt fur alle primen p € R,
also muss inh(fg) = 1 gelten. O

Korollar I11.5.8: Hat f € R[X] eine Faktorisierung f = gh in K[X|, dann ist
f =1inh(g)inh(h)¢g’'h" mit ¢, h' € R[X] und inh(g)inh(h) € R.

Satz I11.5.9: Seien R ein faktorieller Ring und K = Quot(R). Dann ist auch
R[X] faktoriell und die irreduziblen Elemente in R[X]| sind die irreduziblen
Elemente in R zusammen mit den Polynomen von Inhalt 1, die in K[X]
irreduzibel sind.

Beweis: Sei f ein Polynom mit Koeffizienten in R. In K[X] schreiben wir
f=cq g mit ¢ =inh(f) € R und ¢; € R[X], die irreduzibel in K[X] sind
und Inhalt 1 haben. Nach dem Lemma von Gauf ist ¢ € R. Das liefert die
Existenz der Zerlegung.

Ist f =(q)---q. eine weitere Zerlegung, so folgt aus der Eindeutigkeit der
Zerlegung in K[X], dass r = s und dass ¢; = a;¢; mit a; € K*. Nun ist aber
1 = inh(¢;) = inh(a;¢}) = a;inh(¢}) = a;, d.h. a ist schon eine Einheit in R,
was die Eindeutigkeit der Zerlegung zeigt. O
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Kapitel TII. Ringe

Korollar I11.5.10: Ist R faktoriell, so ist auch R[X, ..., X,]| faktoriell.

Satz I11.5.11 (Eisenstein-Kriterium): Seien R ein faktorieller Ring, K der
Quotientenkérper von R und f = Y% a; X" € R[X] ein Polynom vom Grad
d>1. Ist p € R prim und gelten

(i) aq # 0 (mod p),
(ii) a; =0 (mod p) fir0<i<d-1,

(iii) ap Z 0 (mod p?),
dann ist [ irreduzibel in K[X].

Beweis: Ohne Einschréankung gilt inh(f) = 1. Ist f = gh eine Faktorisierung
in K[X], dann ist f = gh ohne Einschriankung eine Faktorisierung in R[X].
Seien g = Yi_ob:; X", h = 35_o ¢; X7 mit b, # 0 # ¢,. Es gilt ag = byco, ohne
Einschréankung p | ¢o und p t by. AuBlerdem gilt ay = b.cs, d.h. p t b, und
p 1 cs. Sei jetzt t maximal mit der Eigenschaft p | co, ..., ¢; auf jeden Fall ist
0 <t< s<d. Dann ist

ag—1 = bociy1 +brci + ..o

wegen p | co, . . ., ¢ teilt p alle Summanden ab dem zweiten. Der erste Summand
wird nicht von p geteilt, da ¢ entsprechend gewéahlt ist und by nach Voraussetzung
nicht von p geteilt wird. Ein Widerspruch! 0

Beispiel IT1.5.12: (i) Das Polynom 3X + 15 € Z[X] ist irreduzibel iiber Q,
aber nicht tiber Z, denn in Z[X] ist 3X? — 15 = 3(X? — 5) die eindeutige
Zerlegung in irreduzible Elemente.

Genau so ist 6X? — 30 irreduzibel in @, aber in Z[X] hat 6X? — 30 die
Zerlegung 6X? — 30 =2-3- (X? —5).

(ii) Seien a € Z — {£1} und n eine natiirliche Zahl groBergleich Zwei. Dann
ist das Polynom X™ — a irreduzibel genau dann, wenn a quadratfrei ist.

(iii) Seien p eine positive Primzahl und f = X?~!4 X?~24...+ X +1. Dann
ist f irreduzibel iiber Q, denn f = (X? —1)/(X — 1); diese Faktorisierung kann
man einsehen tiber Polynomdivision oder tiber die geometrische Reihe. Es ist

(X +1)p—1

p p ' p—1 D '
£
X i—1 \! i—2 \!

d.h. f ist irreduzibel nach dem Eisensteinkriterium.

FX+1) =
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Kapitel 1V.

Algebraische Korpererweiterungen

Zum Beispiel das Polynom X? — 5 € Q[X] hat keine Nullstelle tiber @. Dieses
Problem wollen wir durch ,Vergroflerung des Korpers®“ losen; das Ziel ist, einen
Korper zu basteln, in dem alle Polynome mit Koeffizienten im urspriinglichen
Korper in Linearfaktoren zerfallen.

1. Algebraische Korpererweiterungen

Wir kennen bereits die Korper Q, R, C, I, Q(v/5), Quotientenkérper von
Integrititsringen und Quotientenringe von maximalen Idealen in Ringen, zum
Beispiel K[X]/(f) mit einem irreduziblen f € K[X].

Definition IV.1.1 (Korpererweiterung): (i) Seien K und L Korper. Gilt
K C L, dann heifit L eine Kérpererweiterung von K. Man schreibt
dafiir auch ,,L/K*“, |L|K*“ oder ,Sei K C L eine Kérpererweiterung®. Wir
konnen in diesem Fall L als einen K-Vektorraum auffassen.

(ii) Die Zahl [L : K] := dimg (L) heifit Grad der Korpererweiterung K C L.
(iii) Ist [L : K] < oo, so heifit die Korpererweiterung K C L endlich.

(iv) Sind K3, K3 und K3 Korper mit K; C Ky C K3, dann heiit Ky Zwi-
schenkorper der Korpererweiterung K; C K.

Proposition IV.1.2: Fiir zwei endliche Kérpererweiterungen K; C Ky und
[Kg : Kl} = [Kg : KQHKQ : Kl]
Beweis: Ist {by,...,b,} eine Ky-Basis von K3 und {cy,...,c} eine Ki-Basis

von Ko, dann ist {b;c; | i € {1,...,n},j € {1,...,k}} eine K;-Basis von K3.0I
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Kapitel IV. Algebraische Korpererweiterungen

Definition IV.1.3 (Algebraische Korpererweiterungen): Sei K C L eine Kor-
pererweiterung.

(i) Sei @ € L. Gibt es f € K[X] mit f(«) = 0, dann heiBt « algebraisch
(iber K).

(ii) Sind alle Elemente von L algebraisch iiber K, dann heifit die Korperer-
weiterung K C L algebraisch.

Definition IV.1.4 (Minimalpolynom): Seien K C L eine Korpererweiterung
und « € L algebraisch.
(i) Die Menge I, :={f € K[X]| f(a) =0} C K[X] ist ein Ideal in K[X],
und damit ein Hauptideal. Sei f,, das eindeutige normierte Polynom, das
1, erzeugt. Dann heifit f, das Minimalpolynom von a.

(ii) Der Kern des Einsetzungshomomorphismus ¢,: K[X]| — L, f — f(«)
ist genau /.
Definition IV.1.5 (Erzeugnisse): Seien K C L eine Korpererweiterung und
at, ..., € L.
(i) Die Menge
Klag,...,a,) :=({A| K C AC List K-Algebra, {a1,...,a,} C A}

heifft die von aq,...,qa, erzeugte K-Algebra und ist in der Tat eine
K-Algebra.

(ii) Die Menge K(ay,...,a,) ist die von oy, ..., «a, erzeugte Korperalgebra
von K in L.

(i) Gibt es @ € L mit L = K(«), dann heifit die Kérpererweiterung einfach.

Bemerkung IV.1.6: Ist K C L eine Korpererweiterung und sind oy, ..., a, € L
Elemente, dann konnen wir Koy, ..., o] und K(aq,. .., o) folgendermafien
charakterisieren: Es ist K[ay,..., o] = {f(a1,..., ) | f € K[X1,..., X,]}
und K(aq,...,q,) = Quot(KJay, ..., ay)).

Beispiel IV.1.7: Seien K C L eine Korpererweiterung und o € L.

(i) Ist « algebraisch und f, das Minimalpolynom von « mit d := deg(f.),
dann ist {1, a,a?,...,a%" !} eine K-Basis von K () und [K(a) : K] = d. Wir
erhalten die kurze exakte Sequenz

{0} —— (fa) = I, — K[X] 2> K(a) —— {0}

d.h. es gilt K(a) = K[X]/(fa).
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1. Algebraische Korpererweiterungen

(ii) Ist « nicht algebraisch, dann ist [L : K| = oc.
Bemerkung IV.1.8: Sei K C L eine Korpererweiterung.

(i) Die Korpererweiterung ist endlich genau dann, wenn es endlich viele
algebraische aq,...,a, € L mit L = K(ay,...,a,) gibt.

(ii) Die Korpererweiterung ist algebraisch genau dann, wenn L als Korperer-
weiterung von K von algebraischen Elementen erzeugt wird.

(iii) Sind K; C Ky und K, C K3 algebraische Korpererweiterungen, dann
ist auch K; C K3 eine algebraische Korpererweiterung.

Beweis: (i) ,,=“: Klar mit [Beispiel IV.1.7]

,<*“: Das ist eine Konsequenz von [Beispiel IV.1.7] zusammen mit
lon TV.1.21

(i) ,=*: Klar.

,<="“: Seien «aq,as € L algebraisch tiber K. Nach |Beispiel IV.1.7] sind die
Korpererweiterung K C K(ay) und K (o) C K(aq, ay) endliche Korpererwei-
terungen. Nach [Proposition 1V.1.2|ist dann auch K C K(ay, as) eine endliche
Korpererweiterung. Nach (i) ist dann K C K(aq, aq) eine algebraische Kor-
pererweiterung, d.h. a; + as, ajas und a;/ay (falls ay # 0) sind ebenfalls
algebraisch tiber K.

(iii) Sei @ € K. Dann gibt es f = Y% _ . X* € Ky[X] mit f(a) = 0.
Die Korpererweiterungen K7 C Kq(co, ..., cq) € Ki(co, ..., cq, ) sind jeweils
algebraisch (nach Voraussetzung) und damit (nach (i)) endlich. Jetzt gibt
IProposition I1V.1.2] dass K; C Ki(cy,...,cq, @) endlich tiber K ist. Nach (i)
ist deshalb « algebraisch iiber Kj. O

Proposition IV.1.9 (Konstruktion von Kronecker): Es seien K ein Korper
und f € K[X] ein Polynom mit deg(f) > 1. Dann gibt es eine Kdrperer-
weiterung K C L, sodass f eine Nullstelle in L hat.

Beweis: Sei f =% ¢, X! mit ¢; € K. Ist f irreduzibel, dann ist (f) C K[X]
ein maximales Ideal, d.h. L := K[X]/(f) ist ein Korper. Die Komposition
K — K[X] 5 L ist ein Kérperhomomorphismus, damit insbesondere injektiv

und wir konnen L als Korpererweiterung von K auffassen. Bleibt zu zeigen,
dass f eine Nullstelle in L hat. Fiir a := 7(X) gilt

fla) = gqai = i:zd:ociﬂ(X)i = W(éciXi> =x(f)=0.

Ist f nicht irreduzibel, dann kénnen wir f zerlegen in irreduzible Faktoren und
erhalten so jedenfalls eine Nullstelle eines irreduziblen Faktors, also von f. [
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Kapitel IV. Algebraische Korpererweiterungen

Voriiberlegung IV.1.10: Seien K ein Korper, K C H eine Korpererweiterung,
a € Hund K C L eine weitere Korpererweiterung. Dann sind wir in der
Situation

K(a) % L
7 o
K
Fir f = ¢, X* € K[X] mit f(a) = 0 schreiben wir f7 := S¢_, o(cp) X*.

Dann ist

d d

F7(00) = Y- o) - (@) = 5 - e ) = 510) =0

k=0 k=0

Satz IV.1.11 (Fortsetzungssatz I): Es seien K C K(«) eine algebraische Kor-
pererweiterung, f = fo das Minimalpolynom von o und o: K — L ein Korper-
homomorphismus.

(i) Fir jede Fortsetzung 6: K(a) — L vono: K — L ist 6(a) eine Nullstelle
von f (siehe|Voriberleqgung IV.1.10).

(ii) SeiHom,(K(«),L) :={6: K(a) = L | 6|k = c}. Dann ist die Abbildung

Hom, (K (a), L) — Nst,(f7) :={6 € L| f3(B) =0}, 6 +—6(a)

eine Bijektion.

Beweis: (i) ist eine Konsequenz von [Vortiberlegung IV.1.10}

Zu (ii): Die Abbildung ist injektiv, da K («) von « erzeugt wird. Die Abbildung
ist auBerdem surjektiv, denn: Ist 5 eine Nullstelle von f7, definiere o: K[X] —
L, durch X — ( mit o|x = ¢. Dann ist

d

o(f) =X aX®) = ola)s" = f7(B) =0,

k=0 k=0
d.h. & steigt ab zu einem Koérperhomomorphismus 6: K(a) = K[X|/(f.) = L
mit 7| = o und (o) = 6(X) = B. O

Proposition IV.1.12 (Iteriertes Kroneckerverfahren): Sei f € K[X] ein Po-
lynom des Grades d. Dann gibt es eine Korpererweiterung K C L mit den
Figenschaften:

(i) Das Polynom f zerfdllt iber L in Linearfaktoren, d. h. es gibt oy, ..., a4 €
L mit f = [I/_o(X — i) € L[X),
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2. Der algebraische Abschluss

(ii) Die Korpererweiterung L wird von den Nullstellen von f erzeugt, d. h.
L=K(a,...,aq).

Beweis: Wir zeigen die Aussage via Induktion iiber den Grad d von f. Fir
d =1 ist alles klar.

Ist d > 1, dann gibt es eine Korpererweiterung K C L; wie in
lposition [V.1.9. In L; hat f also eine Nullstelle a; und wir kénnen zer-
legen f = (X — a1)g in L[X]. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ei-

ne Korpererweiterung L; C L und Elemente as,...,aq € L, sodass g =
¢ (X—ay) € L[X]und L = Li(a, . .., aq). Damit ist aber L = K (ay, ..., aqg)
und f =J1% (X — a;) € LIX]. O

Definition IV.1.13 (Zerfallungskorper): Sei f € K[X]|. Eine Korpererweite-
rung K C L heiBt Zerfdllungskorper von f, falls f iiber L in Linearfaktoren
zerfallt und L von den Nullstellen von f erzeugt wird.

Proposition IV.1.14 (Eindeutigkeit des Zerfillungskorpers): Zu jedem Poly-
nom [ € K[X] gibt es einen Zerfillungskorper Z(f) von f. Dieser ist bis
auf Isomorphie tiber K eindeutig, d. h. sind Ly und Ly Zerfallungskérper von
f, dann gibt es einen Isomorphismus ¢: Ly — Ly mit ¢|x = idk, d. h. das
Diagramm

L —2— L,

i /

K

kommutiert

Beweis: Die Existenz ist sichergestellt durch [Proposition 1V.1.12, Zur Ein-
deutigkeit: Sind K (o, ..., aq) und K(Bi,. .., 34) zwei Zerfallungskorper von
f, dann ist wegen durch o; — 3; ein Homomorphismus erklért.
Durch ; — «; wird der Umkehrhomomorphismus geklért, was die Surjektivitat
zeigt. U

Bemerkung IV.1.15: Ist f € K[X] ein Polynom vom Grad d, dann lesen wir
aus dem Beweis von |Proposition [V.1.12| und [Proposition 1V.1.14] ab, dass
2(f) : K] < d.

2. Der algebraische Abschluss

In diesem Abschnitt sei K stets ein Kérper. Zu K suchen wir eine algebraische
Korpererweiterung K von K, die alle algebraischen Korpererweiterungen von
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K enthilt. Fiir eine solche Kérpererweiterung gilte: Jedes Polynom in K[X]
zerfallt in Linearfaktoren.

Definition IV.2.1 (Algebraisch abgeschlossen): Der Korper K heifit algebra-
isch abgeschlossen, falls jedes Polynom f € K[X] mit deg(f) > 1 eine Nullstelle
in K hat.

Beispiel IV.2.2: Der Korper der komplexen Zahlen C ist algebraisch abgeschlos-
sen. Diese Aussage zeigen wir spéter.

Proposition I1V.2.3: Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) K ist algebraisch abgeschlossen.
(ii) Jedes Polynom f € K[X] zerfdllt iiber K in Linearfaktoren.

(iii) Jedes irreduzible Polynom f aus K[X] ist linear.

)
)
)
(iv) Es gibt keine echten algebraischen Kérpererweiterungen von K C L, d. h.
ist K C L eine algebraische Korpererweiterung, dann ist K = L.

(v) Jede echte Korpererweiterung K C L hat unendlichen Grad, d. h. es gilt
[L: K] = o0.

Beweis: (i) = (ii)“ und ,,(ii) = (iii)“ sind klar.

Zu ,(iii) = (iv)“: Sei K C L eine algebraische Kérpererweiterung und o € L.
Das Minimalpolynom f, € K[X] von « iiber K ist nach Voraussetzung linear,
d.h. es ist bereits o € K.

,(1v) = (v)“: Endliche Koérpererweiterungen sind stets algebraisch.

»(v) = (i)“: Das ist garantiert durch [Proposition IV.1.9| O

Definition IV.2.4: Eine Korpererweiterung K C L heif3t algebraischer Ab-
schluss von K, falls die Korpererweiterung algebraisch ist und L algebraisch
abgeschlossen ist.

Bemerkung IV.2.5: Ist K C L eine Korpererweiterung, wobei L algebraisch
abgeschlossen ist, dann ist

A(L/K) :={a € L | « ist algebraisch iiber L}

ein algebraischer Abschluss von K.
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2. Der algebraische Abschluss

Beweis: Die Menge A(L/K) ist ein Korper, denn sind «, 5 € A(L/K), dann
gilt nach [Bemerkung IV.1.8/schon K(«, ) C A(L/K), d.h. a4+, af und /3
(sofern definiert) sind ebenfalls in A(L/K’) enthalten.

Per Definition ist die Kérpererweiterung K C A(L/K) algebraisch. Bleibt zu
zeigen, dass A(L/K) algebraisch abgeschlossen ist. Ist f € A(L/K)[X], dann
ist f € L[X]. Da L algebraisch abgeschlossen ist, hat f eine Nullstelle o € L.
Dieses « ist algebraisch tiber A(L/K) und A(L/K) ist algebraisch tiber K, d. h.
« ist algebraisch tiber K und damit schon o € A(L/K). O

Beispiel IV.2.6: Die Korpererweiterung ) C C ist nicht algebraisch, denn C
ist tiberabzdhlbar. Wir schreiben Q := {a € C | « ist algebraisch tiber Q} fiir
den algebraischen Abschluss von Q.

Satz IV.2.7 (iiber den algebraischen Abschluss):

(i) Jeder Korper K hat einen algebraischen Abschluss K .
(ii) Ein algebraischer Abschluss K ist eindeutig bis auf Isomorphie tiber K.

(iii) Die Korpererweiterung K C K ist die maximale algebraische Korperer-
weiterung in dem folgenden Sinn: Ist K C L eine algebraische Korperer-
weiterung, dann gibt es eine Einbettung o: L — K mit o|x = idg.

Proposition IV.2.8 (,,halbe Existenz): Es gibt eine algebraische Korpererwei-
terung K C K, sodass fir jedes nicht-konstante Polynom f € K[X] in K eine
Nullstelle hat.

Beweis: Fiir jedes f € K[X]| — K sei X ein Symbol und
X ={X;|fe KX -K}

Setze R := K[X] und I := ({f(Xy) | Xy € X}) das von allen f(X;) erzeugte
Ideal. Ist I # R, dann gibt es ein maximales Ideal m C R mit I C m.
Angenommen, I = R. Dann wére insbesondere 1 € I. Wir hétten also eine
Darstellung 1 = > ; ¢, fi(Xy,) = hmit ¢; € Rund f; € K[X]—K.Sei K C L
eine Korpererweiterung, in der jedes f; eine Nullstelle «y; hat (z. B. Z(f1 -+ f)).
Setze in h € R = K[X] fiir X jeweils ein: oy, falls f = f;, 42 sonst. In L gilt
dann N
1= Zgi(al, gy, 0,42,42,0 .00 ) - filay) =0,
i=1
ein Widerspruch.
Wir setzen K’ := R/m. Dieses K’ ist ein Korper und wir haben eine Einbet-
tung K — K'; auflerdem ist fiir alle f € K[X]|—K schon f([Xy]) = [f(Xf)] =0,
d.h. K’ leistet das Gewiinschte. O
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Beweis (von [Satz IV.2.7): Definiere rekursiv Ky := K und K,y := (K;) mit
K wie in |Proposition IV.2.8, Das liefert eine Korperkette Ky C K; ... Setze
L := ;> K;. Dann gelten:

(i) L ist ein Korper, denn fir a € K; und € K, wobei i < j, ist auch
a € K;, d.h. es sind auch o + 3, a5 und o/ (sofern 5 # 0) in K;.

(ii) L ist algebraisch iiber K, ist ndmlich o € L, dann gibt es i € N — {0, 1}
sodass a € K;. Nach [Bemerkung [1.4.2ist K C K algebraisch, also ist «
algebraisch tiber K.

(iii) L ist algebraisch abgeschlossen. Ist namlich f = >% ¢, X™ € L[X], dann
sind ¢y, . .., cq € K; fiir irgendein ausreichend grofles . Nach Konstruktion
hat also f eine Nullstelle in K;,; C L.

Die Teile (ii) und (iii) sind direkte Konsequenzen aus dem nachfolgenden
Satz. O

Satz IV.2.9 (Fortsetzungssatz II): FEs seien K C K’ und K C L algebraische
Korpererweiterungen und L sei algebraisch abgeschlossen.

(i) Jeder Homomorphismus o: K < L besitzt eine Fortsetzung o': K' — L,
also o'|x = 0.

(i) Ist auferdem K’ algebraisch abgeschlossen und L(o(K)) algebraisch, dann
ist o’ ein Isomorphismus.

Beweis: (i) Wir wollen das Lemma von Zorn und [Satz IV.1.11| verwenden.

Setze

X :={(F,7) | F ist ein Zwischenkorper von K C K’
und 7: F < L mit 7|x = o}.

Dann gelten:
(1) X ist partiell geordnet durch (Fy, 1) < (Fy, 72) genau dann, wenn Fy C F;
und To|p = 7.
(2) (K, o) ist ein Element von X, d.h. X # @.

(3) (%,<) ist induktiv geordnet, denn fiir eine Kette & in X erhalten wir
eine Schranke (Fg, 7g) durch Fg := Upeg F und 74: Fg — L, a — 7p(a),
wobei F' ein Korper in R ist, der a enthélt.
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3. Normale Korpererweiterungen

A

Nach dem Lemma von Zorn gibt es ein maximales Element (£,5) in X. Bleibt
zu zeigen, dass F' = K’'. Ware F' C K’, dann kénnte man a € K’ — F' wéhlen.
Nach giéibe es eine Fortsetzung 6': F(a) — L, die 6’| = . Dies
steht im Widerspruch zur Maximalitit von F. Insgesamt erhalten wir also
6: =K' — L mit 6|x = idg.

(ii) Sei nun K’ algebraisch abgeschlossen. Dann ist auch 6(K’) C L alge-
braisch abgeschlossen und die Erweiterung o(K’) C L ist algebraisch. Nach

|Proposition IV.2.3| ist dann L' = a(f( ), d. h. & ist surjektiv und als Kérperho-
momorphismus damit bijektiv. U

3. Normale Korpererweiterungen
In diesem Abschnitt sei K stets ein Korper.

Definition IV.3.1 (Normale Korpererweiterungen): Es sei F' C K|[X] eine
Menge nicht-konstanter Polynome. L heift Zerfdllungskérper von F'| falls die
folgenden beiden Bedingungen gelten:

(i) Jedes f € F zerféllt tiber L in Linearfaktoren, d.h. wir kénnen schreiben
f=c- T (X — ), wobei c € K, a; € L, 1 <i <nund n der Grad
von f ist.

(ii) Die Korpererweiterung K C L wird erzeugt von den Nullstellen der
feF.

Wir schreiben in diesem Fall L = Z(F).
Eine Korpererweiterung K C L heifit normal, falls L ein Zerfallungskorper
fir eine Teilmenge F' in K[X] ist.

Bemerkung IV.3.2 (Bilder von Zerfallungskorpern): Seien F' C K[X] und
Ly = Z(F) eine normale Korpererweiterung. Fiir einen Kérperhomomorphis-
mus o: L1 — Lg in einen beliebigen Koérper Lo gilt o(Ly) = Z(F7), wobei wir
7F :={o(f) | f € K[X]} schreiben und wir fir f = > ,a; X" € F setzen
o) = Yig or{as) X

Bemerkung 1V.3.3 (Zerfallungskorper in algebraischem Abschluss): Es seien
F C K[X]— K und K ein algebraischer Abschluss. Definiere L := K (A), wobei
A:={a € K |Esgibt f € F mit f(a) = 0}. Dann ist L Zerfallungskorper von
F mit K C L C K und L ist eindeutig mit dieser Eigenschaft.

63



Kapitel IV. Algebraische Korpererweiterungen

Definition IV.3.4: Seien K C L; und K C Ly Korpererweiterungen. Ein Kor-
perhomomorphismus ®: L1 — Ly heifit K-Homomorphismus, falls ®| = idg.

Wir schreiben Homg (Ly, Ly) := {®: Ly — Lo | ® ist K-Homomorphismus}
und Autg(Lq) := Homg(Ly, Ly).

Proposition IV.3.5 (Normaler Abstieg): Es seien I' C K[X]|, Ly und Lo zwei
Zerfdllungskorper von F und Lo ein algebraischer Abschluss von L.

(i) Fiir jeden K-Homomorphismus &: Ly < Lo gilt 5(Ly) = Ly, & schrinkt
sich also ein zu einem K-Homomorphismus o: Ly — Ls.

(ii) Ly und Ly sind K-isomorph.

Beweis: Aussage (i) folgt aus [Bemerkung 1V.3.2/ und [Bemerkung IV.3.3| Aus-
sage (ii) folgt aus (i) und [Satz IV.2.7] O

Satz IV.3.6 (Charakterisierung normaler Korpererweiterungen): Es seien K
ein Korper mit algebraischem Abschluss K und L ein Zwischenkorper von
K C K. Dann sind dquivalent:

(i) Die Erweiterung K C L ist normal.
(ii) Fir alle 0 € Homg (L, K) gilt o(L) = L.

(iii) Jedes irreduzible Polynom f € K|[X], welches in L eine Nullstelle hat,
zerfallt iber L in Linearfaktoren.

Beweis: ,,(i) = (ii)“: Das folgt aus [Proposition 1V.3.5| [Bemerkung IV.3.2| und
[Bemerkung 1V.3.3]

,(ii) = (iii)“: Schreibe f = ¢ 1L, (X — ;) mit o; € K und ¢ € K. Wir zeigen
fiir ¢ > 2, dass «; € L. Nach [Satz IV.I.11] gibt es einen Kérperhomomorphismus
o: K(a;) = K mit o(a;) = o; und nach [Satz 1V.2.9 hat dieses o eine
Fortsetzung 6: L < K. Nach Voraussetzung ist aber 6(L) = L, d.h. es gilt
o(ar) =a; € L.

,(1ii) = (i)“: Sei {a; | i € I} C L eine Menge von Erzeugern der Koérpererwei-
terung K C L, ferner bezeichne jeweils f; das Minimalpolynom von «;. Nach
(iii) zerfallt jedes dieser f; iiber L in Linearfaktoren, d. h. L ist Zerfallungskorper
von {f; |i € I}. O

Bemerkung IV.3.7: Fir eine normale Korpererweiterung K C L erhalten wir
also die Abbildung Homg (L, K) — Autg(L), 0 — o, die das Bild auf L
einschrankt.
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Definition IV.3.8 (Normale Hiille): Seien K C L eine algebraische Kérperer-
weiterung. Eine algebraische Korpererweiterung L C L' heifit normale Huille
von K C L, falls die beiden folgenden Bedingungen gelten:

(i) K C L' ist eine normale Korpererweiterung und

(ii) L' ist minimal mit dieser Eigenschaft, d.h. es gibt keinen echten Zwi-
schenkorper von L C L/, der (i) erfiillt.

Proposition IV.3.9 (Existenz und Eindeutigkeit der normalen Hiille): F's sei
K C L eine normale Korpererweiterung. Dann gelten:

(i) Es gibt eine normale Hille L' von K C L. Diese ist bis auf L-Isomorphie
eindeutig,

(ii) Ist K C L eine endliche Korpererweiterung, dann ist K C L' auch eine
endliche Korpererweiterung.

Proposition IV.3.10 (Normale Hiille in M): Sei K C L eine algebraische
Korpererweiterung und L C M eine algebraische Korpererweiterung, sodass
K C M normal ist. Dann enthdlt M genau eine normale Hiille L' von K C L
und es gilt:

(i) '=N{F|LCFCM und K CF ist normal}.

(ii) Fir jedes Erzeugendensystem A von K C L gilt: L' ist Zerfallungskorper
von § = {fa | fa ist Minimalpolynom von o € A}.

(iii) L' = K(U{o(L) | 0 € Homg(L,M)}) =: E.
Der Korper L' heifst dann Normale Hiulle von K C L in M.

Beweis: (i) Fir die Existenz der normalen Hiille: Definiere L’ wie in (i).
Dann ist L' normal (da K C M normal ist) und nach Konstruktion eine
normale Hiille.

Zur Eindeutigkeit: Da L’ aus (i) enthalten ist in allen normalen Kérpererwei-
terungen in M, die L enthalten, ist L’ eindeutig.

(ii) Es ist Z(§) C L', denn die Kérpererweiterung K C L' ist normal.
AuBerdem ist L' C Z(§), da die Kérpererweiterung K C Z(8) normal ist und
L enthalten ist in Z(gF).

(iii) ,2* folgt, da die Korpererweiterung K C L' normal ist und L enthalten
ist in L'. Die Inklusion ,,C* folgt, da £ C K normal ist — fiir alle h € Hom(F, E)
gilt namlich, dass fir alle & € L und o € Homg (L, M) schon h(o(«)) € E. O
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Beweis (von [Proposition IV.3.9)): Die Existenz und Teil (ii) folgen aus
iposition IV.3.10l Die Eindeutigkeit folgt aus [Proposition 1V.3.10(ii) und der
Eindeutigkeit des Zerfallungskorpers ([Proposition 1V.1.14]). Wir fassen dazu §
aus [Proposition 1V.3.10(ii) als Teilmenge von L[X] auf. O

4. Separable Korpererweiterungen

Sei a algebraisch iiber K. Wie viele Homomorphismen von K («a) in den alge-
braischen Abschluss K gibt es? Wegen des Fortsetzungsatzes (Satz 1V.1.11)
stehen die Homomorphismen von K («) in den algebraischen Abschluss K in
Eins-zu-eins-Korrespondenz zu den Nullstellen des Minimalpolynoms f,. Hat
fao keine mehrfachen Nullstellen, dann ist

#Homg (K (a), K) =d = deg(f,) = [K(a) : K].

Im Folgenden wollen wir uns Gedanken dariiber machen, was bei doppelten
Nullstellen passiert.

In diesem Abschnitt seien stets K ein Korper, K C L eine algebraische
Korpererweiterung und K ein algebraischer Abschluss von K.

Definition IV.4.1 (Separabel):

(i) Ein Polynom f € K[X] heifit separabel, falls f in K keine mehrfachen
Nullstellen hat, d.h. f zerfillt {iber K in verschiedene Linearfaktoren.

(ii) Ein Element o € L heifit separabel, falls das Minimalpolynom f,, separabel
ist.

(iii) Die Korpererweiterung K C L heifit separabel, falls jedes o € L separabel
ist.

Bemerkung 1V.4.2: [Definition IV.4.1 hangt nach der Eindeutigkeit des alge-
braischen Abschlusses nicht vom gewédhlten Abschluss K ab.

Bemerkung IV.4.3 (Ableitung): Fiir ein Polynom f = 37 ,a; X" aus K[X]
heifit f':= 3" ,ia; X! die Ableitung von f. Die Ableitung f ~ f’ ist eine
Derivation, d.h. (f +g) = f'+¢ und (fg) = f'g+ fg'.

Lemma IV.4.4 (Separabel vs Ableitung): Sei f € K[X]| ein Polynom mit
Grad gréfiergleich eins.

(i) Ein Element o € K ist eine mehrfache Nullstelle genau dann, wenn
fla) = 0 = f'(a). Dies gilt genau dann, wenn « eine Nullstelle von

geT(f, f').
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(i) Ist f drreduzibel, dann gilt die folgende Aquivalenz: f ist genau dann nicht
separabel, wenn " = 0.

Beweis: (i) Diese Aussage ist in Teilen bereits auf Blatt 9 bewiesen worden,
der verbleibende Teil wird auf Blatt 11 zu beweisen sein.

(ii) Ohne Einschrinkung sei f normiert und o« eine Nullstelle von f in K.
Dann ist f das Minimalpolynom von «. Ist f nicht separabel, dann ist o wegen
(i) eine Nullstelle von f und f’, d.h. es muss gelten f’ = 0.

Ist andererseits f' = 0, dann ist f nach (i) nicht separabel. O

Beispiel IV.4.5 (Nicht-separables Element): Sei K = F,(t) = Quot(IF,[t]).
Dann ist f = X? —t irreduzibel nach dem Eisenstein-Kriterium. Weiter ist
f' = pXP~! = 0. Nach dem vorhergehenden Lemma ist f nicht separabel, d. h.
t1/7 ist ein nicht-separables Element von K.

Proposition IV.4.6 (Kriterium fiir Separabilitit): Sei f € K[X] ein irredu-
zibles Polynom vom Grad mindestens eins.

(i) Ist char(K) = 0, dann ist f separabel.

(ii) Ist char(K) = p > 0, wdhle r maximal sodass f Polynom in X" ist, d. h.
f=g(X?") mit g € K[X]. Dann hat jede Nullstelle von f die Vielfachheit

‘A

p .

Beweis: (i) Das ist eine Konsequenz von [Lemma IV.4.4]

(ii) Fir f = X" ,a; X" gilt f' = 0 genau dann, wenn fir 0 < ¢ < n gilt:
1a; = 0. Das ist genau dann der Fall, wenn fiir 0 < ¢ < n der Koeffizient a; Null
ist, oder i von p geteilt werden, was genau dann der Fall ist, wenn es h € K[X]
mit f = h(XP) gibt.

Wir bemerken: Ist f irreduzibel, dann ist auch g irreduzibel. Aulerdem gilt
nach Definition von g und unserer Voriiberlegung, dass g separabel ist, wenn
g # 0 gilt, da es mindestens einen nicht durch p teilbaren Exponenten von g
gibt, dessen Koeffizient ungleich Null ist.

Wir kénnen schreiben g = [T%_ (X — ;) € K[X], wobei 31, ..., B paarweise
verschieden sind. Wahle eine Nullstelle o; € X?" — ;. Dann ist

7 T

X' —Bi=X" —af =(X — )",
d.h. X" = B hat genau die Lésung «; in K[X]. Wir erhalten deshalb die

Darstellung f = [1°,(X*" — o) = [1",(X — o;)?" und lesen ab, dass alle
Nullstellen die Vielfachheit p" haben. O
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Den Zusammenhang zwischen Separabilitdt und der Anzahl der Einbettun-
gen einer einfachen Korpererweiterung in den algebraischen Abschluss des
Grundkorpers ist der Folgende:

Korollar IV.4.7: Es seien K C K(«) eine einfache Korpererweiterung und f
das Minimalpolynom von « iber K. Dann gilt:

(i) Es ist a separabel genau dann, wenn f separabel ist und das ist genau
dann der Fall, wenn

[K(a) : K] = # Homg (K (a), K).

(ii) Ist char(K) =p > 0, sei p" die Vielfachheit der Nullstelle o von f. Dann

18t
[K(a) : K] = p"# Homg (K (o), K).

Beweis: (i) Diese Aussage folgt aus [Satz IV.1.11}
(ii) Ist eine Konsequenz von [Proposition IV.4.6/ und [Satz [V.1.11] O

Proposition IV.4.8 (Multiplikativitat von Hom): Seien K C L C M C K
algebraische Korpererweiterungen.

(i) Es gibt eine Bijektion
Homy (M, K) +— Homg (L, K) x Hom (M, K).
(ii) Ist K C M eine endliche Korpererweiterungen, dann gilt insbesondere:
#Homy (M, K) = # Homg (L, K) - # Hom (M, K).

Beweis: Wir wollen fiir jedes 0 € Homg (L, K) eine Fortsetzung ¢ € Homy (K, K)
wahlen — das dirfen wir nach [Satz [V.2.90
Definiere

¢: Homg (M, K) — Homg (L, K) x Homp (M, K),
h v+ (0 := h|p,7:=(6""oh)),

wir sind also in der Situation
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Es gilt 67! o h|p = id, denn fiir alle £ € L gilt
67loh(l)=6""oo(l)=6""6(0) =L

Definiere

¢: Homg (L, K) x Homp (M, K) — Homg (M, K),
(o0,7)—> G oT =t h.

Per Definition sind ¢ und 1 invers zueinander und (ii) ist eine direkte Konse-
quenz von (i). O

Proposition 1V.4.9 (Grad vs # Homg (L, K)): Es sei K C L eine endliche
Kérpererweiterung. Dann gilt:

(i) Ist char(K) =0, dann ist [L : K] = # Homg (L, K),
(ii) Ist char(K) = p > 0, dann gibt es r € Ny mit [L : K| = p" Homg (L, K).

Beweis: Man zeigt die Proposition per Induktion unter Verwendung von [Ko]
frollar IV.4.7], [Proposition IV.4.8|und [Proposition IV.1.2] [

Satz IV.4.10 (iiber Separabilitat): Fir eine endliche Korpererweiterung K C
L ist dquivalent:
(i) Die Korpererweiterung K C L ist separabel.
(i) Esist L = K(o,...,q,) mit diber K separablen oy, ..., o € L.
(iil) Es gilt [L : K] = # Homg (L, K).
Beweis: (i) = (ii)“ ist klar, die Implikation ,,(ii) = (iii)“ zeigt man wie bei

IProposition IV.4.9 Zu ,(iii) = (i)“: Betrachte die Kérpererweiterung K C K(«).
Dann gilt wegen [Proposition 1V.4.8, dass

[L: K(a)][K(a): K]=[L: K]
= # Homg (L, K)
= # Homp (o) (L, K) - # Homp (K (o), K).  (IV.1)

Aus [Proposition 1V.4.9| folgt, dass # Hom () (L, K) Teiler von [L : K(a)] und
# Hompg (K (a), K) ein Teiler von [K(«) : K] ist. Somit folgt jeweils Gleichheit
fiir die Faktoren, also gilt insbesondere [K(a) : K] = # Homg (K (a), K),
weshalb a nach [Korollar 1V.4.7] separabel sein muss. O
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Definition IV.4.11 (Separabilitdtsgrad): Fiir eine algebraische Kérpererweite-
rung K C L heiit [L : K|g := # Homg (L, K) der Separabilititsgrad von L
tber K.

Bemerkung IV.4.12: (i) Sind K C L C M algebraische Korpererweiterun-
gen, dann gilt nach |Proposition [V.4.§

[M : L]S[L : K]S = [M : K}S

(ii) Der Separabilitatsgrad [L : Klg ist ein Teiler von [L : K], genauer
gilt [L : K|s = [L : K] genau dann, wenn K C L separabel ist; sonst ist

char(K) =p > 0 und [L : K] = p"[L : K|g mit r > 1 nach [Satz IV.4.10| und

[Proposition 1V.4.9]

Satz IV.4.13 (vom primitiven Element): Sei K C L eine endliche separable
Korpererweiterung. Dann gibt es o € L mit L = K(«).

Beweis: Wir unterscheiden zwei Félle. Ist K ein endlicher Korper, dann ist
insbesondere L endlich. Die multiplikative Gruppe L* ist in diesem Fall zyklisch,
d.h. es gibt @ € L mit (o) = L und damit ist L = K(«).

Ist K ein unendlicher Korper, schreibe L = K(ag,...,q,) mit a; € L,
1 <7 < n. Nun zeigen wir die Behauptung durch vollstandige Induktion tiber
die Anzahl der Erzeuger. Fiir n = 0 und n = 1 ist alles klar. Gilt die Aussage
nun fiir ein festes n, dann ist K C L' := K(ay,...,an,-1) € L = L'(a,). Nach
Aufgabe 3 von Ubungsblatt 11 sind die Erweiterungen K C L' und L' C L
separabel und nach Induktionsvoraussetzung gibt es a € L' mit L' = K(«).
Schreibe § := «,,. Es reicht zu zeigen, dass es v € L mit K(«, 5) = K(v) gibt.

Seid := [L : K. Wir versuchen jetzt 7 € L zu finden, dessen Minimalpolynom
[~ mindestens Grad d hat. Dieses v wiirde unsere Wiinsche erfiillen. Beachte
nun:

(i) deg(fy) = #{Nullstellen von f,}, da 7 separabel ist;

(ii) {Nullstellen von f,} <+ Homg (K (), K) nach [Satz IV.1.11}
(iti) Hom(L, K) — Hom(K (7), K), 0 = 0|y ist surjektiv nach [Satz IV.2.9

und deshalb haben wir die Eins-zu-eins-Entsprechung
Hom(K (v), K) «— {o(7) | o € Hom(L, K)};

(iv) #Hom(L, K) = [L : K].
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Aus den obigen Punkten folgt, dass deg(f,) = d genau dann gilt, wenn die
Bilder o () von  fiir unterschiedliche o verschieden sind.

Schreibe Hom(L, K) = {0y, ...,04}. Wir miissen also jetzt v € L finden,
sodass () # o;(7y) fir i # j gilt. Wir setzen v an als y = a+ ¢ mit c € K
und hoffen, dass fiir i # j schon gilt o;(o + ¢f) # oj(a + ¢3). Jetzt ist aber

Vi#j:o(a+cB) #oj(a+ch)
= Vit o) — ojla) +c(oi(B) — 0(8) £0
= [[oila) = o(e) + c(0:(B) — 0;(B)) # 0.
i#]

Definiere das Polynom P =[], .;(0i(a) — 0;(c)) + X (04(8) — 0;(83)). Dieses P
ist nicht das Nullpolynom, da fir o; # o; stets gilt, dass 0;(c) # 0;(a) oder
0i(B) # o;(/). Insbesondere hat P nur endlich viele Nullstellen; da K unendlich
ist, gibt es ¢ € K mit P(c) # 0 und v = a + ¢f leistet das Gewiinschte. [

Definition IV.4.14 (Perfekter Korper): Ein Korper K heifit perfekt (gelegent-
lich auch vollkommen), falls jede algebraische Korpererweiterung von K sepa-
rabel ist.

Bemerkung IV.4.15: (i) Ist K ein Kérper mit char(K) = 0, so ist K perfekt.

(ii) Ist K ein endlicher Korper, so ist K perfekt (diese Aussage ist als
Ubungsaufgabe auf Blatt 11 zu zeigen).

(iii) Ist K ein perfekter Korper, dann ist jede endliche Koérpererweiterung
von K primitiv.

Definition IV.4.16 (Total inseparabel): Eine Korpererweiterung K C L heift
total inseparabel, falls [L : K]g = 1.
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Kapitel V.

Galois-Theorie

1. Hauptsatz der Galoistheorie

In diesem Abschnitt seien K C L eine algebraische Korpererweiterung und K
ein algebraischer Abschluss von K.

Bemerkung V.1.1: (i) Sei K C L eine normale Kérpererweiterung. Wahle
eine Einbettung L C K. Dann haben wir die kurze exakte Sequenz

{1} —— Auty(K) —— Autg(K) —— Autg(L) —— {1}

(ii) Die Korpererweiterung K C L ist normal und separabel genau dann,
wenn #(Autg (L)) = [L: K].

Beweis: (i) Folgt aus und dem zweiten Fortsetzungssatz.

(ii) Wir haben # Autg (L) < # Homg (L, K) = [L : K]g < [L : K], wobei
das erste Ungleichheitszeichen nach dem Satz iiber den algebraischen Abschluss
(Satz IV.2.7)— und das zweite Ungleichheitszeichen nach [Bemerkung IV.4.12|
gilt. Dabei sit das erste Ungleichheitszeichen eine Gleichheit genau dann, wenn
L|K normal ist und das zweite ist eine Gleichheit genau dann, wenn K C L
separabel ist. 0

Definition V.1.2: Eine Korpererweiterung K C L heifit galoissch, falls sie
normal und separabel ist. In diesem Fall heift Gal(L|K) := Autg (L) auch
Galois-Gruppe von K C L.

Proposition V.1.3 (Fixkorper): Seien L ein Korper und G C Aut(L) eine
Untergruppe. Fiir den Fixkorper

LY ={acL|VoeG: ola)=a}
gilt:

73



Kapitel V. Galois-Theorie

(i) LY ist ein Korper.

(ii) Ist G eine endliche Gruppe, dann ist LY C L eine galoissche Kérperer-
weiterung und es gilt Gal(L|LY) = G.

(iii) Ist LY C L eine algebraische Korpererweiterung, dann ist LY C L ga-
loissch und G C Gal(L|L%).

(iv) Es gilt G1 C Gy genau dann, wenn L D LG,

Beweis: (i) Klar, denn die Elemente aus G sind Kérperhomomorphismen.

(i) Die Kérpererweiterung L¢ C L ist algebraisch; sind ndmlich o € G und G
endlich, dann ist die Bahn Ga = {a = a4, ..., o, } endlich und wir erhalten das
Polynom f = [T/_,(X — ;) € LY[X] — der Beweis dieser Tatsache funktioniert
wie in (iii). Da f(a) = 0 ist, folgt dass a algebraisch iiber LY ist. Nach (iii) ist die
Korpererweiterung LY C L galoissch und G C Gal(L|L%). Fiir G = Gal(L|LY)
bleibt zu zeigen, dass [L : L] < #(G). Da LY C L separabel ist, ist jeder
endliche Zwischenkérper LY C E C L primitiv nach . Ist auBlerdem
E = L%a) mit a € L, dann ist [E : L¢] = [L%(a) : LY] = deg(f.) < #(G),
d.h. [L: L9 < #(G).

(iii) Wir haben, dass G C Aut; (L), denn fiir alle 0 € G und alle a € L%
ist o(a) = a. Die Korpererweiterung LY C L ist separabel; seien nimlich
a € L und f, € LY X] das Minimalpolynom von « iiber L¢. Nach dem ersten
Fortsetzungssatz permutiert G die Nullstellen von f,. Die Bahn
von « unter der Wirkung von G ist Ga = {a; = a,as,...,a,} C L.

Setze f =[[I1(X —a;) € L[X]. Firalleo € Gist °f =[[\_1 (X —o (o)) = f,
da f, ein Teiler des obigen Polynoms f ist, d.h. in Wahrheit ist f € LE[X].
AuBerdem ist f separabel, da die «; paarweise verschieden sind und damit ist
a separabel.

Die Korpererweiterung LY C L ist auflerdem normal. Seien nimlich o € L
und @& eine weitere Nullstelle des Minimalpolynoms f, € L¢[X]. Da f, ein
Teiler von f ist, gilt & € Ga. Es gibt also ein 0 € G mit (o) = &, d.h. & € L.

Insgesamt ist also LY C G galoissch und G C Gal(L|L%).

(iv) Das ist klar. O

Proposition V.1.4 (Fixkorper der Galois-Gruppe): Sei K C L eine galois-
sche Korpererweiterung. Dann ist LK) = K

Beweis: Wihle eine Einbettung von L in K und erhalte den Koérperturm K C
L C K. Weiter sei G := Gal(L|K). Offenbar gilt K C LY C L. Insbesondere
sind die Kérpererweiterungen LY C L und K C L% algebraisch.
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(i) Es gilt [LE : K]g = 1, ist ndmlich ¢ € Homg (L%, K), dann hat ¢ nach
dem zweiten Fortsetzungssatz (Satz IV.2.9)) und (Satz IV.3.6) eine Fortsetzung
6 € Gal(L|K) und fiir alle o € LY ist o(a) = 6(a) = a.

(ii) Da die Koérpererweiterung K C L separabel ist, ist auch K C L¢
separabel, d.h. LY = K nach (i). O

Satz V.1.5 (Hauptsatz der Galoistheorie): Sei K C L eine endliche galois-
sche Korpererweiterung mit G = Gal(L|K).

(i) Die beiden folgenden Abbildungen ¢ und v sind invers zueinander:

¢

T

{H C G Untergruppe} {E C L Zwischenkorper von K C L}

\/

P
mit
H-% L Gal(LIE) ¢4 E.
(ii) Die Untergruppe Gal(L|E) ist normal in G genau dann, wenn K C FE
normal ist. In diesem Fall ist Gal(F|K) = Gal(L/K)/ Gal(L/E).

Beweis: (i) Zur Wohldefiniertheit: Ist H C Gal(L|K) eine Untergruppe,
dann ist K C LY und damit ist L ein Zwischenkorper der Erweiterung
K C L. Ist K C L galoissch, dann ist auch £ C L galoissch und damit ist
Gal(L|E) definiert.

Fiir einen Zwischenkorper E der Korpererweiterung K C L gilt

d(V(E)) = p(Gal(L|E)) = L&D — |

wegen [Proposition V.1.4l
Ist H eine Untergruppe von Gal(L|K), dann ist

P(O(H)) = w(LH) = Gal(L|L") =

nach [Proposition V.1.3|

(ii) ,,«<=“: Ist K C E eine normale Korpererweiterung, dann erhalten wir wie
in [Bemerkung V.1.1| die kurze exakte Sequenz

{1} —— Gal(L|E) —— Gal(L|K) —— Gal(E|K) —— {1},

d.h. Gal(L|FE) ist ein Normalteiler in Gal(L|K) und es gilt die behauptete
[somorphie von Gruppen.
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,=“ Sei H := Gal(L|FE). Wegen (i) ist £ = L. Nach ist
zu zeigen, dass fiir alle 0 € Hom(FE, K) schon ¢(E) C E gilt. Da K C L
normal ist, erhalten wir wegen [Satz [V.2.9[ und [Satz IV.3.6] eine Fortsetzung
6 € Gal(L|K). Sei nun a € E. Wir wollen zeigen, dass o(a) € £ = L. Fiir
alle 7 € H = Gal(L|E) ist 67 '76 =: 7/ € H, da H normal in G ist. Damit ist

To(a) =76(a) = 67' () = 6(a) = o(a).
Somit ist o(a) € E = LH. O

Im Beweis des Hauptsatzes der Galoistheorie wurde nur fiir ¢ o ¢ = id
verwendet, dass die Korpererweiterung K C L endlich ist.

Bemerkung V.1.6: Sei K C L eine unendliche galoissche Korpererweiterung,

G := Gal(L|K) und ¢, wie in [Satz V.1.5. Dann ist weiterhin ¢ o ¢ = id und

somit ist ¢ injektiv und ¢ surjektiv und man erhéalt eine Bijektion
{H C G Untergruppe mit Gal(L|L") = H}
+— {F Zwischenkoérper von K C L}.
Definition V.1.7 (Kompositum): Seien F;, Fy Teilkérper von L. Dann heifit
E, - FEy:= ﬂ{E | E C L Teilkorper mit Ey, Fy C E}
das Kompositum von Ey, und Fs.

Bemerkung V.1.8 (Eigenschaften des Kompositium):

(i) Ej - Ey ist der kleinste Teilkorper von L, der E; und E, enthélt.

(ii) By - By = E1(Ey) = E5(Ey), d.h. wir erhalten das Kompositum durch
Adjunktion von E5 an E; oder umgekehrt.

(iii) Es gilt also By Ey = EyEj.
(iv) Sind E; und Es endliche Kérpererweiterungen von K, dann ist
[El'EQ:EQ]S[El:K] und [ElEQK]S[ElK][EQK]

Beweis: Die Punkte (i), (ii) und (iii) sind klar. Zu (iv): Wir sind in der Situation

Ey - Ey
/ \
K(ﬁl,...,ﬁn):Eg ElzK(Oél,. ,Oém)
und sehen damit, dass E1Es = K(aq, ..., Qm, B1, -, Pn)- O
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1. Hauptsatz der Galoistheorie

Proposition V.1.9 (Galois-Gruppe unter Korperaktionen): Seien K C L ei-
ne endliche galoissche Korpererweiterung, Ey, Ey C L Zwischenkorper von
K C L und Gy := Gal(L|E,), Gy := Gal(L|Es). Dann gelten:
(i) Esist By C Ey genau dann, wenn G1 2O G,
(ii) Ey- Ey = LY beziehungsweise Gal(L|E; - Ey) = G N Gy.
(iii) Ey N Ey = LIEYG2) —yobei (G1UGy) das Erzeugnis als Untergruppe von
G ist — beziehungsweise Gal(L|Ey N Ey) = (G U Ga).
Der Beweis dieser Proposition findet sich als Ubungsaufgabe auf Blatt 12.

Proposition V.1.10 (Galois-Gruppe fiir Kompositum): Seien E und E' Zwi-
schenkorper der Korpererweiterung K C L sodass F|K und E'|K endliche
Galois-Erweiterungen sind. Dann gilt:

(i) Die Korpererweiterung K C E - E' ist endlich und galoissch und fir ihre
Galois-Gruppe gilt Gal(E - E'|E) = Gal(E'|[EN E').

(ii) Der Homomorphismus
Y: Gal(E - F'|K) — Gal(F|K) x Gal(E'|K), o+ (o|g,o|E")
ist injektiv. Gilt sogar E N E' = K, dann ist ¢ bijektiv.
Beweis: (i) Dass die Erweiterung endlich und galoissch ist, folgt aus [Bemer

kung V.1.8, Aufgabe 3 von Ubungsblatt 10 und Aufgabe 10 auf Ubungsblatt
11. Betrachte die Abbildung

¢: Gal(E'- E|E) — Gal(E'|[ENE'), o — 0|g.
Diese ist injektiv; sei ndmlich o € Gal(E’ - E|E) mit o € ker(y). Dann ist
o|lp =idp und o|p = idg, d.h. 0 = idg.g. Auflerdem ist ¢ surjektiv, denn
(B')™&) — (E. B)SEFID n B — B E
nach dem Hauptsatz der Galois-Theorie (Satz V.1.5). Wieder nach dem Haupt-
satz der Galois-Theorie ist damit im(p) = Gal(E'|E N E').

(ii) Die Injektivitat von 1 ist klar (gleiche Argumente wie in (i)). Ange-
nommen K = E N E’ und sei (0,0") € Gal(E|K) x Gal(E'|K). Wegen (i) und
ENE' = K erhalten wir Fortsetzungen ¢ € Gal(E - E'|E’) von o € Gal(F|K)
und ¢’ € Gal(E - F'|E) von ¢’ € Gal(E'|K). Das heifit die Komposition
doé" € Gal(E - F'|K) erfullt, dass

N N

(606)g=060(6"g) =6lz =0
(

| =6lp o (¢'|p) =id|pod'|p =0 O
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Kapitel V. Galois-Theorie

2. Einheitswurzeln

Das Ziel dieses Abschnitts soll die Bestimmung der Galois-Gruppe Gal(K (&,)|K)
fiir eine primitive n-te Einheitswurzel ¢, sein. Uber @ kennen wir schon den
Grad dieser Korpererweiterung, dieser ist ndmlich ¢(n).

In diesem Abschnitt seien K ein Kérper und K ein algebraischer Abschluss
von K.

Definition V.2.1 (Einheitswurzeln):

(i) Ein Element ¢ € K heifit n-te Einheitswurzel, falls (" = 1.
(ii) Die Menge p, := U, := {¢ € K | (" =1} C K* heiBt Gruppe der n-ten
Einheitswurzeln und ist es auch.
Bemerkung V.2.2: (i) Die Gruppe U, ist zyklisch.
(ii) Ist n kein Vielfaches von char(K), dann ist #(U,) = n, d.h. U,, = Z/nZ.
(iii) Ist char(K) = p > 0, schreibe n = p" - n’ mit ggT(p,n') = 1. Dann ist
Up=Uy.
Beweis: (i) Nach Satz I11.4.10 sind endliche Untergruppen von K* zyklisch.

(i) Das Polynom f = X™ — 1 hat die Ableitung f' = nX""! d.h. f und
/" haben keine gemeinsamen Nullstellen. Nach [Lemma IV.4.4] ist f damit
separabel, d.h. f hat n Nullstellen.

(iii) Wegen f = XP"" —1 = (X" —1)*" folgt die Behauptung.
Insbesondere folgt aus [Bemerkung V.2.2| dass wir char(K) { n annehmen
konnen. 0J

Definition V.2.3 (Primitive Einheitswurzeln):

(i) Ein ¢ € U, heifit primitive n-te Einheitswurzel, falls (¢) = U,,.

(ii) Ist K = @ und ( eine primitive Einheitswurzel, dann heifit Q(() auch
Kreisteilungskorper.

Proposition V.2.4 (Ordnungen von Einheitswurzeln): Seien n und m natir-
liche Zahlen mit ggT(n,m) =1 und char(K) { m,n. Fir{ € U, undn € U :m
betrachte (n € U, . Dann gilt:

(i) ordy,,, (¢n) = ordy, (¢) ordy,, (n).

(ii) Sind ¢ und n primitive Einheitswurzeln in U, respektive U,,, dann ist (n
eine primitive Einheitswurzel in Up,y,.
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2. Einheitswurzeln

(iii) Die Abbildung
h: Uy, X Uy — Upn, (¢,m) —(n
ist ein Gruppenisomorphismus.

Beweis: (i) Seien k :=ordy,, ((n), r := ordy, () und s := ordy,, (n). Offen-
sichtlich ist (¢n)™ = 1, d.h. k teilt rs. Da aulerdem ggT(n,m) = 1, gibt es
a,b € Z mit 1 = na + mb. Deshalb ist

(1—an)

L= ((cn)¥) ™ = cHmemphmb — ¢,

d. h. r teilt k. Analog erhalten wir, dass auch s | k, d. h. rs teilt k, da r | n und
s | m.

(ii) Folgt aus (i).

(iii) Wir rechnen nach, dass

h((Cl, m) - (C2,772)> = h(CiCa, mm2) = Cilammnz = h(Cr,m)h(C2,72),

d.h. A ist ein Gruppenhomomorphismus. Wegen (ii) ist h surjektiv und da
#U, x U,, = #U,,, ist h auch injektiv. O

Bemerkung V.2.5 (primitive Einheitswurzeln): Es gelte wieder char(K) { n.

(i) Ist ¢ € U, eine primtive n-te Einheitswurzel, dann ist (* genau dann
primitiv, wenn ggT(a,n) = 1.

(ii) Es gibt (n)-viele primitive n-te Einheitswurzeln, wpbei ¢ die Euler’sche
p-Funktion ist.

Beweis: (i) Verwende, dass Z/nZ = U, vermoge a +— (* Aus Lineare
Algebra I wissen wir fir a € Z/nZ, dass a € (Z/nZ)* genau dann, wenn
geT(a,n) = 1.

(ii) Folgt aus der Definition der Euler’schen ¢-Funktion. O

Erinnerung V.2.6 (Euler’sche ¢-Funktion): (i) Fiir eine natiirliche Zahl n
ist p(n) definiert durch

on) =#{te N|1<t<nund ggT(t,n) =1}.

(ii) Fiir eine Primzahl p und eine natiirliche Zahl r gilt o(p") = p" — p"~ L.
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(iii) Fir teilerfremde natiirliche Zahlen n und m gilt ¢(nm) = ¢(n)p(m),
denn in diesem Fall ist Z/nmZ = Z./nZ & 7./mZ. und damit

(Z/nmZ)* = (Z/nZ)" & (Z/mZ)".

Proposition V.2.7 (Automorphismengruppe von U,,): Wir haben die Isomor-
phie
Aut(U,) = (Z/nZ)*.

Beweis: Wir wollen verwenden, dass U,, = Z/nZ. Definiere
O: Aut(U,) — (Z/nZ)™, v — y(1).
Dieses ® ist ein Gruppenhomomorphismus, denn es ist

72(1) 72(1)
D 072) = (1) =3 ( X 1) = 3 n(1) = n(1)(1) = 2)0(30).

Offensichtlich ist ® injektiv. Aulerdem ist ® surjektiv, denn ist a € (Z/nZ)*,
dann ist y: x — az ein Automorphismus mit ®(vy) = a. 0J

Bemerkung V.2.8 (Galois-Gruppe operiert auf U,,): Ist 0 € Gal(K((,)|K),
dann ist die Einschrankung oy, : 7 +— o(n) ein Automorphismus von U,,.

Proposition V.2.9 (Die Korpererweiterung K (¢,)|K): Sei ¢, € U, eine pri-
mitive n-te Einheitswurzel und es gelte char(K) t n.

(i) Der Korper K((,) ist der Zerfallungskorper Z(X™ — 1) und K C K((,)
is galoissch.
(ii) Fir den Grad der Korpererweiterung K C K ((,) haben wir die Abschit-
zung [K(Ga) + K] < ¢(n).
(iii) Falls K der Korper der rationalen Zahlen ist, dann ist [K : K((,)] = ¢(n).
Beweis: (i) Esist K(¢,) = Z(X"—1), denn ((,) = U, damit ist die Kérperer-

weiterung K C K((,) normal. AuBerdem ist die Kérpererweiterung separabel
nach [Bemerkung [V.3.2]

(ii) Nach [Bemerkung V.2.8 erhalten wir einen Gruppenhomomorphismus

v Gal(K(G)|K) — Aut(Uy), o — oo,

Offensichtlich ist ¢ injektiv. Wegen # Aut(U,,) = #(Z/nZ)* = ¢(n) beschliefit
das den Beweis.
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3. Intermezzo I - Darstellungen und Charaktere

(iii) Das haben Sie bereits in Aufgabe 4 auf dem achten Ubungsblatt gezeigt.
U

Satz V.2.10 (Die Galois-Gruppe von K ((,)|K): FEs sei char(K) kein Teiler

von n.

(i) Die Korpererweiterung K C K((,) ist eine abelsche Galois-Erweiterung
von Grad héchstens p(n). Genauer gilt: Gal(K ((,)|K) ist Untergruppe
von (Z./nZ.)*.

(i) Ist K = Q, dann ist Gal(Q((,)|Q) = (Z/nZ)*.
Beweis: (i) Wir definieren den Gruppenhomomorphismus
v: Gal(K((,)|K) — (Z/nZ)™, 0 Uy,

wobei v, definiert ist durch o((,) = (%°.

Dies ist die Verkniipfung der Abbildung ¢ aus [Proposition V.2.9| und
dem Isomorphismus aus |[Proposition V.2.7 Da ¢ injektiv ist, ist auch v
injektiv und die Behauptung ist gezeigt.

(ii) Nach [Proposition V.2.9| wissen wir

# Gal(Q(¢n)1Q) = [Q(Gn) - Q] = p(n) = #(Z/nZ)* O

Proposition V.2.11: Ist K =T, dann ist Gal(F,((,)|F,) =7.

3. Intermezzo I - Darstellungen und Charaktere
In diesem Abschnitt seien G eine Gruppe und K ein Korper.
Definition V.3.1 (Darstellugen und Charaktere):
(i) Eine Darstellung von G ist ein Gruppenhomomorphismus
p: G — GI(V) = Aut(V)
={¢: V — V| ¢ ist Isomorphismus von K-Vektorrdumen},

wobei V' ein K-Vektorraum ist. Die Dimension d = dim V' heifit auch
Dimension der Darstellung oder Grad der Darstellung.

(ii) Ein Charakter von G ist eine eindimensionale Darstellung von G, d.h.
ein Gruppenhomomorphismus x: G — GI(K) = K*.
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Beispiel V.3.2: (i) Die Abbildung xo: G — K*, g — 1 hei3t trivialer Cha-
rakter.

(ii) Ist G eine endliche Gruppe, also G = {gi, ..., ga}, wobei d eine natiirliche
Zahl ist, dann setze V = K¢ mit Basis e, ..., €,4, und definiere

p: G — GI(V), g+— p(g),

wobei p(g)(eg,) = €4, Dieses p ist eine Darstellung von G.

(iii) Jedes Element a € K* definiert einen Charakter von Z durch
Xa: Z — K™, 2 —a”.
Bemerkung V.3.3 (Gruppe der Charaktere): Sei
xe = {x: G — K™ | x K-wertiger Charakter}.

(i) Die Menge x¢ ist eine Gruppe mit den punktweisen Verkniipfungen, d. h.
fiir x1, X2 € x¢ und g € G gilt (x1 - x2)(9) = x1(9)x2(9)-

(ii) Fir G = K* erhalten wir die Inklusion von Gruppen
Aut(K) — xq, 0 — O|gx.

Der folgende Satz geht zuriick auf Emil Artin

Satz V.3.4 (iiber Unabhingigkeit der Charaktere): Fusse xg als Teilmenge
des K -Vektorraums Abb(G, K) auf. Dann ist xg linear unabhdngig.

Beweis: Angenommen, yg wére linear abhéngig. Diese Annahme wollen wir
fithren zu einem Widerspruch fithren.

Sei n minimal mit der Eigenschaft, dass es x1,...,xn € Xx¢ gibt, sodass
{x1,- -+, Xn} linear abhéngig ist. Da wir tiber einem Korper arbeiten, wére n
mindestens 2. Es giabe also ay,...,a, € K*, sodass a;x1 + -+ a,X» = 0 und
fir alle g € G gélte

aix1(g) + -+ + anxa(g) = 0. (V.1)

Wir kénnten h € G finden, sodass x1(h) # x2(h). Einsetzen in |Gl. (V.1)|lieferte,
dass fiir alle g € G schon

arx1(hg) + azx2(hg) + -+ anxn(hg) =0 (V.2)
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galte. Subtraktion des xi(h)-fachen von |GL. (V.1) von |Gl (V.2)|lieferte, dass
fir alle g € G galte, dass

az(x2(h) = x1(h)) - x2(9) + -+ + an(xn(h) — x1(h))x1(g) = 0.

Wegen der Minimalitdt von n miissten Yo, ..., X, linear unabhéngig sein, d. h.
azs(x2(h) — x1(h)) = -+ = an(xn(h) — x1(h)) = 0. Insbesondere xo(h) = x1(h)
im Widerspruch zur Wahl von h. O]

Korollar V.3.5: Sei L ein Korper.

(i) Zur Erinnerung: Wir haben die Inklusionen Aut(L) C xg € Abb(L*, L),
d. h. Aut(L) ist als Teilmenge von Aut(L*, L) linear unabhdngig.

(ii) Seien G = 7, ay,...,a, € K* und xq,: Z — K*, z — a? aus 5.3.2.
Dann sind die Charaktere Xa,, ..., Xa, linear unabhdngig, d.h. fir ci,...,c, €
K, die fiir alle z € 7. leisten, dass

aai +...cpa;, =0,

gilt schon ¢y =--- =¢, =0.

4. Intermezzo II - Norm und Spur

In diesem Abschnitt seien K C L eine Korpererweiterung vom Grad n und K
ein algebraischer Abschluss von K.

Definition V.4.1 (Norm und Spur): Fiir € L sei ¢, die K-lineare Abbildung
Yo: L — L, z— ax.

(i) Die Zahl Sp,x(a) := Spur(ip,) heiBt Spur von a beziglich K C L.
(i) Die Zahl Ny k() := det(y,) heiit Norm von o beziiglich K C L.

Bemerkung V.4.2 (Bezug zu charakteristischen Polynomen): Sei

XSOa = Z CiXi
=0

das charakteristische Polynom von ¢,. Aus Bemekerung IX.8.5 im Lineare
Algebra Skript wissen wir, dass ¢, = (—=1)", ¢,.1 = (—=1)""'Sp(p,) und
co = det(py).
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Bemerkung V.4.3 (Spur- und Normabbildung): Fir die Abbildungen

Sppk: L — K, a — Sp(¢a),
Npyg: L — K™, a — det(pq)
gilt:
(i) Sppk ist ein K-Vektorraumhomomorphismus und damit eine Linearform,
(ii) Npk ist ein Gruppenhomomorphismus und damit ein Charakter.
Beispiel V.4.4 (Die Korpererweiterung C|R): Es scien L = C und K = R.

Waihle die Basis B = {1,i} in C. Fir z = z + iy gilt fir ¢.: ¢.(1) = z = x + iy,
©.(1) = 2zi = y + iz, d. h. die Darstellungsmatrix von ¢, beziiglich der Basis B

ist
_ (T Y
Dpp(p.) = <y $>
Jetzt sind Spgr: € — R, 2 — 2R(2), Ngr: C* = R?, z = |2].

Bemerkung V.4.5 (Rechenregeln fiir ¢,):

(i) Die Abbildung ¢: L — Endg (L), a — ¢, ist ein K-Algebrenhomomor-
phismus,

(i) Fir f € K[X] gilt f(va) = @f(a)-

Beweis: Rechenregel (i) ist klar. Fiir (ii): Schreibe f = 3" ;¢ X*. Dann ist
f(pa) = Xy cipl, und mit (i) sehen wir f(pa) = Yitg CiPai = P f(a)- O

Proposition V.4.6 (Rechenregeln fiir Norm und Spur in Spezialfillen):
(i) Ist o € K, dann ist Spp (o) = na und Npjx(a) = a™.
(ii) Ist a € L, wobei L = K («), mit Minimalpolynom f = > 1) ¢; X + X"
von « tber K. Dann ist f = (—1)"x,, und insbesondere sind
Sprk(a) = (=1)cp1 und  Npk(a) = (=1)"c.
Beweis: (i) Ist B eine beliebige Basis von K C L, dann ist Dp g(¢) = al,,

was die Behauptung liefert.

(ii) Wegen[Bemerkung V.4.5|ist f(pa) = ¢y, und ¢y = 0, da f(a) = 0. Wir
wissen also, dass f den Endomorphismus ¢, annuliert und dass f irreduzibel ist
tiber K, f ist also das Minimalpolynom von ¢,. Wegen deg(f) =n = dimg L
ist f bis auf einen konstanten Faktor das charakteristische Polynom von ¢,. [
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Proposition V.4.7 (Rechenregeln fiir Spur und Norm): Fir o € L betrachte
die Kette K C K(a) C L. Sei t :=[L : K(«)]. Dann gilt:

(i) SPL\K(Q) = tSpK(a)|K(a);
(il) Npjr(a) = Ni(ay (@)

Beweis: Wir wihlen die K-Basis By = {zy,...,2,} von K C K(«a) und die
K(a)-Basis By = {y1,...,y:} von K(a) C L. Dann ist

B = (T1y1, ToY1, - -+ s TolY1, T1Y2y -« o s T1Yty + -+ s Loy« -+, Trlt)

eine geordnete Basis von L. Sei A := Dp, p,(¢o) = (a;;) und verwende
ar; = Y ak,;Tg. Dann ist a;y; = >0 ar7y;, d.h. wir haben

DB,B(QOa) = . )

was die Behauptung zeigt. O

Korollar V.4.8: Fiir alle o € L gilt:

(1) Sprik (@) = SPk(a)x (SPLiK (@) (@)
(ii) NL\K(CO = NK(Q)‘K(NL‘K(Q)(OJ)).

Beweis: Wir zeigen die Behauptung nur fiir die Spur, fiir die Norm funktioniert
der Beweis analog. Nach |Proposition V.4.7| und |Proposition V.4.6| gilt

SpL\K(a> [L: K()] SPK (04)
= SpK(a)|K([L : K( )a) = SpK(a)|K(SpL|K(a)(@))~ O

Satz V.4.9: Schreibe [L: K] = [L: Klg - ¢ und Hom(L, K) = {01, ...,0,} mit
r=|[L: K]s. Dann gilt

SpL|K —anZ und Npjg(o <Hal )
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Beweis: Wir zeigen die Aussage zunéchst fiir o« € K. In diesem Fall haben wir,
dass 01(a) = -+ = 0,(a) = «, d. h. nach [Proposition V.4.6| gilt

Spp k(@) = [L: Kla=qra = qiai(a), Npk(o) = o1 = (Hal ) )

i=1

Ist L = K(«a), dann gilt fiir das Minimalpolynom f, von « tber K, dass
fo=0_gaX? =TI_(X — 0i(a))9. Mit [Proposition V.4.6|also

Sprik (@) = (=1)cp—1 = qéai(a), Ny(a) = (=1)"c, = lfllai(oé)q

Ist « beliebig in K C L, dann betrachten wir die Kérperkette K C K(«) C L,
schreiben Homg (K (o), K) = {oy,...,0.}, [K(a) : K] = ¢r und auBerdem
schreiben wir Hompg () (L, K) = {7i,...,7,} sowie [L : K(a)] = gors. Wir
wihlen Fortsetzungen 6,: K — K.

Nach [Proposition 1V.4.8 ist Homg (L, K) = {;07; | 1 <i < 7,1 < j <ro}.
Beachte, dass [L : K| = riqir2qs = q[L : K|s mit ¢ = ¢1¢2. Nach [Korollar V.4.8|
gilt jetzt

SPL\K(‘W = SpK(a)|K(SpL|K(a)<a))
= S (L 7(0) =0 S on(L7(@)) =a D3 aim(e)
j=1 =1 Nj=1 i=1j=1
Die Behauptung iiber die Norm zeigt man auf die gleiche Art und Weise. [J

Korollar V.4.10 (Verkniipfung von Spur und Norm): Sei K C L C M eine
Kette von endlichen Korpererweiterungen. Dann gilt:

(i) SpM\K = SpL\K © SpM\L'

(11) NM\K = NL|K ¢) NL|M
Beweis: Schreibe [M : L] = garo mit 79 = [M : L] und [L : K] = ¢;ry mit r =
[L: K],. Dann ist [M : K| = qr mit ¢ = q1go und r = [M : K]|,. Ferner seien
Homy(M,K) = {r,...,7,} und Homg(L,K) = {o1,...,0,,} und 6;: K —
K eine Fortsetzung von o. Nach [Proposition IV .4.8|ist Hom K(M K) = {6;071; |
1<i<r,1<j<r}

Fir a € M gilt nach [Satz V.4.9] dass

SpL|K(SpM\L(a)) =qQ i Oi < SPML(Q))

1=1

ZQ1Q2iUi(i )—QTZITZQ%OT] _SpM|K< )

i=1 j=1 i=1j=1

Die Aussage iiber die Norm zeigt man analog. O
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Korollar V.4.11 (Invarianz unter Galois-Gruppe): Sei K C L eine galois-
sche Korpererweiterung. Dann sind Sppx und Npjx invariant unter Galois-
Automorphismen im folgenden Sinne: Fir alle o« € L und o € Gal(L|K) gilt

Spyk (0(@) = Spyyx (@) und Npj(o(a)) = Nyjg(a).
Beweis: Folgt direkt aus|[Satz V.4.9| O

Korollar V.4.12 (Spur fiir inseparable Korpererweiterungen): Die Kdrperer-
weiterung K C L ist inseparabel genau dann, wenn Sppx = 0.

Beweis: Die Implikation ,,=* folgt aus und der Tatsache ¢ = p* fiir
eine nattrliche Zahl k£ und p = char(K’) nach (Proposition IV.4.6).

,<="“: Angenommen, K C L ist separabel und sei Homg (L, K) = {o4,...,0,}.
Wir fassen o; via oy|px: L* — K* als l_(—wertigen Charakter auf. Nach

Satz V.4.9ist Spyx = >i_; 0. Wire Spyx = 0, dann wire {oy,...,0,}
linear abhangig im Widerspruch zu [Satz V.3.4] U

Fiir eine separable Korpererweiterung K C L ist die Abbildung
Sp: Lx L — K,  (z,y) — Sppx(zy)

eine symmetrische Bilinearform. Auflerdem ist Sp nicht ausgeartet, d.h. fir
all x € L™ gibt es y € L sodass Sp(zy) # 0. Ware namlich z € L* mit der
Eigenschaft, dass fiir alle y € L schon Sp(zy) = 0, dann wére fir alle « € L
auch Spyx(a) = 0, was nicht sein kann, denn K C L ist separabel.

Korollar V.4.13 (Spur induziert Isomorphismus L = L): Ist K C L eine se-
parable Kéorpererweiterung, dann ist

Sp:LXL—>K7 (.T,y)'—)Sp“K(Q?y)

eine nicht-ausgeartete symmetrische Bilinearform und definiert den folgenden
Isomorphismus von K -Vektorrdumen:

®: L — 1L, x — Sp(x—),
wobei L den Dualraum von L bezeichnet.

Korollar V.4.14: Ist K C L eine separable Korpererweiterung und {x1, ..., ,}
eine K -Basis von L, dann gibt es eine eindeutig bestimmte K-Basis {y1, ..., Yn}
von L, sodass fir 1 <i,j <n gilt, dass Spyx(ziy;) = 0i;-

Beweis: Sei {f1,...,0,} die Dualbasis von {z1,...,2,}, d.h. Bi(z;) = 6;;.
Waihlen wir y; := ®1(3;), dann gilt SpL|K(mZ~yj) = O(y;)(z;) = Bj(zi) = d;j,
wie gewiinscht. O
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5. Zyklische Korpererweiterungen

In diesem Abschnitt seien K ein Korper, n eine nattrliche Zahl, die kein
Vielfaches der Charakteristik von K sei und K enthalte eine n-te Einheitswurzel

Cn-

Proposition V.5.1 (Galois-Gruppe Gal(K ({/c|K)): Seien ¢ € K und L =
K({/c), d.h. L = K(«) mit o™ = ¢. Dann gilt:

(i) Die Erweiterung K C L ist eine galoissche Korpererweiterung.
(ii) Die Galoisgruppe Gal(L|K) ist zyklisch.
(iii) Der Grad d := [L : K] teilt n, es gilt a® € K und X¢ — o ist das

Minimalpolynom von «.

Beweis: (i) Ohne Einschrankung sei ¢ € K*. Dann sind «, a(,, ..., o
die n verschiedenen Nullstellen von X™ — ¢, die alle in L liegen und L ist der
Zerfallungskorper der Polynoms X" — ¢, d.h. K C L ist normal.

Fir f = X" —cist f/ = nX" !, d.h. f ist separabel, da f und f’ keine
gemeinsamen Nullstellen haben. Insbesondere ist K C L separabel.

(ii) Sei 0 € Gal(L|K). Dann ist o(a)n, mit n, € U,. Wir erhalten also

einen injektiven Gruppenhomomorphismus Gal(L|K) — U, via ¢ — 1,. Da
U, zyklisch ist, ist auch Gal(L|K) zyklisch und d = # Gal(L|K) teilt n.

(iii) Fir ein o € Gal(L|K) ist

o(a?) = (o(a))? = (an,)! = a’n, = o,
also ist a? = LEEIK) — K Weiter annuliert X — a? € K[X] unser a und hat
den richtigen Grad. U

Im Folgenden wollen wir uns davon iiberzeugen, dass das das einzige Beispiel
mit Gal(L|K) = Z/nZ, wobei die Charakteristik von K unser n nicht teilt.

Satz V.5.2 (Hilbert ’90): Es sei K C L eine endliche zyklische Galois-Erwei-
terung mit Gal(L|K') = (o). Fir f € L ist Ny jx(8) = 1 genau dann, wenn es
a € L* mit = ac(a)™t gibt.

Satz V.5.3 (iiber zyklische Korpererweiterungen): Sei K C L eine Korperer-
weiterung von Grad n. Die Korpererweiterung K C L ist zyklisch genau dann,
wenn L = K(«) fir ein o € L mit Minimalpolynom f, = X™ — ¢, wobei ¢ € K.
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Beweis: < ist [Proposition V.5.1}

,=“: Sei Gal(L|K) = (o). Wegen ¢, € K ist Nyx(¢,) = ¢ = 1 nach
Proposition 5.4.6. Genauso ist Ny x(¢, ') = 1.

Wegen gibt es @ € L* mit (;' = ac(a)™!, d.h. o(a) = {,a. Wir
erhalten, dass a, o(a) = (,a, 0%(a) = Ca, ..., 0" (a) = ("o allesamt
Nullstellen von f, sind, d.h. [K(«a : K] > n. Da aber [L : K| = n, muss
L = K(«) gelten.

Bleibt zu zeigen, dass f, = X" — ¢, wobei ¢ € K. Wir zeigen dazu, dass
a” € K gilt. Es ist

o(a@") = o(@)" = (Ga)" = a”,
d.h. o™ € K. Aus [L : K| = n folgt, dass X™ — ¢ irreduzibel ist. O

Beweis (von |V.1.5): < folgt aus (Korollar 5.4.11).
,=“ Es sei n = [L : K|. Dann ist Gal(L|K) = {id,0,0?,...,0"'}. Wir
betrachten wiederum die zugehérigen Charaktere y; := 0| x: L* — L*. Nach

Satz V.3.4]ist {xo,..., Xn_1} linear unabhingig tiber L. Setzen wir
f=xo+Bx1+Bo(B)x2+ -+ Bo(B)a*(B)...0" *(B)Xn-1,

dann ist f # 0, d.h. es gibt v € L*, sodass a = f() # 0. Es ist also

a =7+ B0(7) + Bo(B)o*(7) + Bo(B)o*(8)0 (7)
o4 Bo(B)0X(B) - 0" (B (7).

Damit ist
po(a) = po(y) + fo(B)o 2(7)+50( B)a*(B)a’(v)
+ o Bo(B)a*(B) - " (B)a"(v)
= Bo(y) + Bo(B)o (7)+50() *(8)a*(7)
+ -+ Ny (B)y
= Bo(y) + Ba(B)a*() + Ba(B)o*(B)o’(7)
_l’_..._i_f)/
d.h. fo(a) = «, was die Behauptung zeigt. O

Satz V.5.4 (Hilbert *90 additiv): Seien K C L eine endliche zyklische Galois-
Erweiterung mit Gal(L|K) = (o) und sei § € L. Dann gilt fir B € L dass
Spx(B) =0 genau dann, wenn es a € L mit = o — o(a) gibt.
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Beweis (dhnlich aber nicht analog): ,,<“: Das ist (Korollar 5.4.11).

»=": Es seien wiederum n = [L : K| und Gal(L|K) = {id,o,...,0"'}. Da
die Korperweiterung K C L separabel ist, gibt es v € L mit Spy x(y) # 0.
Definiere aw € L durch

Sppk(Ma = Bo(y) + (B+a(B)o*() + -+ (B+0(B) + -+ " *(B)).
Eine einfache (aber vermutlich ldngliche) Rechnung liefert, dass
(a—o(a)) SpL\K('Y) =0 SPL|K(7)7
d.h. ao(a) = 6. O

Als Ausblick, wozu das eben bewiesene niitzlich ist: Seien (G, -) eine Gruppe,
(M, +) eine abelsche Gruppe und G — Aut(M) eine Gruppenaktion von G auf
M. Wir definieren C"(G, M) := Abb(G", M) und

d": C"(G, M) — C"*(G, M), fr—d"(f),
wobei
d"(f)(gr - gnir) 7= 91 F(92, - Gnt1)
+ i(—l)jf(917 o3 9i=15 9iGit15 Git1s - - - 5 Gn)
+(=1)"" (g1, gn)-
Dadurch erhalten wir eine Kette von Homomorphismen von abelschen Gruppen
M=~ C%G, M) —2 VG, M) —£— (G, M) —£— ¢3(G, M) ...
Es gilt d" o d” ! =0, d.h. im(d"™!) C ker(d"). Der Quotient
H™(G, M) :=ker(d")/im(d" ")
heiflen n-te Gruppenkohomologie mit Werten in M. Beachte:
(0) Ist a € M = C°(G, M), dann ist d°(a) € C*(G, M) = Abb(G, M) und
d’(a): G — M, g— ga—a
(1) Ist f € CYG, M), dann ist d*(f) € C*(G, M) mit

d'(f): G* — M, (91,92) — 91f(92) — f(g1,92) + f(g1)-
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2) Ist h € C*(G, M) = Abb(G?, M), dann ist
(2)

d*(h): G* — M,
(91, 92, 93) — g1 (g2, 93) — h(g192, 93) + h(g1, g293) — h(g1, g2).

Beispiel: Ist G = Gal(L|K) und M = L*, dann ist H'(Gal(L|K),L*) =
ker(d')/im(d"). Es sind

ker(d') = {f € Abb(G, L) | Voi,00 € G : 01(f(02)) - (f(o1009)) 7 - f(o1) =
im(d”) = {f € Abb(G,L*) | Ja € L*: f(o) = o(a)a™'}

Ist G eine zyklische Gruppe mit Erzeuger o, d.h. falls K C L eine zyklische
Erweiterung ist, dann ist H'(G; L*) = {0}, d. h. ker(d") = im(d°).

Seien namlich f € ker(d') und b = f(0). Wegen f € ker(d') ist f(c?) =
a(f(0))f(c) = a(b)b. Analog ist f(c*) = o(b)o(b)b und so weiter und f(o™) =
o™ 1 (b)o™ 2(b) - - - o(b)b. Daraus folgt, dass Npx(b) = f(o™) = f(id). Wegen
der obigen Mengenbeschreibung (fiir o1 = id = 03) kénnen wir ablesen, dass

f(id) =1, also Ny (f) = 1. Jetzt liefert [Satz V.5.2| die Behauptung.

Proposition V.5.5 (Artin-Schreier-Beispiel): Seien K ein Kiorper der Charak-
teristikp > 0 und L = K («), wobei a eine Nullstelle von f = XP—X—c € K[X]
ist. Dann ist L = K und XP — X — ¢ zerfdllt iber K in Linearfaktoren oder
K C L ist eine zyklische Galois-Erweiterung und X? — X — c ist irreduzibel.

Beweis: Beachte, dass f(a+1)=(a+1)T —(a+1)—c=a —a—c= f(a).
Deshalb sind «, 41, ..., a+p—1 schon p verschiedene Nullstellen von f in L,
d.h. K C L ist eine normale Korpererweiterung. Wegen f' = pX?~! —1 = —1
haben f und f’ haben keine gemeinsamen Nullstellen, also ist f separabel und
K C L ist in der Tat galoissch.

Ist a € K, dann liegen auch alle anderen Nullstellen von f schon in K. Sei
jetzt o € L — K. Wir wollen zeigen, dass f = X? — X — ¢ irreduzibel ist.
Angenommen, g wére ein Teiler von f, d.h. g wére von der Form

g=X—-—a—i) (X —a—1iy) € K[X],

wobei iy,...,iq € {0,...,p — 1}. Der Koeffizient von X! ist von der Form
—do + j mit j € I, € K, wir erhielten also « € K im Widerspruch zur
Annahme. f ist also das Minimalpolynom von .
Wir finden deshalb o € Gal(L|K) mit o(a) = « + 1. Die Potenzen id, o, o2,
.., 0971 sind damit verschieden und Gal(L|K) = (o). O
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Satz V.5.6 (von Artin-Schreier): Sei K C L eine Korpererweiterung der Cha-
rakteristik char(K) = char(L) = p > 0. Dann gilt: Die Korpererweiterung
K C L ist eine zyklische Galois-FErweiterung von Grad p genau dann, wenn es
c € K gibt, sodass L = K (), wobei o« € L — K eine Nullstelle von X¢— X —c
15t.

Beweis: ,,<=“ haben wir in [Proposition V.5.5| gesehen.

»,="1 Sei Gal(L|K) = (o). Dann ist Sp;x(—1) = p- (—1) = 0. Nach der
additiven Variante von Hilbert 90 gibt es @ € L mit o(a) = a+ 1.
Weiter ist o/(a) = a + i, d. h. die Koérperelemente «, o(a), ..., 0?7 (a) sind

alle verschieden. Wegen [K(«) : K] > pist L = K(«), denn [L : K| = p.
Auflerdem ist

ola® —a)=c(a)f —o(la)=(a+ 1)’ = (a+1) = — q,

wir sollten also ¢ := af — o € LK) — K wihlen. Also ist « eine Nullstelle
von X? — X —ce K[X]. O

6. Auflosbarkeit von Gleichungen

Beispiel V.6.1 (quadratische Gleichungen): Die Losungen von X2 + pX + ¢
sind X1, = —p/2 + (p/4 — q)V/2.

Beispiel V.6.2 (kubische Gleichungen): (i) Gleichungen X3 +3pX +2q = 0:
Ist (3 eine primitive Einheitswurzel und schreiben wir u = (—q + (¢ +p?)"/?)/3
und v = (—q — (¢* + p*)Y/?)Y/3, wobei wir die dritten Wurzeln so wihlen, dass
uv = —p gilt, dann haben wir die drei Losungen

Xi=u+wo, X5 :uC3+vC32, X3:UC§+U(3,

Diese Formeln sind bekannt als die Cardanischen Formeln, stammen aber
tatsachlich von Ferro.

Um diese Formeln zu erhalten, wihlt man den Ansatz, dass man eine Losung
X schreiben kann als Summe X = u + v. Einsetzen gibt

X% = (u+v)* =+ 3uv + 3uv® + v
= 3uv(u +v) +u® +v° = 3uvX +u® +v* = —3pX — 2¢,
wobei das letzte Gleichheitszeichen daher kommt, dass X eine Losung der
Ausgangsgleichung ist. Wir suchen also v und v, sodass uv = —p, u3+v3 = —2¢.
Einfacher ist aber, «® und v?® zu suchen, die u3v® = —p? und v® + 13 = —2¢

leisten. Nach dem Satz von Vieta erfiillen das die Losungen der Gleichung
T? 4 2¢T — p*. Diese sind —q =+ (¢ + p3)'/53.
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(ii) Gleichungen der Form X?®+aX?+bX + ¢ = 0: Ersetzt man X =Y — 1q,
dann ist —(3/3)a+a = 0 der Koeffizient von Y? und wir erhalten eine Gleichung
vom Typ (i). Genauer ist unsere neue Gleichung Y2 + 3pY + 2¢ = 0, wobei
p=(1/3)a* +bund q = (3/27)a® — (ba/3) + c.

Definition V.6.3 (durch Radikale auflosbare Korpererweiterungen): Eine end-
liche Korpererweiterung K C L heifit durch Radikale auflésbar, falls es eine
Korperkette K =: g C By C --- C E,, mit L C E,, und E;\, = Ei(a;41),
wobei

(i) iy ist Einheitswurzel,

(i) cqq ist Nullstelle von X" — ¢ € E;[X] fir ein ¢ € E; und eine natiirliche
Zahl n, die kein Vielfaches der Charakteristik von K ist,

(iii) ayyq ist Nullstelle von X? — X — ¢ € E;[X]| mit p = char(K) > 0 und
cE EZ

Bemerkung V.6.4: Ist K C L durch Radikale auflésbar, dann ist K C L
separabel.

Definition V.6.5 (Auflosbare Korpererweiterung): Eine endliche Korpererwei-
terung K C L heiflt auflosbar, falls es eine Korpererweiterung L C E gibt,
sodass K C E galoissch und Gal(E|K) auflosbar ist.

Bemerkung V.6.6: Ist K C L eine endliche galoissche Korpererweiterung, dann
ist K C L auflosbar genau dann, wenn Gal(L|K) auflésbar ist.

Beweis: ,«<“ ist klar. Fur ,=“: Sei F wie in |Definition V.6.5l Dann ist
Gal(L|K) = Gal(E|K)/Gal(E|L), d.h. Gal(L|K) ist auch auflésbar nach
(Bemerkung I1.3.11). O

Proposition V.6.7 (Vererbung von Auflosbarkeit): Fiir algebraische Korperer-
weiterungen K C L, E C M gilt:

(i) Sind K C L und K C M aufiésbar, dann auch K C LE und K C LNE,

(ii) FEsist K C M auflosbar genau dann, wenn L C M und K C L auflésbar
sind.

Der Beweis dieser Aussage wird Thnen als Ubungsaufgabe 3 auf Blatt 13
iiberlassen.
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Proposition V.6.8 (Auflosbarkeit der elementeren Korpererweiterungen): Die
Korpererweiterungen vom Typ (i), (ii) und (iii) aus [Definition V.6.5 sind auf-
losbar.

Beweis: Fiir Typ (i) und Typ (iii) folgt die Behauptung aus (Satz V.2.10) und
(Satz V.5.5). Sei K C L eine Kérpererweiterung vom Typ (ii) und n := [L : K].
Das heifit L = K(«), wobei a Nullstelle von X" — ¢ € K[X]. Sei weiter ¢, eine
primitive n-te Einheitswurzel und F' := K((,). Wir sind also in der Situation

LF = F(a)

/ \L:

F=K()
\ . /

Es ist also LF' = F(«). Nach (Satz 5.5.3) ist /' C LF eine zyklische Galois-
Erweiterung und damit auflésbar. Nach (Satz 5.2.10) ist K C L auflésbar, nach
(Proposition 5.6.8) ist K C LF aufosbar und schlielich ist wegen (Proposition
5.6.8) auch K C L auflésbar. O

K(a)

Satz V.6.9 (iiber Auflosbarkeit von Korpererweiterungen): Sei K C L eine
endliche Kérpererweiterung. Dann gilt: K C L ist auflésbar genau dann, wenn
K C L durch Radikale aufiésbar ist.

Beweis: ,«<“ folgt aus Proposition 5.6.8 und Proposition 5.6.7.
»,="“: Wir zeigen die Aussage in drei Schritten:

(1) Die Behauptung stimmt, wenn K C L galoissch ist und K alle n-ten
Einheitswurzeln enthélt, wobei n = [L : K],

(2) Die Behauptung stimmt, wenn K C L galoissch ist,

(3) Die Behauptung stimmt fiir allgemeine endliche Koérpererweiterungen.

Zu (1): Es sei G = Gal(L|K) die auflésbare Galois-Gruppe unserer Korperer-
weiterung, d. h. es gibt eine Kompositionsreihe

Gal(L|K) =G = No> Ny > --- > Ny = {1}

mit zyklischen Quotienten von Primzahlordnung. Nach dem Hauptsatz der
Galois-Theorie erhalten wir einen Korperturm K = Ey C Ey C--- C Ep = L,
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wobei, fiir 1 <1 < k, die Kérpererweiterung E; C E;,q zyklisch ist mit primem
Grad p; = [E;11 : ], der n teilt.

Satz 5.5.3 liefert im char(K') # p;, dann ist £; C E;;; vom Typ (ii) und Satz
5.5.5 liefert im Fall char(K) = p;, dass F; C F,; 1, vom Typ (iii) ist.

Zu (2): Wie verwenden den gleichen Trick wie in Proposition V.6.8. Seien
n = [L: K|, {, eine primitive n-te Einheitswurzel und F' := K((,). Wéhle fir
L und F' in einem algebraischen Abschluss das Kompositum LF'. Nach Satz
V.2.10 ist K C F auflésbar und K C L ist auflosbar nach Voraussetzung. Nach
Proposition V.6.8 ist also auch K C LF auflésbar.

AuBlerdem ist nach Proposition V.1.10 auch K C LF galoissch. Nach (1) ist
F C LF durch Radikale auflosbar und K C F' ist eine elementare Erweiterung,
d. h. nach Proposition V.6.8 ist auch K C LF' durch Radikale auflosbar. Aber
dann ist erst Recht auch K C L durch Radikale auflésbar.

Zu (3): Ist K C L auflésbar, so gibt es eine endliche Kérpererweiterung
L C E, wobei die Erweiterung K C E galoissch und auflosbar ist. Nach (2) ist
K C F durch Radikale auflésbar, damit erst Recht K C L. 0]

Korollar V.6.10:
(i) Ist K C L eine separable Kérpererweiterung mit [L : K| < 4, dann ist
K C L auflésbar.
(ii) Ist K C L eine galoissche Korpererweiterung mit Gal(L|K) = S,, und
n > 5, dann ist K C L nicht durch Radikale auflosbar.

Insbesondere: Ist f € K[X] ein separables Polynom sodass Gal(Z(f)|K) = S,
mit n > 5, dann lassen sich die Nullstellen von f nicht durch Wurzelausdricke
angeben.

Satz V.6.11: Seien p > 5 eine Primzahl und f € Q[X] ein irreduzibles Polynom
mit deg(f) = p. Hat f mindestens zwei reelle Nullstellen und mindestens eine
nicht-reelle Nullstelle, dann ist Q C Z(f) nicht aufiosbar.

Korollar V.6.12: Fliir jede Primzahl p > 5 g¢ibt es fiir Gleichungen von Grad p
keine Lésungsformel.

Beweis: [Satz V.6.11] oder auch Ubungsaufgabe 4 von Blatt 13. U

Bemerkung V.6.13: Die Aussage aus [Korollar V.6.12| gilt auch allgemeiner fiir
natiirliche Zahlen n > 5, vergleiche Bosch, Korollar 7 in Kapitel 6.1.

Lemma V.6.14 (Gruppentheorie in S,,): Seien p eine Primzahl und G C S,
eine Untergruppe, die transitiv auf {1,...,p} operiert.
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(i) Die Gruppe G hat eine Untergruppe H mit ord(H) = p,

(i) Ist G aufiosbar, dann ist die Untergruppe H aus (i) eindeutig bestimmt
und ein Normalteiler in G.

(iii) Ist G auflosbar, dann hat jedes o € G mit o # {id} hdchstens einen
Fizpunkt.

Beweis: (i) Nach der Bahnformel haben wir #(G) = # Stab({1})p, d. h. die
Behauptung folgt aus den Sylow-Sétzen.

(ii) Da G auflosbar ist, gibt es eine Kompositionsreihe
G:G()DGlDGQD'-'DGk_lb{l}:Gk

sodass, fur 1 <1i <n, G;/G;41 zyklisch und von primer Ordnung ist.

Zunéchst halten wir fest, dass fiir alle 0 < ¢ < k — 1 die Gruppe G; transitiv
auf {1,...,p} operiert. Das zeigt man per Induktion: Seien B; = G,¢1,..., B, =
Gg, die Bahnen von G;. Dann operiert G;_; auf {By, ..., B,} durch

9B = 9Gigr = Giggy.

Dies ist wohldefiniert, da G; ein Normalteiler in G;_; ist. Diese Aktion ist
transitiv nach Induktionsvoraussetzung, insbesondere sind alle Bahnen gleich-
méchtig. Es ist also p = #{1,...,p} = r#(By) fir ein r € N. Ware r = p, so
ware #(By) = 1 fur alle k € IN und damit G; = {1}; andernfalls wire #B; = p
und damit die Operation transitiv.

Weiter ist H = G,,—;. Das sieht man so: Da G, transitiv auf {1,...,p}
operiert wissen wir aus (i) dass p | #(G,_1), also #(Gk—_1) = p. AuBerdem gilt

#(G) = #(Go/Gl) : #(Gl/Gz) ce #(Gk72/Gk71> : #(kal)-

Wegen G C S, teilt p? nicht die Gruppenordnung von G, d.h. #(G;_1/G;) ist
nicht durch p teilbar fir ¢ < k — 1.

Schliellich zeigen wir durch vollsténdige Induktion tiber ¢, dass H C G_;.
Fir ¢ = 0 ist alles klar. Die Behauptung gelte nun fiir ein ¢ — 1. Wir betrachten
das Diagramm

Z/pZ =H — Gi—l E— Gi—l/Gi

Da p die Ordnung von G;_1/G; nicht teilt, ist das Bild von H unter der
kanonischen Projektion trivial, d.h. H C G;. Wegen #(H) = p'#(G_1) folgt
dann Gy_; = H. Damit ist H eindeutig bestimmt und muss unter Konjugation
auf sich selbst abgebildet werden.
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(ili) Sei o € G ein Element mit zwei Fixpunkten. Wir fassen S, auf als
Symmetriegruppe Sym(Z/pZ). Ohne Einschrankung gelte o(0) = 0. Sei H der
Normalteiler aus (ii) mit ord(H) = p. Ohne Einschrankung sei H = (7) mit
m = (01...p—1). Da H ein Normalteiler ist, gilt oro™! € H, d.h. es gibt
r € N mit oro™! = 7". Wir haben also

(0(0) =00(1)...0(p—1)) =0omo ' =7"=(0,7,2r,...,(p— 1)7r).

Sei i # 0 ein weiterer Fixpunkt von o. also i = o(i) = r. Damit ist i(r —1) =0
in Z/pZ, also r =1 (mod p) was ergibt, dass o(j) = j fur alle j € Z/pZ und
o =id. U

Proposition V.6.15 (,,Zwei sind genug®): Seien p eine Primzahl, K ein Kor-
per, f € K[X] ein irreduzibles separables Polynom mit deg(f) = p und
L=Z(f).

Ist K C L auflosbar, dann gilt fiir zwei beliebige verschiedene Nullstellen
a,  von f, dass L = K(«, ).

Beweis: Betrachte die Einbettung der Galois-Gruppe Gal(L|K) in die sym-
metrische Gruppe S, = Sym(Nst(f)). Das Bild von Gal(L|K) unter dieser
Einbettung ist transitiv, da f irreduzibel ist. Sei jetzt o € Gal(L|K(«, f3)).
Dann gilt 0(a) = a und ¢(f) = B. Dann muss aber schon o = id gelten, d. h.
Gal(L|K («, 8)) = {id} und nach dem Hauptsatz der Galoistheorie ist deshalb
L=K(a,p). O

Beweis (von [Satz V.6.11): Sei L = Z(f). Angenommen, die Kérpererweite-
rung Q C L wire auflosbar. Dann wére auch die Galois-Gruppe Gal(L|K)

auflosbar. Seien o und § die beiden reellen Nullstellen von f. Nach
tion V.6.15| ware dann L(a, ) = Q(a, ) C R im Widerspruch zur Existenz

einer nicht-reellen Nullstelle. [
7. Fundamentalsatz der Algebra

Satz V.7.1 (Fundamentalsatz der Algebra): Der Korper C der komplexen Zah-
len ist algebraisch abgeschlossen.

Im weiteren Verlauf verwenden wir die folgenden Eigenschaften der reellen
Zahlen:

(A) Jedes Polynom f € R[X] mit deg(f) € 2IN + 1 hat eine reelle Nullstelle,
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(B) Jede nichtnegative reelle Zahl a hat eine nichtnegative reelle Quadratwur-
zel q.

Bemerkung V.7.2: (i) Jede komplexe Zahl z = x + iy besitzt eine Quadrat-
wurzel in den komplexen Zahlen.

(ii) Ein Polynom f € C[X] vom Grad 2 zerfallt iiber den komplexen Zahlen.

(iii) Die komplexen Zahlen haben keine echten Koérpererweiterungen vom
Grad 2.

Beweis: (i) Sei z = = + iy eine komplexe Zahl. Es gilt
z = (a +ib)* = (a* — b*) +i2ab

mit reellen Zahlen a,b,z,y genau dann, wenn a®> — b*> = z und 2ab = y. Ist
y = 0, dann folgt die Behauptung aus (ii). Sonst gilt a? — b? = x und 2ab =y
genau dann, wenn a = y/(2b) und x = y*/(4b?) — b?. Das ist dquivalent dazu,
dass a = y/(2b) und b* = b?z — (1/4)y* = 0. Losen der quadratischen Gleichung
liefert, da b* > 0, dass

1 1 1 1
v = —5¢+5yet+y? und > =z+b = ST gVt P

Wahle a und b als Wurzeln mit a,b > 0 falls y > 0 und a > 0, b < 0 falls y < 0.
Dann erfiillen a und b die Gleichungen.

(ii) Folgt aus (i) und der p-¢-Formel.
(iii) Ist klar. O

Erinnerung V.7.3: Seien p eine Primzahl und G eine Gruppe mit #(G) = pF.

Dann gibt es fiir jedes £ € {0, ..., k} eine Untergruppe H C G mit #(H) = p*.

Beweis (von : Sei C C L eine endliche Koérpererweiterung. Wir
wollen zeigen, dass L = C. Wir betrachten den Koérperturm R C C C L C f),
wobei L die normale Hiille vpn L iiber R bezeichne.

Sei G = Gal(L|R). Beachte, dass #(G) = [L : R] eine grade Zahl ist.

Im ersten Schritt wollen wir zeigen, dass G eine 2-Gruppe ist, d. h. es gibt eine
natiirliche Zahl k, sodass #(G) = 2¥. Da #(G) eine gerade Zahl ist, gibt es eine
ungerade natiirliche Zahl m und eine natiirliche Zahl k, sodass #(G) = 2*m.
Weiter sei H die 2-Sylow-Gruppe in G, d.h. #(H) = 2*. Nach dem Hauptsatz
der Galois-Theorie gilt fir den Fixkérper L7, dass Gal(L|L”) = H. Wir haben
also den Kérperturm R € L7 C L, wobei [L¥ : R] = m und [L : L] = 2%,
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Wegen des Satzes vom primitiven Element ist L7 = R(«a) mit o € L¥. Das
Minimalpolynom f, hat dann Grad m, nach Eigenschaft (A) der rellen Zahlen
ist m = 1.

Im zweiten Schritt zeigen wir, dass tatsachlich schon k£ = 1 gelten muss.
Angenommen, es ware k > 2. Sei G’ := Gal(L|C). Nach Schritt 1 wire #(G’) =
2F=1 " Aus [Erinnerung V.7.3| wiissten wir, dass G’ eine Untergruppe H' mit
#(H') = 22 hitte. Wir erhielten also die Kérperkette ¢ C L' C L mit
(L7 : €] = 2 und [L : LH'] = 2572, Aber das stiinde im Widerspruch zu
IBemerkung V.7.2((iii). O
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Kapitel VI.
Ausblick

1. Inverses Galois-Problem

Welche endlichen Gruppen lassen sich als Galois-Gruppe von einer Korperer-
weiterung Q C L auftreten?

Proposition VI.1.1 (zyklische Gruppen): Jede endliche zyklische Gruppe ldsst
sich als Galois-Gruppe einer Korpererweiterung von @ realisieren.

Beweis: Sei n eine natiirliche Zahl. Wéhle eine Primzahl p mit p =1 (mod n)E]
Weiter seien ¢, eine primitive p-te Einheitswurzel und L = Q((,). Die Galois-
Gruppe G der Erweiterung @ C L ist isomorph zu (Z/pZ)* = Z/(p — 1)Z. Da
p — 1 von n geteilt wird, finden wir in der Galois-Gruppe eine Untergruppe H
der Ordnung (p — 1)/n und wir erhalten die Korperkette

Q n E — LH (pfl)/n L

Da H normal in G ist, ist Q C E eine normale Korpererweiterung mit Galois-
Gruppe Gal(E|Q) = G/H. Diese ist deshalb zyklisch und von Ordnung n. O

Ahnlich wie in Proposition IV.6.1 lisst sich jede endliche abelsche Gruppe
als Galois-Gruppe einer Korpererweiterung von @ realisieren.

Hilberts Irreduzibelitits-Theorem von 1892 liefert, dass sich Galois-Gruppen
von endlichen Korpererweiterungen von Q(7') auch als Galois-Gruppen von
Korpererweiterungen von @ realisieren lassen. Als Spezialfall fallt aus dieser

!Das geht nach dem Dirichlet’schen Satz, zum Beispiel enthalten im Stoff der Anschlussver-
anstaltung , Algebraische Zahlentheorie“. Allgemeiner sagt der Dirichletsche Satz: Sind
a, d natiirliche Zahlen mit ggT(a,d) = 1, dann enthélt {a + kd | k € IN} unendliche viele
Primzahlen.
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Aussage heraus, dass sich fiir jede natiirliche Zahl n die Gruppen S, und A,
als Galois-Gruppen von Korpererweiterungen von @ realisieren lassen.

Schulz und Rechhardt haben 1937 gezeigt, dass alle p-Gruppen, p eine unge-
rade Primzahl, als Galois-Gruppen von Korpererweiterungen von @ auftreten.

Verbessert wurde dieses Resultat 1989 von Shafarevich, der gezeigt hat,
dass jede auflosbare Gruppe als Galois-Gruppe einer Korpererweiterung von @
auftritt.

Es ist ein offenes Problem, ob jede endliche Gruppe als Galois-Gruppe einer
Korpererweiterung von @ realisiert wird. Man kennt konkrete Gruppen, von
denen man nicht weif3, ob sie als eine solche Galois-Gruppe auftreten, so zum
Beispiel die sporadische Gruppe Moz (die Matthieu-Gruppe). Die Ordnung der
Matthieu-Gruppe ist 10200 960.

s=(12)(34)(56)---(2122)(2334),  t=(2233)(457)(9824)...

Dann sind My, = (s,t) C Sgy und Moy ist der Stabilisator eines Elementes der
Menge {1,...,24} unter der Operation von My, auf dieser.
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