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Hinweise
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Kapitel 1.

Grundlagen

1. Etwas Motivation

Wir sehen uns mit folgendem Rétsel konfrontiert: Gesucht ist eine dreistellige
Zahl n mit den Eigenschaften

(i) Notiert man die Ziffern von n in umgekehrter Reihenfolge und addiert
sie zu n, so ergibt dies 1110,

(ii) Die Quersumme von n ist 15.

Sagen wir, die Zahl die dadurch entsteht, die Zahl n ,verkehrt herum® auf-
zuschreiben, heifle n. Basierend auf (i) konnen wir einfach Kandidaten raten,
zum Beispiel ny = 753, ny = 555 oder ng = 654. Die Zahl ny erfiillt (i), aber
erfilllt (ii) nicht. Die Zahlen ny und ng erfiillen beide Bedingungen. Hatten wir
nur Glick beim Raten? Kénnen wir das Problem nicht vielleicht systematisch
angehen?

Die typischen Fragen, die sich ein Mathematiker zu einem solchen Rétsel
stellen wiirde, sind:

(1) Gibt es tiberhaupt eine solche Zahl n?

(2) Wenn ja, wie viele gibt es?

Beide Fragen sind oft selbst ohne ein explizites Losungsverfahren interessant.
Schreiben wir die gesuchte Zahl n als n = abc mit a,b,c € {0,...,9}, dann
ist n = cba, was wir verstehen wollen als

n=100-a+10-b+¢c
n=100-¢c+10-b+a

11



Kapitel I. Grundlagen

woraus wir mit den Bedingungen aus unserem Rétsel das Gleichunggsystem

101-a+20-b+101-¢c=1110
a+ b+ c=15 (L.1)

erhalten. Glauben wir fiir den Moment, dass es sich dabei um legale Um-
formungen fir lineare Gleichungssysteme handelt, dann erhalten wir durch
Subtraktion des 101-fachen der zweiten Gleichung von der ersten Gleichung
und anschlieflender Normierung (da dadurch a und ¢ aus der ersten Gleichung
eliminiert werden) das dquivalente lineare Gleichungssystem

b =5,
a+b+c=15.
Eliminieren wir jetzt noch b aus der zweiten Gleichung, dann erhalten wir

die bestimmende Gleichung a = 10 — ¢. Die allgemeine Losung des linearen
Gleichungssystem ist ein Zahlentripel (a, b, ¢) mit

a 10 — ¢ 10 —1
bl = 5 =|5|+c¢c-]10
c c 0 1

Bemerkenswert ist, dass das Tripel (a,b,c) = (10, 5,0) das lineare Gleichungs-
system 16st.

Die Losung des linearen Gleichungssystems sollte uns urspriinglich
bei der Losung des Rétsels unterstiitzen. Unterwerfen die erhaltenen Losungen
der Bedingung an a, b, ¢, Ziffern zu sein, so erhalten wir die neun méoglichen
Losungen 159, 258, ..., 951.

Entlang dieses Beispiels werden die folgenden grundlegenden Fragen aufge-
worfen:

(i) Wie beschreibt man ein lineares Gleichungssystem am besten? Die wichtige
Information in sind die Koeffizienten, schematisch kénnen wir das
lineare Gleichungssystem schreiben als

101 20 101 | 1110
1 1 1 15

Die Weiterverfolgung dieser Darstellung fithrt in natiirlicher Weise auf den
Matrix-Vektor-Kalkiil.

(ii) Welche Rechenoperationen dirfen an Gleichungen durchgefihrt werden?
Nach einiger Arbeit werden wir einsehen, dass die legalen Rechenoperationen
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1. Etwas Motivation

mit linearen Gleichungen die sogenannten elementaren Zeilenumformungen
sind und dass es einen Algorithmus gibt, der lineare Gleichungssysteme mithilfe
dieser Umformungen verlasslich 16st — der sogenannte Gauj$-Algorithmus.

(iii) Wie beschreibt man die Losungsmenge und welche Struktur hat sie? Eine
zentrale Rolle fiir die Beschreibung von Losungsmengen linearer Gleichungs-
systeme sind sogenannte Fundamentallosungen; ausgezeichnete Losungen des
zugehorigen homogenen linearen Gleichungssystems. Ein Phdnomen, das bei
linearen Gleichungssystemen auftreten kann, ist, dass die Gleichungen nicht aus-
reichen, um alle Parameter festzulegen. Solche, die keinen durch die Gleichungen
beschriebenen Bedingungen unterworfen sind, heiflen freie Parameter.

Es wird sich herausstellen, dass der richtige Rahmen fiir die Theorie linearer
Gleichungssysteme die Theorie der Vektorraume und ihrer strukturerhaltenden
Abbildungen — lineare Abbildungen — ist. Beim Studium der Vektorrdume stoen
wir auf die Begriffe ,,Spann®, , Lineare Unabhangigkeit®, ,Basis“, ,Dimension*
und ,,Basiswechsel*.

(iv) Uber welchem Zahlenbereich suchen wir Lésungen? Abhingig vom zu-
grundeliegenden Zahlenbereich wird sich herausstellen, dass es auch auf der
Menge der ,legalen“ Rechenoperationen eine niitzliche Struktur gibt; dass man
mit ,Rechenoperationen rechnen kann®. In natiirlicher Weise stolen wir hier auf
die Begriffe ,,Gruppe*, ,Ring"“, ,Korper®, die spezielle sogenannte algebraische
Strukturen beschreiben.

Vom linearen Gleichungssystem zur linearen Abbildung Zum linearen Glei-
chungssystem gehort in gewisser Weise die Abbildung

. 3 2
Jr R — R, b a+b+c

@ <101a +20b + 101c>
— .
C

Das Tripel (a, b, ¢) ist eine Losung des Gleichungssystems aus genau
dann, wenn f(a,b,c) = (1110, 15) und das Tripel (a, b, ¢) ist eine Losung des
homogenen linearen Gleichungssystem (d. h. die rechte Seite ist (0,0)) genau
dann, wenn f(a,b,c) = (0,0).

Die Abbildung f ist eine sogenannte lineare Abbildung. Charakteristika fiir
lineare Abbildungen sind ihr Kern und ihr Bild. Wir werden fiir ein Kriterium fiir
die Losbarkeit linearer Gleichungssysteme interessieren, das mit der zugehorigen
linearen Abbildung zu tun hat; aulerdem werden wir uns fiir die Dimension
von Bild und Kern interessieren.

Weiterfithrende Fragen im Stile der vorherigen sind dann

13



Kapitel I. Grundlagen

(v) Wie hingen lineare Gleichungssysteme, lineare Abbildungen und Matrizen
zusammen? Geeigneten linearen Abbildungen lassen sich Darstellungsmatrizen
(beziiglich spezieller Basen) zuordnen. Versucht man diese Darstellungsmatrizen
beziiglich unterschiedlicher Basen zu bestimmen, so stellt sich ein Zusammen-
hang mit dem Vorgang des Wechsels der Basen heraus und es gibt Kriterien,
mithilfe derer man Darstellungsmatrizen derselben linearen Abbildung beziiglich
unterschiedlicher Basen identifizieren kann.

(vi) Was sind wichtige Kenngrofen linearer Abbildungen, insbesondere Selbst-
abbildungen? Wichtige Kenngréflen linearer Abbildungen sind ihr Rang (die
Dimension ihres Bildes) und ihr Defekt (die Dimension ihres Kerns). Fiir Selbst-
abbildungen gibt es zusétzliche Charakteristika, besonders entscheidend sind
die Determinante, Eigenwerte und Eigenvektoren.

(vii) Gibt es spezielle lineare Abbildungen, die mit der zusdtzlichen Struktur
auf R-Vektorraumen und C-Vektorrdumen zusammenpassen? Auf dem aus der
Schule bekannten R? gibt es zusétzlich zur Vektorraumstrukur ein Skalarpro-
dukt und damit die Konzepte ,Winkel“ und ,Linge“. Insbesondere das wichtige
Konzept von Orthogonalitat macht R-Vektorrdume oder C-Vektorrdume mit
einem Skalarprodukt interessant fiir Anwendungen. Tatséchlich gibt es spezi-
elle lineare Abbildungen, die auch ,diese zusétzliche Struktur respektieren*,
namlich sogenannte Isometrien.

2. Voraussetzungen aus der Mengenlehre und
Aussagenlogik

Im Vorlesungsskript tauchen einige Symbole immer wieder auf. Die grundle-
gendsten dieser Symbole sind < (ist dquivalent®), = (,,daraus folgt“),
»i=" (,wird definiert als“) und ,:<* (,wird definiert durch die nachfolgende
Eigenschaft®). Es folgt eine knappe Ubersicht iiber Inhalte und Konzepte, die
wir fiir diese Vorlesung voraussetzen mochten.

2.1. Naive Mengenlehre

Eine Menge besteht aus Objekten, welche auch Elemente der Menge genannt
werden. Beispielsweise die aus der Schule bekannten Zahlbereiche — die natiirli-
chen Zahlen N = {1,2,3,...}, die ganzen Zahlen Z, die rationalen Zahlen Q
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2. Voraussetzungen aus der Mengenlehre und Aussagenlogik

und die reellen Zahlen R — sind Mengen. Weitere Beispiele fiir Mengen sind

M, :={1,2,7,11}, M, := {Saarbriicken, Neunkirchen, Bonn, Koln},
Ms = {{1,2},{1,7},{1,2,7,11}}.

Zwei fiir unsere Zwecke besonders wichtige Prinzipien fiir Mengen sind die
Ezxtensionalitdt und das Aussonderungsaziom.

Extensionalitat Zwei Mengen M; und M; sind genau dann gleich, wenn sie
dieselben Elemente haben. Anders ausgedriickt: Es gilt M; = M, genau dann,
wenn ¢ € My < x € Ms.

Aussonderungsaxiom Zu jeder Menge M; und jeder Aussage P iiber Elemente
von M; gibt es genau eine Menge M,, sodass gilt: Ms besteht genau aus den
Elementen von M, fiir die die Aussage P wahr ist. Wir schreiben

My ={x € M, | P(x) ist wahr}.

Ein Beispiel fiir diese Konstruktion sind die positiven reellen Zahlen R+, denn
Reg={z€R|z>0}.

SchlieBlich erwéhnen wir die leere Menge. Es gibt genau eine Menge, die keine
Elemente enthélt. Diese Menge heifit leere Menge und wird mit ,,&“ notiert.

2.2. Grundlagen der Aussagenlogik

Unter einer Aussage verstehen wir einen Satz, dem eindeutig ein Wahrheitswert
(wahr oder falsch) zugeordnet werden kann[f] Die folgenden Sitze sind Beispiele
fiir Aussagen:

e Alle Quadrate sind rund.
o Saarbriicken ist die Hauptstadt des Saarlandes.
o 7T=11.
o 7T=11.
o Wenn 2 ungerade ist, dann ist 1 gleich 0.
Die Satze

o Komm sofort her!

'Tn Wahrheit ist die Welt etwas komplizierter, aber diese naive Definition ist vorerst
ausreichend.
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Kapitel I. Grundlagen

o Meinst Du, dass es morgen regnet?

hingegen sind keine Aussagen.

Zu jeder Aussage A gibt es eine Verneinung —A: Ist A wahr, dann ist = A
falsch und ist A falsch, dann ist = A wahr.

Aus zwei Aussagen A und B lassen sich neue Aussagen wie folgt bilden;

(1) Die Konjunktion A AN B (,,A und B*“). Die Aussage A A B ist wahr,
wenn A und B wahr sind, und sonst falsch. Zur Konjunktion gehort also die
Wahrheitstabelle

W W F
B W F W
W F F

ESHES eS|

(2) Die Disjunktion AV B (,,A oder B*). Die Aussage AV B ist falsch, falls A
und B falsch sind, und sonst wahr. Zur Disjunktion gehort die Wahrheitstabelle

A W W F F
B W F W F
AVvVB|W W W F

(3) Die Implikation A = B (,aus A folgt B*). Die Aussage A = B ist
falsch, falls A wahr und B falsch ist, und sonst wahr, d.h. die zugehorige
Wahrheitstabelle ist

A W FF
B W W F
A=B|W F W W

W
F

Fir die Implikation A = B heifit A auch die Voraussetzung und B die Kon-
klusion oder Folgerung. Statt ,Aus A folgt B“ wird oft ,Wenn A, dann B*
verwendet. Die vierte Spalte der Wahrheitstabelle merkt man sich am besten als
»~Aus Falschem folgt Beliebiges“ (vornehm ,Ex falso quodlibet®). Beispielsweise
ist die Implikation ,Wenn 2 = 5 ist, dann ist 6 ungerade® wahr, obwohl ,6 ist
ungerade” falsch ist.

(4) Die Aquivalenz A < B (,A genau dann, wenn B*). Die Aussage A < B
ist wahr, falls A und B beide wahr sind oder beide falsch sind, und sonst falsch.
Wir haben also

~ o
===

W F F
F W F
F F W

16



2. Voraussetzungen aus der Mengenlehre und Aussagenlogik

2.3. Einige Regeln
Es seien A, B und C' Aussagen.

(i) Genau dann ist =(—A) wahr, wenn A wahr ist.

(ii) Es gelten AN B < BA A, sowie AV B< BV A.

(iii) Es gelten (AANB)ANC < AN (BAC), sowie (AVB)VC < AV (BV(O).

(iv) Es gelten die Aquivalenzen (AA B)V C & (AV C) A (BV (), sowie
(AVB)ANC < (ANC)V (BAC).

(v) Es gelten =(A A B) < —AV =B, sowie =(AV B) & -A A —B.

Die Regeln aus (v) heifien ,Regeln von de Morgan*“. Die Regeln aus (ii) bedeuten
die Kommutativitdt von A und V, die Regeln aus (iii) bedeuten die Assoziativitét
von A und V und die Regeln aus (iv) bedeuten die Distributivitit von A tiber
V und umgekehrt.

Die Regeln kénnen mithilfe von Wahrheitstabellen tiberpriift werden, exem-
plarisch demonstrieren wir dies fiir die Regeln von de Morgan:

A W W F F
B W F W F
ANB |W F F F
~(AAB)|F W W W
-A F F W W
~B F W F W
~AV-B|F W W W

2.4. Aussagen iiber Mengen mittels Quantoren

Seien M eine Menge und P(z) eine Eigenschaft, die von Elementen x abhdngen
darf. Mithilfe sogenannter Quantoren lassen sich dann Aussagen formulieren:

(i) Allguantor ¥: Nz € M : P(z)“ bedeutet ,Fir alle z € M gilt P(x)*“
Die Aussage ist wahr, falls fur jedes Element z € M die Eigenschaft P(x) wahr
ist, und sonst falsch.

(ii) Ezistenzquantor 3: Iz € M : P(x)* bedeutet ,Es gibt ein x € M fir
das P(x) gilt“. Die Aussage ist wahr, falls es mindestens ein x in M gibt, fiir
das die Eigenschaft P(x) wahr ist, und sonst falsch.

(iii) Eindeutige Existenz 3!: 3z € M : P(z)* bedeutet ,Es existiert genau
ein x € M, fiir das P(z) wahr ist“. Die Aussage ist wahr, falls es genau ein
x € M gibt, fir das die Eigenschaft P(x) wahr ist, und sonst falsch.

17



Kapitel I. Grundlagen

Beispiel: Seien M die Menge der reellen Zahlen R und P(z) die Eigenschaft
,r% < 42% Dann sind Vo € M : P(x)“ falsch, ,3z € M : P(x)* wahr und
,dx e M: P(x)“ falsch.

2.5. Regeln fiir Negation und Quantoren

Auch Aussagen, die Quantoren enthalten, lassen sich verneinen. Die Regeln fiir
die Verneinung sind dabei

—(Jx e M:P(x)) <= Ve e M:-P(x),
—~(Vxe M :P(x)) <= Jo € M :-P(x).

Die Verneinung von Aussagen, die eine eindeutige Existenz enthalten, ist etwas
komplizierter:

(e M:Px) < (Ve e M:—-P(z))vV(Ix,y € M : x # yAP(x), P(y))

In Prosa: Es gibt nicht genau ein Element z von M, fir das P(x) gilt, genau
dann, wenn es gar keins gibt oder mehr als eines.

3. Konstruktionen in Mengentheorie

Definition I.3.1 (Teilmenge): Seien M; und M, Mengen. Gilt fiir jedes © € M,
dass x € My, so heiit M, eine Teilmenge von Msy. Wir schreiben M; C M.

In Zeichen liest sich die obige Definition so: ,M; C M, <= Vo € My : x € My

Notation 1.3.2: (i) Wir schreiben ,M; C My, falls M; eine Teilmenge von
M, jedoch nicht gleich M, ist. Eine solche Teilmenge heifit echte Teilmenge.

(ii) Wir schreiben o € M* fall x ein Element von M ist.
(iii) Wir schreiben ,x ¢ M*, falls = kein Element von M ist.

Definition I.3.3 (Konstruktion neuer Mengen): Seien M; und M, Mengen.
(i) Die Menge
MlﬂMziz{l’leMl undeMg}
heifit Schnitt der Mengen My und M.
(ii) Die Menge
M1UM2 = {x\xGMl OdeI'JZEMQ}

heifit Vereinigung von My und M.

18



3. Konstruktionen in Mengentheorie

(iii) Die Menge
My — My := My \ My :={zx|x € M, und = ¢ My}

heifit Differenzmenge.

(iv) Die Menge
My x My :={(z,y) | x € My und y € M}

heifit kartesisches Produkt von M; und Ms.

(v) Sei k eine natirliche Zahl. Dann heifit
MF = {(xy,...,23) | 21 € My und ... und z; € M}

die k-te kartesische Potenz von Mj.

(vi) Die Menge aller Teilmengen von M; heit Potenzmenge SB(M;) von My,
d.h.

P(My) :={M | M < M}.

Beispiel 1.3.4: Seien M := {1,2}, My :={1,2,3}, M3 := &, M, :={1,7,a,b}.

(i) Wir haben M3 C M; C M.

(11) Es sind MQ N M4 = {1}, M1 N MQ = {1,2} = M1 und M2 N M3 = .
(111) M2 U M4 = {1, 2, 3, 77 a, b} und M2 U M3 = {1, 2, 3}
(iv) Das kartesische Produkt von M; und M, ist die Menge

My x My ={(1,1),(1,7),(1,a),(1,),(2,1),(2,7),(2,a),(2,b)}.
(v) Esist My — M, = {2,3}.
(vi) Die Potenzmenge von My ist
P(M) = {{1,2,3},{1,2},{1,3},{2,3}, {1}, {2}, {3}, 2}

Notation 1.3.5: Seien M; und My Mengen.

(i) Wir schreiben M; O My, falls My eine Teilmenge von M), ist, und nennen
M; eine Obermenge von Ms.

(ii) Ist M; eine Teilmenge von My, dann heifit die Differenzmenge M, — M,
auch das Komplement von My in Ms. Auch die Schreibweisen M7 oder Cyy, (M)
sind gebréuchlich.

19



Kapitel I. Grundlagen

Bemerkung 1.3.6: Seien M, M; und M, Mengen. Dann gilt:

(i) Die Menge M ist eine Teilmenge von M.

(ii) Es gilt My = M, genau dann, wenn M, eine Teilmenge von My ist und
umgekehrt.
Beweis: (i) Wir haben zu priifen, ob Vo € M : x € M*“ gilt. Hier gibt es
nichts zu tun, man nennt eine solche Aussage eine Tautologie.

(ii) Diese Aussage lasst sich leicht mithilfe der Extensionalitat zeigen. O

Proposition 1.3.7 (Regeln fiir Schnitt und Vereinigung): Es seien My, My und
M3 Mengen. Dann gilt:

(l) (Ml UMQ)UM3 = M1U<M2UM3) UTLd (Ml ﬂMg)ﬂMg = M10<MQQM3)
(i) Es ist My N My = My My sowie My U My = My U M, .
(iii) Es ist
My N (MyU Ms) = (M; N M) U (M N Ms)
My U (My N M) = (M U Ms) N (My U Ms)
Beweis: Die Aussagen lassen sich mithilfe des Extensionalitatsprinzips beweisen.
Wir zeigen exemplarisch fiir (i), wie so ein Beweis funktioniert. Um zu zeigen,

dass (M N My) N Mg = My N (My N Ms), zeigen wir, dass x zu (M; N Ms) N Ms
gehort genau dann, wenn z zu M; N (My N M3) gehort. Wir haben

re(MiNM)NMs <= xe€ M NM,A\Nx € M ((Definition [.3.3))
< (x € My ANx € My) ANz € M3y (Definition 1.3.3))
< xeMAN(reMANxeMs) (Abschnitt 2.3(iii))
e x e M ANz & Myn M, ((Definition [.3.3))
2 € M N (MyN M) (Definition 1.3.3)

was zu zeigen war. Die anderen Aussagen bleiben Thnen als Ubungsaufgabe auf
dem ersten Ubungsblatt iiberlassen. O

Beispiel 1.3.8 (Regeln fiir das Komplement): Seien M;, M, und M Mengen,
sodass M; € M und M, C M. Dann gilt:

() M — (M — M) = M, ]

2In den alternativen Notationen fiir das Komplement also Cp;(Cpr(My)) = M; oder
(MF)©) = M.
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3. Konstruktionen in Mengentheorie

Beweis: (i) Wir haben die Aquivalenzen

€M — (M- M)

—reMANx ¢ M- M ((Definition 1.3.3))
= reMAN-(re M- M) (Notation [.3.2))
S reMA-(reMANx¢ M) (Definition [.3.3)

= zeMA(~(xeM)V-(z¢M)) (Abschnitt 2.3(i))

= (@xeMANxgM)V(xeMANxe M) (Proposition 1.3.7))
< xzeMANxe M,

da (x € M ANx ¢ M) stets falsch ist, wie man sich per Wahrheitstabelle klar
machen kann. Wegen M; C M ist die letzte Aussage schliefllich dquivalent
dazu, dass x zu M; gehort, was wir zeigen wollten.

(ii) Ein z gehort zu M — M per Definition genau dann, wenn x zu M gehort
und wenn x nicht zu M gehort. Das ist stets falsch, d.h. M — M enthalt keine
Elemente und ist somit die leere Menge.

(iii) Mit den Regeln aus (ii) und (i) sehen wir M —@ =M — (M — M) = M.
Die Beweise der Aussagen aus (iv) und (v) bleiben Thnen zur Ubung iiberlas-
ser. 0

Proposition 1.3.9: Es seien My, My und M3 Mengen. Dann gilt:
(i) My C My U M,
(il) My N My C My,
(iii) Wenn My C My und My C Ms, dann ist My C Ms,
(iv) My U@ = My,
(v) Ming =g,
(vi) Es gilt My C My genau dann, wenn My N My = M,
(vii) Es gilt My C My genau dann, wenn M; U My = M.
Die Aussagen lassen sich dhnlich wie die restlichen Aussagen in diesem

Abschnitt zeigen. Einige dieser Aussagen dienen als Beispiele im folgenden
Abschnitt, die restlichen bleiben Ihnen zur Ubung iiberlassen.
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4. Niutzliche Beweisverfahren

4.1. Nachweis von Teilmengenbeziehungen

Seien A und B Mengen. Um zu zeigen, dass A eine Teilmenge von B ist, bietet
es sich an die Aquivalenz

ACB<+=VYacA:a€eB

zu verwenden (siehe [Definition 1.3.1]). Beispielsweise lasst sich fiir Mengen M;
und M, die Aussage ,M; N My C M;“ damit leicht zeigen.

Sei dazu x ein Element von M; N M. Per [Definition [.3.3| gehort x zu M,
und zu M, insbesondere gehort x also zu M; und [Definition I.3.1| liefert jetzt,
dass My N My C M.

4.2. Gleichheit von Mengen

Seien A und B Mengen. Um zu zeigen, dass A und B gleich sind, verwenden
wir die Aquivalenz
A=B<«<= ACBANBCA,

vergleiche [Bemerkung I.3.6((ii). [llustrieren kénnen wir dieses Verfahren fur die
folgende Aussage iiber Mengen M; und Msy: ,M; C My = My N My = M;“.

Beweis: ,,C“: Wir wissen aus |Abschnitt 4.1} dass M; N My C M;.

,2“ Fur ein x aus M; haben wir

reM — x € M (MlgMg)
—ze M ANx € M,
=z M NM (Definition [.3.3))
d.h. M; C M; N M, und wir sind fertig. O

4.3. Aquivalenz von Aussagen

Fiir Aquivalenz zweier Aussagen A und B gibt es folgende Charakterisierung:
(A<= B) <= ((A= B) A (B= A)).

Als Beispiel zeigen wir damit, dass fiir Mengen M; und M, gilt: ,Genau dann
ist Ml g MQ, wenn Ml N MQ = Mlu.
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4. Nutzliche Beweisverfahren

Beweis: ,—>“: Das ist genau das Beispiel aus [Abschnitt 4.2
,<=": Flir My und My gelte My N My = M;. Dann haben wir

re M — xe M NM, (MlﬂMQZMl)
— ze M Aze M (Definition L33)
:>CUEM2,

also ist M; enthalten in Ms. Aus der Giltigkeit von ,=—* und ,,<=" folgt die
behauptete Aquivalenz. O

In dieser Beweisstrategie heifit ,—* auch Hinrichtung und ,<=* die Riick-
richtung des Beweises.

4.4. Widerspruchsbeweis

Seien A und B Aussagen. Fiir die Implikation ,A = B“ gilt die Charakterisie-
rung
(A= B) < (-B = —-A).

Es gibt zwei Moglichkeiten, diese Aquivalenz in einem Beweis zu verwenden:

(i) Nehmen wir an, =B wére wahr und zeigen wir dann, dass das = A impli-
ziert, dann haben wir auch gezeigt, dass B aus A folgt. Dieses Beweisver-
fahren nennt man Kontraposition.

(ii) Nehmen wir an, ~B wére wahr und zeigen, dass sich daraus ein Wider-
spruch ergibt, dann haben wir gezeigt, dass aus =B etwas Falsches folgt.
Das ist nach der obigen Aquivalenz gleichbedeutend damit, dass sich B
aus etwas Wahrem folgern lasst. Wegen der Eigenschaften der Implikation
ist das aquivalent dazu, dass B wahr ist. Dieses Beweisverfahren nennt
man Widerspruchsbeweis.

Wir illustrieren die Strategien mit Beispielen. Zunéachst zur Kontraposition:
Seien a, b und ¢ positive natiirliche Zahlen. Dann gilt: Wenn ¢ nicht ab teilt,
dann teilt ¢ weder a noch b.

In diesem Beispiel ist A die Aussage ,c teilt nicht ab* und B ist die Aussage
»C teilt weder a noch b“. Wir zeigen ,—~B = —A“ wie folgt:

Beweis: Angenommen, ¢ teilt a oder ¢ teilt b. Dann géibe es eine natiirliche
Zahl k, sodass a = kc, oder es gabe eine natiirliche Zahl /¢, falls b = fc. Wir
héitten also ab = kcb oder ab = ale, d. h. ¢ wiirde ab teilen. O
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Als zweites Beispiel zeigen wir den klassischen Beweis von Euklid, dass es
unendlich viele Primzahlen gibt. Dazu erinnern wir zunéchst an grundlegende
Eigenschaften von Primzahlen:

(i) Sei p eine natiirliche Zahl. Ist p > 2 und sind 1 und p die einzigen Teiler
von p, dann heifit p eine Primzahl.

(ii) Jede natiirliche Zahl lasst sich als Produkt von Primzahlen schreiben.
Eine Aussage B ist wahr genau dann, wenn B aus etwas Wahrem folgt, d. h.

(W = B) <= B.

Wir setzen A = W und B = , Es gibt unendlich viele Primzahlen® und zeigen
-B = F wie folgt:

Beweis: Angenommen, es gibe nur endlich viele Primzahlen a4, ..., a,, wobei
n eine nattirliche Zahl ist. Die Zahl N :=a; - - - a,, + 1 wére grofler als jede der
Primzahlen a1, ..., a, und damit keine Primzahl. Als natiirliche Zahl liefe sich
N als Produkt von Primzahlen schreiben, d.h. wir hatten N = p; ---p, mit
einer natiirlichen Zahl r und Primzahlen pq, ..., p,.. Dann gibe es eine Primzahl
pi, die gleichzeitig N und N — 1 teilt — ein Widerspruch. 0

4.5. Beweis durch vollstandige Induktion

Seien A(n) eine Aussage, die von n abhingt, und
:={n € N | A(n) ist wahr}.
Konnen wir zeigen, dass
(i) ...ng zu S gehort,
(ii) ...fir n aus S auch n+ 1 zu S gehort,
dann gilt die Aussage A(n) fiir jede natiirliche Zahl n, die grofler gleich ny ist.

Beispiel: Fiir eine natiirliche Zahl n definieren wir T'(n) := 1+ 2+---+n. Wir
behaupten, dass T'(n) = n(n + 1)/2.

Zunachst ist (1) =1=1-2/2 =1, d. h. die Aussage gilt fir n = 1.

Ist jetzt n eine natirliche Zahl, fir die T'(n) = n(n+1)/2 gilt, dann berechnen
wir unter Verwendung dessen, dass

Tn+1)=1+---+n+(n+1)

=Tn)+n+1
_n(n+1) o nm+1)+2n+1)  (n+1)(n+2)
—T+(n+1)— 5 = 5 .

24



5. Abbildungen

Insgesamt haben wir damit gezeigt, dass T'(n) = n(n + 1)/2 fur jede natiirliche
Zahl grofler gleich Eins gilt.

Vollsténdige Induktion wird in der Analysis I intensiver eingefiihrt und
getibt. Eine Beweisidee fiir den eben gezeigten Beweis wird dem kleinen Gauss
zugeschrieben. Der Lehrer soll die Klasse mit der Rechenaufgabe, die nattirlichen
Zahlen bis 100 zu addieren, beschaftigt haben wollen und Gauf soll innerhalb
kurzer Zeit durch geschicktes Zusammenzahlen die korrekte Losung gefunden
haben:

1 2 ... a0
+ + ...+
100 99 ... 51
101 101 ... 101

d.-h.14+24+---4+994 100 = 50-101 = 100/2 - 101. Vielleicht ist auf den ersten
Blick verwunderlich, dass n(n + 1)/2 nur natiirliche Zahlen als Werte annimmt.
Weil aber n 4+ 1 der Nachfolger von n ist, muss eine der beiden Zahlen gerade
sein.

5. Abbildungen

Notation: Sei M = {ay,...,a,} eine Menge, die aus n verschiedenen Elementen
besteht. Dann heifit n die Anzahl der Elemente von M. Wir schreiben dafiir
#(M) =n oder |[M| = n. Ist #(M) eine natiirliche Zahl, dann nennen wir M
endlich, bzw. wir sagen, dass M endlich viele Elemente hat.

Definition I.5.1 (Abbildung/Funktion): Seien X und Y Mengen.

(i) Eine Vorschrift, die jedem Element z aus X ein Element y aus Y zuordnet,
heilt eine Abbildung oder Funktion. Wir schreiben ,,f: X — Y fiir eine
Funktion von X nach Y und mit ,x — f(z) := y“ notieren wir die
Zuordnung auf Elementebene. Hierbei heifit X der Definitionsbereich und
Y der Wertebereich.

(ii) Die Menge der Abbildungen von X nach Y bezeichnen wir mit Abb(X,Y),
d.h.

Abb(X,Y) :={f | f ist eine Abbildung von X nach Y}.

Bemerkung 1.5.2: (i) Man kann dquivalent dazu Abbildungen mengentheore-
tisch beschreiben. Eine Abbildung f: X — Y ist gegeben durch eine Teilmenge
I'y € X x Y mit folgender Eigenschaft:

Vee XJlyeY : (z,y) ely.
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Wir schreiben z — f(x) = y genau dann, wenn (z,y) zu I'; gehért. Die Menge
I't heilt dann mengentheoretischer Graph von f.

(ii) Zwei Abbildungen f: X — Y und ¢g: X — Y sind per Definition gleich
genau dann, wenn sie auf jedem Element von z dasselbe tun, d.h. wenn fiir
jedes x € X gilt, dass f(z) = g(z). Offensichtlich ist das genau dann der Fall,
wenn ['y =1,

(iii) Fir X = @ und Y beliebig enthalt Abb(X,Y’) genau ein Element f,
dessen Graph I'; die leere Menge ist, denn das kartesische Produkt einer Menge
mit der leeren Menge ist die leere Menge, diese Menge hat genau eine Teilmenge
(ndmlich @) und @ hat die Eigenschaft eines Graphen.

Beispiel I1.5.3 (fiir Abbildungen): (i) Fur X; :={—1,0,1} und Y7 := {0,1}
betrachten wir die Abbildungen

fi: X — Y, T — 2° — g1: X1 — Yy, z+—0

Diese beiden Abbildungen sind gleich.

(ii) Fir Xo:=Rund Yo :=Rsg:={z € R |z >0} ist f: Xy = Y5, x> 22
eine Abbildung.

(iii) Fir X3 := Rso und Y3 := R ist f3: X3 — Y3, x — /x eine Abbildung.
(iv) Sind

Xy = {s| s ist Student in dieser Vorlesung}
und Y, == {t | t ist Datum eines Tages im Jahr},

dann ist fy: Xy — Y), s = Geburtsdatum von s eine Abbildung.

Definition I.5.4 (eine besondere Abbildung): Sei M eine Menge. Die Abbil-
dung idy;: M — M, x — x heifit Identitit auf M.

Definition 1.5.5 (Bild und Urbild): Seien X und Y Mengen und f: X — Y
eine Abbildung.

(i) Fir B CY heiBt f~(B) :={x € X | f(x) € B} Urbild von B unter f.
(ii) Fir A C X heiit f(A) := {f(x) | x € A} Bild von A unter f.

Beispiel 1.5.6: Fiir die Abbildungen aus [Proposition 1.5.3| haben wir das Fol-
gende:
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5. Abbildungen

(i) ff1<{07 1}) = {07 L, _1}7 ffl({0}> = {07 L, _1}7 ffl({l}) = 3,
fit(@) =2, A{-1,1}) = {0}, fi(2) = @.

(i) fi'({y€Rso |y =1} ={z€R[z>1Va < -1}
(111) f3<R20) = RZO'
(iv) fi'({4. Juni}) = @.

Definition I.5.7 (Verkettung und Einschrankung): Seien X, Y und Z Men-
gen.

(i) Fir Funktionen f: X — Y und g: Y — Z definieren wir die Abbildung

gof: X — 2,  x+—=(go f)(z):=g(f(x))

und nennen sie die Verkettung oder Komposition von f und g.

(ii) Fir eine Abbildung f: X — Y und A C X heifit die Abbildung
fla: A—Y, r+— f(x)
die Finschrinkung von [ auf A.

Bemerkung 1.5.8 (Eigenschaften der Verkettung): (i) Die Verkettung von
Funktionen ist assoziativ, d.h. fiir Abbildungen f: W — X, g: X — Y und
h:Y — Z gilt ho(go f)=(hog)o f.

(ii) Die Identitat tut nichts beim Verketten. Genauer: Ist f: X — Y eine
Abbildung, dann gilt idy of = f und foidy = f.

Definition I1.5.9 (Injektiv, surjektiv, bijektiv): Seien X und Y Mengen und
f: X — Y eine Abbildung.

(i) Folgt fiir irgendwelche 27 und 5 aus X mit f(x;) = f(x2), dass 1 = w9,
dann heifit f injektiv. Die Abbildung f ist injektiv genau dann, wenn fiir
jedes y € Y gilt, dass #f*({y}) < 1.

(ii) Besitzt jedes y € Y ein Urbild, d. h. gibt es fiir jedes y € Y (wenigstens)
ein x € X mit f(x) = y, dann heiBt f surjektiv. Die Abbildung f ist
surjektiv genau dann, wenn fiir jedes y € Y gilt, dass #f'({y}) > 1.

(iii) Ist f injektiv und surjektiv, dann heiit f bijektiv. Das ist genau dann der
Fall, wenn jedes y € Y genau ein Urbild hat, d. h., falls fiir jedes y € Y

gilt, dass # 1 ({y}) = 1.
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Proposition 1.5.10 (Injektivitidt, Surjektivitdt und Bijektivitdt): Seien X, Y
und Z Mengen und f: X =Y, g: Y — Z Abbildungen. Dann haben wir die
folgenden Aussagen:

(i) Sind f und g injektiv, dann ist auch g o f injektiv.
(ii) Sind f und g surjektiv, dann ist auch g o f surjektiv.

(iii) Die Abbildung f ist injektiv genau dann, wenn es h: Y — X gibt, sodass
ho f = ldX

(iv) Die Abbildung f ist surjektiv genau dann, wenn es h:'Y — X gibt, sodass
f oh= ldy

(v) Die Abbildung f ist bijektiv genau dann, wenn es h:' Y — X gibt, sodass
ho f=idx und f o h =idy. In diesem Fuall ist h eindeutig.

Definition I.5.11 (Umkehrabbildung): Seien X und Y Mengen und f: X — Y
eine Abbildung. Ist g: Y — X eine Abbildung, sodass g o f = idy und
f og=idy, dann heiit g Umkehrabbildung oder auch inverse Abbildung zu f.
In diesem Fall sagt man auch, f und g seien zueinander invers. Oft wird g mit
f~! bezeichnet.

Bemerkung 1.5.12: Seien X und Y Mengen und f: X — Y eine Abbildung.
Die Festsetzungen aus [Definition [.5.5| erkldren zur Abbildung f gehorige
Funktionen

[ BX) —BY),  Ar— f(A),
FTHBY) — B(X), B fTHU(B).

Es handelt sich hierbei um Missbrauch der Notation, denn f: X — Y und
[ PB(X) = P(Y) sind verschiedene Abbildungen, die mit demselben Symbol
belegt sind und eine Umkehrabbildung f~!: Y — X existiert potentiell gar
nicht. Verwechslungen sind dennoch ausgeschlossen, denn aus dem Kontext
heraus ist durch das Argument (d.h. das Element aus dem Definitionsbereich,
das unter f abgebildet wird) immer klar, welche der beiden Funktionen gemeint
ist.

Die Notation fiir die Urbildfunktion f=!: (V) — B(X) hat allerdings etwas
mit der Umkehrfunktion zu tun: Gibt es eine Umkehrfunktion zur Funktion f,
dann kann diese wegen [Definition I1.5.9(iii) mit der Urbildfunktion identifiziert
werden, indem man ein Element x € X beziehungsweise y € Y identifiziert mit
der Einpunktmenge {z} € P(X) beziehungsweise {y} € B(Y).
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5. Abbildungen

Beispiel 1.5.13: Sei k eine natiirliche Zahl und betrachte die Mengen X* sowie
Abb({1,...,k}, X). Dann sind die Abbildungen

F: XF — Abb({1,...,k}, X),
(ay,...,a ) — (f: {1,.. .k} = X, i~ a)

und
G AbD({1,.. K} X) —> X5, frs (F(1), ., F(R))
zueinander invers.

Beweis: Seien (ay,...,a;) € X¥ und f := F(ay,...,a;) die zugehérige Abbil-
dung, d.h. f(i) = a;. Dann haben wir

G(F(ai,...,ar)) = (f(1),..., f(k)) = (a1,...,ax),

d.h. GoF = idys.
Ist auf der anderen Seite f € Abb({1,...,k}, X), dann ist

F(G() = FISQ), - fR)] = (b AL k) = X, i f(2) =

d.h. FoG = idapb({1,..k},x)- In der obigen Rechnung haben wir verwendet,
dass Abbildungen a und f genau dann gleich sind, wenn I', = I'g ist, um zu
schlieflen, dass h genau f ist.

Via F und G erhalten wir so eine Identifikation der Mengen X* und
Abb({1,...,k}, X). O

Definition 1.5.14 (Leeres Produkt): Fiir eine Menge X heifit X° := Abb(&, X)
das leere Produkt. X° besteht nach [Proposition 1.5.2 aus einem Element.

Definition I.5.15 (Permutation): Sei X eine Menge. Ist f: X — X eine bijek-
tive Abbildung, dann heif3t f auch Permutation. Mit

Perm(X) :={f: X — X | f ist bijektiv}

bezeichnen wir die Menge der Permutationen von X.

Ist X eine Menge mit n Elementen, dann ist # Perm(X) = n! := [, 7.
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6. Relationen

Definition I.6.1 (Relation): Sei M eine Menge. FEine Teilmenge R C M x M
heiit zweistellige Relation oder kurz Relation auf M. Statt (x,y) € R schreibt
man auch xRy ]

Beispiel 1.6.2: (i) Seien M eine Menge und R; := {(z,y) € M? | x = y}.
Die Relation Ry heifit Gleichheitsrelation. Es gilt x R1y genau dann, wenn x = y.

(ii) Folgendes sind Beispiele fiir Relationen auf M = R:
Ry :={(x,y) e R* |2 <y}, Ry:={(a,y) e R’ |z <y},
Ry:={(z,y) eR* |z >y},
Rs :={(x,y) e R® |z >y}, Rs:={(z,y) € R’ |z #y}.

(iii) Ist M die Menge der Studenten dieser Vorlesung, dann ist
Ry :={(s1, 82) € M? | s, und s, haben dasselbe Geburtsdatum}

eine Relation auf M.

Definition 1.6.3 (Eigenschaften von Relationen): Seien M eine Menge und R
eine Relation auf M.

(i) Gilt fur alle x € M, dass v Rx, dann heifit R refleziv.

(ii) Gilt fir alle z,y € M mit xRy, dass yRz, dann heifit R symmetrisch.

(iii) Gilt fur alle z,y € M mit xRy und yRx, dass * = y, dann heifit R
antisymmetrisch.

(iv) Gilt fur alle z,y,z € M mit xRy und yRz, dass xRz, dann heifit R
transitiv.

Beispiel 1.6.4 (Eigenschaften der Beispielrelationen): Fiir die Relationen in

haben wir die folgende Tabelle:
| Ry Ry Rs Ry Rs; Rs Ry
reflexiv v v - v — — Y
symmetrisch v - — — — v J
antisymmetrisch | vv v v Vv Vv — —
transitiv v v v v v — Y

“

30ft werden Relationen mit Symbolen wie ,,~
nicht mehr so seltsam aus.

oder ,,<“ belegt, und dann sieht ,zRy*
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6. Relationen

Definition 1.6.5 (Aquivalenz und Ordnungsrelationen): Seien M eine Menge
und R C M? eine Relation.

(i) Ist R reflexiv, symmetrisch und transitiv, dann heifit R eine Aquivalenz-
relation.

(ii) Ist R reflexiv, antisymmetrisch und transitiv, dann heifit R eine Ord-
nungsrelation.

Aquivalenzrelationen werden oft mit ,,~* notiert, Ordnungsrelationen werden
oft mit ,<“ notiert.

Beispiel 1.6.6 (Kongruenzrelation): Sei n eine natiirliche Zahl. Die durch
Rs :={(a,b) € Z x Z | a — b ist durch n teilbar}

gegebene Relation heifit Kongruenz modulo n. Statt aRb schreiben wir auch
a = b (mod n) oder a =, b. Beispielsweise ist 1 = 11 (mod 5), jedoch ist
11 # 21 (mod 4).

Proposition 1.6.7: Sei n eine natirliche Zahl. Kongruenz modulo n ist eine
Aquivalenzrelation.

Beweis: Wir haben drei Punkte zu zeigen: Erstens, dass die Relation reflexiv
ist; zweitens, dass die Relation symmetrisch ist und drittens, dass die Relation
transitiv ist.

(1) Fir irgendeine ganze Zahl z gilt x — z = 0, und weil 0 durch jede ganze
Zahl teilbar ist, ist Kongruenz modulo n reflexiv.

(2) Seien x und y ganze Zahlen, deren Differenz durch n teilbar ist, d. h., es
gibt eine ganze Zahl k, sodass © —y = kn. Wegen y — x = —kn wird y — x
auch von n geteilt und damit gilt y =, x.

(3) Seien z, y und z ganze Zahlen, sodass = =, y und y =,, z. Das heif}t es
gibt ganze Zahlen k und /¢, sodass x —y = kn und y — z = fn. Dann ist

r—z=x—y+y—z=kn+In=(k+{)n,
also gilt ©x =, 2. U
Bemerkung 1.6.8 (Restklassen): Sei n eine natiirliche Zahl. Die Kongruenzre-

lation .=, definiert auf Z folgende Zerlegung in n Mengen: Fiir 0 < <n —1
setzen wir

My={zeZ|x=,i}={i+kn|keZ}=1]].

Diese sind genau die Restklassen beziiglich ,, Teilen mit Rest durch n“
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Beispiel 1.6.9 (Gerade und ungerade): Fir n = 2 sind die Restklassen M,
und M; genau die Mengen der geraden bzw. ungeraden Zahlen in Z.

Auf einer Menge M definiert jede Aquivalenzrelation eine Zerlegung von M
in Teilmengen — besser noch, in disjunkte nichtleere Teilmengen. Wir werden
sehen, dass jede Zerlegung von M in disjunkte nichtleere Teilmengen tatsachlich
von einer Aquivalenzrelation herriihrt.

Definition 1.6.10 (Aquivalenzklasse): Seien M eine Menge und ,,~* eine Aqui-
valenzrelation auf M. Fur x € M heift

[zlo i ={yeM|z~yt C M

die Aquivalenzklasse von x beziglich ,~“ Ist aus dem Kontext klar, von
welcher Aquivalenzrelation die Rede ist, schreiben wir auch kurz [z] fiir die
Aquivalenzklasse von .

Proposition 1.6.11 (Eigenschaften von Aquivalenzklassen): Seien M eine Men-
ge und ,~“ eine Aquivalenzrelation auf M. Seien ferner x und y Elemente von
M. Dann gilt:

(i) Das Element x gehort zu [z].

(il) Es gilt © ~y genau dann, wenn [z] = [y].

Beweis: (i) Weil ,~“ als Aquivalenzrelation reflexiv ist, steht  in Relation
zu x, d.h. x gehort zur Aquivalenzklasse von .

(ii) ,==“: Wir nehmen an, dass z in Relation zu y steht. Fiir ein Element
z € [z] gilt z ~ z und wegen x ~ y haben wir auch z ~ y, d.h. z liegt in
[y], womit wir [x] C [y] erhalten. Durch Vertauschen der Rollen von x und y
erhalten wir auch [y] C [z].

»<=": Wir nehmen an, dass [z] = [y]. Aus [z] = [y] erhalten wir mit (i), dass
y € [y] = [z], aber per Definition heifit das ja gerade ,z ~ y* O

Notation 1.6.12 (Schnitt und Vereinigung iiber Indexmenge): Sei I eine Men-
ge. Fir jedes ¢ € I sei eine Menge M; gegeben. Dann heiflen

() M; := {x | Fiir jedes i € I gilt x € M},
i€l
|J M; := {z | Es gibt i € I, sodass = € M;}

iel

der Schnitt beziehungsweise die Vereinigung der Mengen M.
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6. Relationen

Satz 1: Seien M eine Menge und ,~“ eine Aquivalenzrelation auf M. Dann
qgilt:
(i) Alle Aquivalenzklassen sind nichtleer, d. h. fiir jedes x € M gilt [z] # @.
(ii) M ist die Vereinigung seiner Aquivalenzklassen, d.h. M = U e[z

(iii) Je zwei verschiedene Aquivalenzklassen sind disjunkt, d. h. fiir irgendwel-
che x,y € M gilt [x] = [y] oder [x] N [y] = @.

Beweis: (i) Seiz irgendein Element von M. Nach |Proposition 1.6.11i) gehort
x zu [z].

(ii) ,C“: Sei y ein Element von M. Dann gehort y nach (i) zu [y], d.h.
/S UmGM[x]

,2“ Sei y ein Element von (J,¢y/[z]. Dann gibt es ein @ € M, sodass y € [z].
Wegen [z] C M folgt daraus y € M.

(iii) Seien z und y Elemente von M mit [z] N [y] # @. Weil [z] N [y] nichtleer
ist, gibt es irgendein z € [z] N [y]. Per Definition haben wir sowohl = ~ z als
auch y ~ z, wegen Symmetrie und Transitivitat von ,,~* ist dann z ~ y, d. h.
[z] = [y] nach [Proposition 1.6.11] O

Definition 1.6.13 (Menge der A'quivalenzklassen): Seien M eine Menge und
.~ eine Aquivalenzrelation auf M.

(i) Die Menge M/~ = {[x] | z € M} heifit Menge der Aquivalenzklassen

von M beziglich ,~“.

(ii) Die Abbildung m: M — M/~ x + [x] heiBt kanonische Projektion.

Beispiel 1.6.14 (Kongruenzrelation): Seien M = Z und ~ die Kongruenzrela-
tion modulo 5. Dann ist M/~ = {[0], [1], [2], [3], [4]} und

M — M/~ z — 2]
ist die kanonische Projektion.

Definition 1.6.15 (Partition): Seien M eine Menge und P C B(M). Gilt

(i) Die leere Menge ist kein Element von P,
(ii) Die Vereinigung Uscp A ist ganz M,
(iii) Fir A und B aus P mit A # B gilt AN B = &,
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dann heifit P eine Partition von M.

Korollar 1.6.16 (aus [Satz 1): Sind M eine Menge, ~ eine Aquivalenzrelation
auf M und M/~ die Menge der Aquivalenzklassen, dann ist M/~ eine Partition.

Satz 2 (Partition definiert Aquivalenzrelation): Seien M eine Menge und S
eine Partition von M. Wir definieren mit S eine Relation ,~“ auf M durch

r~yi<= JAeS:(ze ANy e A),

d. h. x steht in Relation zu y, wenn beide im selben Element der Partition liegen.
Es handelt sich bei ,~“ um eine Aquivalenzrelation.

Beweis: Wieder haben wir die drei Eigenschaften einer Aquivalenzrelation
nachzuweisen. Dazu verwenden wir die Eigenschaften (i), (ii) und (iii) einer

Partition aus [Definition I.6.15]

(1) Sei x ein Element von M. Da S eine Partition von M ist, gibt es nach (ii)
ein Element A von S, sodass x € A. Per Definition der Relation ,,~* bedeutet
das gerade = ~ x, d.h. ,~* ist reflexiv.

(2) Seien z und y Elemente von M sodass x ~ y. Per Definition der Relation
gibt es dann A € S, sodass x und y Elemente von A sind. Wiederum per
Definition der Relation heifit das dann auch y ~ z.

(3) Seien z, y und z Elemente von M, sodass x ~ y und y ~ z. Per Definition
der Relation gibt es dann A und B in S, sodass z und y zu A und y und z
zu B gehoren. Insbesondere gehort y zu A N B. Nach Eigenschaft (iii) aus
[Definition I.6.15| miissen dann aber schon A und B iibereinstimmen, d.h. z
und z gehoren beide zu A und damit gilt z ~ z. O

Bemerkung 1.6.17: Die Konstruktionen aus [Satz 1| und [Satz 2| sind zueinander
invers: Aquivalenzrelationen auf M und Partitionen von M entsprechen sich
bijektiv.

7. Nachtrag und Ausblick

Eine formalere Einfiihrung in die Mengenlehre findet man z. B. in {Referenz
Dieser, Ebbinghaus }. Die Mengentheorie baut auf Axiomen auf, d. h. es werden
Regeln definiert die gelrten sollen. Es gibt unterschiedliche Axiomensysteme,
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7. Nachtrag und Ausblick

am weitesten verbreitet ist das ZFC-Axiomensystem{} Zu den ZFC-Axiomen
gehoren beispielsweise

o FExtensionalitatsaxiom: Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn sie
dieselben Elemente haben;

o Aussonderungsaxiom: Priadikate P definieren Mengen, genauer: Sind P
ein Pradikat und A eine Menge, dann gibt es eine Teilmenge B C A, die
genau die Elemente z von A enthélt, fir die P(x) wahr ist;

o Leermengenaziom: Es gibt eine Menge ohne Elemente;

o Auswahlaziom: Ist A eine Familie nichtleerer Mengen, dann gibt es eine
Funktion f: A — Upca B, die jedem Element B von A ein Element aus
B zuordnet, also ,ein Element von B auswahlt*;

o Fundierungsaxiom: Jede nichtleere Menge A enthilt ein Element B, sodass
A und B disjunkt sind.

Das Auswahlaxiom folgt nicht aus den anderen Axiomen. Das ZF-Axiomen-
system lasst das Auswahlaxiom weg. Manche Aussagen konnen deshalb darin
nicht bewiesen werden (wie zum Beispiel die Aussage, die in einer Teilaufgabe
zu Umkehrfunktionen mithilfe des Auswahlaxioms gezeigt werden sollte).

Die hier vorgestellte naive Mengenlehre birgt gewisse logische Schwierigkeiten,
sogenannte Antinomien. Versucht man die Frage ,,Gibt es Mengen, die sich
selbst enthalten?“ ist es naheliegend, die Menge aller Mengen, die sich selbst
nicht enthalten, d.h. die Menge

M :={A Menge | A ¢ A}

zu betrachten. Gehort M nun zu M oder nicht? Ware M kein Element von M,
dann miisste M per Definition zu M gehoren, was unmoglich ist. Wére aber
M ein Element von M, dann wiirde M per Definition nicht zu M gehéren. So
eine Menge M kann es also nicht geben! Das Fundierungsaxiom in ZFC 16st
dieses Problem.

Jedoch bleiben auch nach der Einfiihrung des ZFC-Axiomensystem Schwie-
rigkeiten bestehen. Der osterreichische Mathematiker Kurt Godel zeigte 1931 in
seinen zwei Unvollstandigkeitssitzen, dass es einerseits unbeweisbare Aussagen
in jedem hinreichend komplexen Axiomensystem gibt, und dass andererseits
hinreichend starke widerspruchsfreie Systeme ihre eigene Widerspruchsfreiheit

“Hierbei steht ,,Z“ fiir den deutschen Mathematiker Ernst Zermelo (1871-1953), das ,,F* fiir
den deutsch-israelischen Mathematiker Adolf Abraham Haleri Fraenkel (1891-1965) und
das ,,C“ fiir das Auswahl-Axiom (englisch: Axiom of Choice).
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Kapitel I. Grundlagen

nicht zeigen konnen. Und tatsdchlich muss man sich noch nicht zu sehr anstren-
gen, um ein Beispiel fiir eine innerhalb von ZFC unbeweisbare Aussage zu geben.
Fir Interessierte sei auf den deutschen Wikipedia-Artikel zur Calkin-Algebra
verwiesen.
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Kapitel 11.

Lineare Gleichungssysteme und
reelle Vektorraume

Im Folgenden setzen wir die reellen Zahlen samt ihren Verkniipfungen (d. h.
Addition und Multiplikation) und die zugehorigen Rechenregeln als bekannt
voraus.

In dieser Vorlesung verstehen wir Elemente des R", sofern nicht ausdriicklich
anders angegeben, als , Spaltenvektoren“, das heifit

T
R" = i, o, €R

Tn

Um nicht zu liberal mit dem digitalen Papier umzugehen, markieren wir einen
»Zeilenvektor” mit einem ', um zu verdeutlichen, wenn wir in Wahrheit einen
Spaltenvektor meinen. So ist mit (x1,...,x,)" ein Element des R™ gemeint.
Diese Notation wird sich spater als sinnvoll herausstellen.

1. Vom linearen Gleichungssystem zum Vektorraum

Beispiel I1.1.1: Seien x1, x5 und x3 ,,Variablen® oder auch ,,Unbestimmte”. Wir
wollen diejenigen Werte fiir diese Variablen finden, fiir die die Gleichungen

21’1 + 61’2 + 4ZL’3 =38
Ty — 2.1'3 =6

erfiillt sind, d. h. wir versuchen die Menge

L = {z = (11,79, 73)" € R® | x erfiillt die drei Gleichungen}
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Kapitel II. Lineare Gleichungssysteme und reelle Vektorraume

zu bestimmen. Dazu haben wir unterschiedliche Ansatze.

(i) Das lineare Gleichungssystem ist durch die Daten

2 6 4 8
A=101 -2/, b:=16
14 0 10

bestimmt. Dabei heiit A die Koeffizientenmatriz und b die rechte Seite. Wir
notieren das lineare Gleichungssystem als die Matrix (A|b), die entsteht, wenn
wir b als vierte Spalte neben A schreiben. Wir versuchen mithilfe von Matrizen-
und Vektorrechnung die Losungsmenge zu bestimmen.

(i) Reduktion auf homogenes lineares Gleichungssystem: Sind & = (%1, T, T3)*
und & = (21, T2, Z3) Losungen des linearen Gleichungssystems [Gl. (II.1)| dann
gilt

(@ = &2) = 2(&3 —23) = 6-6=
(&1 — 21) + 4(T2 — 22) —10-10 =
dh o v:=7—2% = (T, — %1,To — T9,T3 — 23)" ist eine Losung des linearen
Gleichungssystems

211 + 629 + 423 =0
T — 2[E3 =0

Das Gleichungssystem aus [Gl. (I1.2)| heifit das zu gehorige homogene

lineare Gleichungssystem. Es hat dieselbe linke Seite wie das urspriingliche
lineare Gleichungssystem, jedoch die spezielle rechte Seite (0,0, 0)".

Sind umgekehrt # und 2 Elemente des R?, sodass # eine Losung von m
und v := ¥ — ¥ eine Losung von ist, dann ist auch £ = 2 + v eine
Loésung von .

Anders ausgedriickt: Bezeichnen wir mit IL die Lésungsmenge von
mit I, die Losungsmenge von und mit # € R? eine ,,spezielle Losung®
von dann gehort 7 € R? zu IL genau dann, wenn v := 7 — & zu L;, gehort.
Dies ist dquivalent zur Aussage: Ein Z € R? gehort zu L genau dann, wenn es
v € L gibt, sodass £ = & + v. Wir konnen also schreiben

]L:{f/fizi’—i-U‘UE]Lh}Ilf—i—]Lh.

Um das Gleichungssystem |Gl. zu losen genitigt es also, eine Losung von
und alles Losungen von |Gl. zu kennen.
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2. Vektorraume

(iii) Mit ahnlichen Rechnungen wie in (ii) konnen wir etwas iiber die Struktur
von L, lernen. Seien dazu & = (%1, 9, T3)" und & = (21, 22, 23)" Elemente des

R3, die [Gl. (IL.2)[16sen. Bezeichnet r eine reelle Zahl, dann gilt
2(T1 + &1) + 6(T2 + Do) + 4(T3 + 23)
(To + Z2) — 2(T3 + &3)

(Z1 + @1) + 4(T2 + T2)

0
0
0

sowie

2(r- &) +6(r-Zo) +4(r-&3) =
(7’ . 572) — 2(7’ . 5/’3) =
(r-21) +4(r - Zg) =

d. h. wir haben: Sind Z und z Elemente von IL;, dann ist auch Z +  ein Element
von Ly, und sind # € L, sowie r eine reelle Zahl, dann gehort auch rz zu Ly,

Bemerkung I1.1.2: Nichtleere Teilmengen des R", die die beiden Eigenschaften
aus (iii) erfiillen, sind ,,Untervektorraume* des R™. Im Folgenden geben wir die
allgemeine Einfiihrung von Vektorrdumen.

2. Vektorraume

Das Ziel dieses Abschnittes ist die Verallgemeinerung des R™ zusammen mit
seiner Addition und seiner Skalarmultiplikation zum allgemeinen Konzept des
Vektorraums tiber einem Korpers.

Die Struktur des R™ wird durch die Addition, die Skalarmultiplikation und die
Rechenregeln, die fiir diese Verkniipfungen gelten, bestimmt. Zur Erinnerung:

Fir Elemente © = (z1,...,2,)" und y = (y1,...,y,)" des R™ und eine reelle
Zahl r sind
1+ W% rTy
rT+y= : , Ty =
Ty + Yn Ty,

Fir z,y, 2 € R™ und eine reelle Zahl r sind folgende Regeln aus der Schule
bekannt:

(i) Assoziativitat: Esist (z+y) +z =2+ (y + 2),
(i) Distributivitéat: Es ist r(z +y) = rz + ry,
(iii) Kommutativitat: Es ist z +y =y + «.
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Kapitel II. Lineare Gleichungssysteme und reelle Vektorraume

Um diese Regeln verallgemeinern zu kénnen, miissen wir die Verkniipfungen

als Abbildungen fassen: Wir haben die Abbildungen

+:R"x R" — R", (x,y) — =+ vy,
<+ RxR"— R", (r,z) — ra

die den oben gesammelten Regeln geniigen — und einige mehr.

Definition I1.2.1: Seien V' eine Menge und 0 = Oy ein ausgezeichnetes Element
von V, der sogenannte Nullvektor. Gibt es Abbildungen

+:VxV —V (v,w) — +(v,w) =: v+ w,
T RxV —V, (r,v) — «(r,v) =1r-v =:rv,

genannt Vektoraddition bzw. Addition und Skalarmultiplikation, die die Regeln

(A1) Firalle z,y,z € Vist (x+y)+2=a+ (y + 2),
(A2) Furallez,y e Vistx +y =y + =z,

(A3) Firallex € Vist 4+ 0=2 =0+,

(A4)

A4) Fir alle z € V gibt es genau ein y € V', sodass t +y =0=1y + z,

und

(S1) Fir alle z € V ist 1z = =,

(S2) Fur alle r,s € Rund x € V gilt (r + s)z = ra + sz,

(S3) Fir alle r € R und z,y € V gilt r(z +y) = rz + ry,

(S4) Fur alle r,s € Rund xz € V gilt r - (sz) = (r - s)x,

erflillen, dann heifit V' ein reeller Vektorraum, Vektorraum tber R oder R-
Vektorraum. Wir notieren den R-Vektorraum V' als Viertupel (V,+, -, 0y).

Fir das eindeutige Element y zu x mit x +y = 0 = y + x schreibt man auch
—z und nennt es additives Inverses von x.

Beispiel I1.2.2 (R™ und Abb(M,R)): (i) Der R zusammen mit den kom-
ponentenweisen Verkniipfungen (Addition und Skalarmultiplikation) und dem
Nullvektor 0y = (0,...,0)" ist ein R-Vektorraum.

(ii) Sei M eine Menge. Dann wird

Vi:=RM:= Abb(M,R) = {f: M — R | f ist Abbildung}
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2. Vektorraume

zusammen mit dem Nullvektor Oy := (f: M — R, m — 0) und den Verkniip-
fungen

@:VXV—>‘/7 (f17f2>'—>(g:M_>R7 mel(m)—i_fQ(m)L

d.h. die Abbildung g := f; @ f5 ist gegeben durch die Eigenschaft , Fiir alle
m € M ist g(m) = fi(m) + f2(m)“, und

@:RxV —V, (r,f)— (g: M - R, m~rf(m))

zu einem Vektorraum tuber R.

(iii) Seien M eine Menge und W ein beliebiger R-Vektorraum. Dann wird
Vi=WM .= Abb(M,V) = {f: M — W | f ist eine Abbildung}

zusammen mit dem Nullvektor 0y := (f: M — W, m — Oy/) und den Ver-
kntipfungen analog definiert zu den Verkniipfungen in (ii) zu einem Vektorraum

iber R.

Beweis: Die Vektorraumaxiome aus |Definition I1.2.1] gelten jeweils, weil die
entsprechenden Rechenregeln in R beziehungsweise in W gelten. Exemplarisch
zeigen wir die Giiltigkeit von (A3) fiir (iii). Wir haben also zu zeigen, dass fir
alle Abbildungen f: M — W gilt, dass f ® 0y = f = 0y + f. Diese Gleichheit
von Abbildungen zeigen wir, indem wir zeigen, dass die Abbildungen auf allen
Elementen von M dieselbe Wirkung haben. Fiir irgendein m € M ist

(f & 0v)(m) = f(m) + 0y (m) = f(m) + Ow = f(m)

wegen der Definition von Oy und der Giiltigkeit von (A3) fiir den R~Vektorraum
W. Genau so rechnet man nach, dass Oy @ f = f.

Fir die restlichen Regeln zeigen ahnliche Rechnungen deren Giiltigkeit und
bleiben deshalb zur Eigeniibung. U

Proposition I1.2.3: Es sei (V,+,-,0v) ein Vektorraum diber R. Dann gilt:

(i) Fir alle v,w €V gibt es genau ein x € V, sodass v+ x = w. Fir dieses
x schreiben wir w — v. Insbesondere ist Oy das einzige Element, das (A3)

erfillt.
(ii) Fir aller € R und v € V ist rOy = 0y = Ov.
(i) Fir aller € R und v € V ist r(—v) = (—r)v.

(iv) Fir aller € R und v,w € V ist r(v — w) = rv — rw.
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(v) Firaller,s € R undv € V ist (r — s)v =rv — sv.

Beweis: Wir zeigen unter Verwendung von (i) exemplarisch, dass Ov = 0y. Aus
(i) wissen wir, dass Oy das eindeutige Element ist, fiir das gilt: Ov + 0y = Oy
Wegen (A3) gilt Ov+0y = Oy. Weil (S2) garantiert, dass Ov+0v = (04-0)v = Ov,
liefert uns (i), dass Ov = Oy.

Die restlichen Aussagen werden auf dem vierten Ubungsblatt und in der
Prasenziibung gezeigt. U

Bemerkung I1.2.4: Mit den Notationen aus[Proposition II.2.3|gilt insbesondere:

(i) Fir alle v € V ist —v = (—1)v,
(ii) Fir alle v,w € V gilt w — v = w + (—v).

Aussage (i) ist ein Spezialfall der Aussage (iii) aus [Proposition I1.2.3] das ist
also klar. Fir die zweite Aussage missen wir uns an die Definition von w — v
erinnern, um zu sehen, was zu zeigen ist. Wegen

v+ (w+ (—v)) = (v+w) + (—v) (A1)
= (w+v)+ (—v) (A2)
=w+ (v+ (—v)) (A1)

=w+0y=w
ist w+ (—v) = w — .

Beispiel I1.2.5: Sei V' der R-Vektorraum R?. Wir betrachten die Teilmengen
Uy :={(z,z) € R? |z € R} und U, := {(z,y) € R? | 22 + ¢*> < 1}.

Definition I1.2.6 (Untervektorraum): Seien V' ein Vektorraum und U C V
eine Teilmenge. Falls gilt:

(i) Der Nullvektor 0y gehort zu U,
(ii) Fir v und w aus U gehort auch v + w zu U,

(i) Fir r € R und v aus U gehort auch rv zu U,

dann heifit U ein Untervektorraum von V.

Bemerkung I1.2.7: Sei V' ein Vektorraum.

(i) Die Teilmengen {0y} und V' sind Untervektorrdume von V. Sie heilen
triviale Unterrdume.
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(ii) Die leere Menge ist kein Untervektorraum von V.

(iii) Fordern wir von U in [Proposition I1.2.6} nichtleer zu sein, dann folgt (i)
bereits aus (iii).

Proposition I1.2.8 (Untervektorrdume sind Vektorrdume): Sind V' ein Vek-
torraum und U C V' ein Untervektorraum, dann gilt insbesondere: Die Ver-
kntiipfungen ,+“ und ,-“ auf V' schranken sich zu Verknipfungen auf U ein,
genauer: Die Abbildungen

+loxv: UxU — U, (x,y) — =+,
rxv: Rx U — U, (r,x) — ra

sind wohldefiniert (d. h. ihre Bilder sind jeweils in U enthalten) und U wird
mit diesen Verknipfungen sowie dem Nullvektor Oy zu einem Vektorraum.

Beweis: Dass die Bilder der Einschrankungen der Verkniifungen auf V' wirklich
in U enthalten sind, folgt aus den Punkten (ii) und (iii) in [Proposition I11.2.6]

Da die Axiome (A1)-(A3) und (S1)-(S4) sogar fiir alle Elemente von V' gelten,
gelten sie erst recht fir die Elemente von U. Bleibt zu zeigen, dass auch (A4)
gilt, d.h. wir miissen zeigen: Fiir alle x € U gibt es genau ein y € U mit
r+y=0y=y+=x.

Sei also x € U gegeben. Weil V' ein Vektorraum ist, gibt es genau ein Element
—x in V, das das Gewiinschte leistet. Aus |[Proposition I1.2.3| wissen wir, dass
—z = (—1)x und wegen Punkt (iii) aus [Proposition II.2.6| wissen wir damit,
dass —z zu U gehort. U

Proposition II.2.9 (Direktes Produkt endlich vieler Vektorrdume): Seien n ei-
ne natirliche Zahl und Vi, ..., V, Vektorraume tiber R. Ihr kartesisches Produkt

wird mit den Verknipfungen, die fir vy,vy € Vi, ..., v,,v, € V, undr € R
durch

(U1, Un) @ (V] .0 = (v + 0], o, UL,

rO (V1. 0,) = (rug, . T,)

erklart sind, und mit geeignet gewdahltem Nullelement zu einem Vektorraum
tber R. Dieser heifit das direkte Produkt der Vektorrdume Vi,... V.

Beweis: Die Aussage lédsst sich analog zu Aufgabe 4 auf Blatt 1 zeigen. 0
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Proposition I1.2.10 (Beliebiger Schnitt von Untervektorrdumen): Seien I ei-
ne nichtleere Menge und fiir jedes i € I sei ein Untervektorraum U; des Vektor-
raums V' gegeben. Dann ist W := (;c; U; ebenfalls ein Untervektorraum von

V.

Beweis: Wir priifen die Punkte aus |Proposition [1.2.6]

(i) Weil jeder der Untervektorrdume U; den Nullvektor Oy enthélt, liegt Oy
per Definition des Schnitts in W.

(ii) Seien v und w aus W gegeben. Per Definition von W gehdren v und
w dann zu jedem Vektorraum U;, d.h. fir jedes ¢ € I gehort v + w zu U;.
Wiederum per Definition des Schnitts folgt daraus v 4+ w € W.

(iii) Seien r eine reelle Zahl und v € W gegeben. Per Definition gehort v zu
jedem Vektorraum U; und deshalb gehort auch rv zu jedem Vektorraum Us;.
Wieder erhalten wir rv € W und wir sind fertig. O

Proposition I1.2.11 (Summe endlich vieler Untervektorrdume): Seien V' ein
Vektorraum tber R, n eine natirliche Zahl und Uy, ..., U, Untervektorraume
von V. Dann ist

We={v+-~+uv,|vy €Uy,...,v, € Uy}

ebenfalls ein Untervektorraum von V. Er wird die Summe von Uy,...,U,
genannt.

Beweis: Man iiberpriift ahnlich wie in [Proposition I1.2.10] dass die Punkte aus
|[Proposition II.2.6[erfiillt sind. 0

3. Der Vektorraum der Matrizen

Das Ziele dieses Abschnitts sind die Vorstellung der Matrizenrechnung und die
Einsicht, dass die reellwertigen p x g-Matrizen einen R-Vektorraum bilden.

Notation: Seien a und b natiirliche Zahlen, V' ein Vektorraum tiber R und
f: IN — V eine Funktion. Dann schreiben wir

o Jfla)+ flatl)+---4 f(D), fallsa <D,
2. 10)= {0, falls a > b.

i=a
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3. Der Vektorraum der Matrizen

Seien allgemeiner [ eine Indexmenge und f: I — X eine Funktion, die nur auf
endlich vielen Elementen von I einen von 0y verschiedenen Wert annimmt.
Es bezeichne J = {i € I | f(i) # Oy} C I. Weil J endlich ist, gibt es eine
natiirliche Zahl n sodass J = {ji,...,jn} mit ji,...,jn, € I. Dann schreiben

WIr
n

D f) = f().

iel i=1
Definition I1.3.1 (Matrizen): Seien p und ¢ natiirliche Zahlen. Eine Abbildung
A {1, ... prx{l,...,q} — R

heilt reelle p x q-Matriz. Dabei heifit p die Anzahl der Zeilen und q die Anzahl
der Spalten. Man schreibt a; ; := A(1, j) := A((4, 7)) und notiert die Matrix A
suggestiv als Schema

ail -t Qg

A=
ap71 DY ap7q
Gilt p = ¢, dann heifit die Matrix A quadratisch. Mit
RP*?:= {A | A ist reelle p x ¢-Matrix} = Abb({1,...,p} x{1,...,¢},R)

bezeichnen wir die Menge der reellen p x ¢g-Matrizen. Auch die Notationen
Mat(p x ¢, R), Mat(p, ¢) oder M,y,(R) sind gebréuchlich. Im Folgenden identi-
fizieren wir stets RP mit RP*!.

Bemerkung I1.3.2: In [Definition 11.3.1] kann man auch p = 0 oder ¢ = 0
zulassen. Die Mengen R%*? = RP*? = Abb(&, R) bestehen dann aus einem
Element.

Beispiel 11.3.3 (Nullmatrix, Einheitsmatrix): Seien p und ¢ natiirliche Zahlen.

(i) Die Matrix A € RP*? gegeben durch A(i,j) = 0 fiir alle 1 < i < p
und 1 < j < ¢ heit Nullmatriz. Die Notationen 0, 0,x,, N und N,., sind
gebrauchlich.

(ii) Die quadratische Matrix A € RP*? gegeben durch

1, fallsi=j,

A, g) =0, = {

0, sonst.

heiit Einheitsmatriz oder auch Finsmatriz. Die Notationen I,,, ), oder 1, sind
gebréauchlich. Die Funktion 9, ; heifit Kronecker-Delta.
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Definition I1.3.4 (Summe und skalare Multiplikation): Seien p und ¢ natiirli-
che Zahlen, r eine reelle Zahl und A, B € RP*?. Dann definieren wir

() A+ Bi=C e R mit C(i, ) = AGi, ) + B, ),
(i) 7A := D € RP* mit D(i,j) := rA(i, )

firallel1 <i<pund1<j<gq.

Proposition I1.3.5 (RP*? als Vektorraum): Seien p und q natirliche Zahlen.

Dann wird RP*? mit den Verkniipfungen aus|Definition I1.5.4] und der Nullma-
triz Opxq 2u einem Vektorraum diber R.

Beweis: Die Vektorraumaxiome aus |[Definition [1.2.1| lassen sich jeweils kompo-
nentenweise aus den entsprechenden Vektorraumaxiomen fiir R nachrechnen.
Exemplarisch zeigen wir (A4), also dass es fir jede Matrix A € RP*? genau
eine Matrix B € RP*? gibt, sodass A+ B = 0,,, = B + A.

Sei dazu A € RP*Y gegeben. Wie eingangs angedeutet definieren wir B durch
B(i,j) == —A(i,7) fur alle 1 < i < pund 1 < j < ¢g und erhalten dann
A+B=0,,=DB+A.

Jetzt miissen wir noch begriinden, dass wir in Wahrheit keine andere Wahl
hatten. Sei also a = A(i,j) € R. Da R ein R-Vektorraum ist, gibt es genau ein
b€ R mit a+b=0=0>0+ a, und dieses b ist —a. Damit ist B eindeutig mit
der geforderten Eigenschaft. ([l

Definition I1.3.6 (Matrizenmultiplikation): Seien p, ¢ und m natiirliche Zah-
len und A € RP*? sowie B € R?*™. Die Matrix C € RP*™, die gegeben ist
durch

C(i,k) =>_ A(i,j)B(j, k) (1<i<p1<k<m),

j=1

hei3t Produkt von A und B und wird mit A - B oder AB bezeichnet.

Definition I1.3.7 (Transponierte einer Matrix): Seien p und ¢ nattrliche Zah-
len sowie A € RP*? eine Matrix. Die Matrix B € R?*P definiert durch

B(i,j) = A(j,i), (1<i<ql<j<p)

heifit die transponierte Matriz zu A oder kurz Transponierte von A. Gebrauch-
liche Notationen sind A, AT oder A".
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3. Der Vektorraum der Matrizen

Beispiel 11.3.8: Fiir die Matrix
haben wir

Auch die Notation (1, ...,z,)" hat jetzt ihre Rechtfertigung.

Proposition I1.3.9 (Weitere Rechenregeln fiir Matrizen): Im Folgenden sei-
en A, B und C Matrizen, sodass die folgenden Ausdriicke definiert sind. Es
gelten folgende weitere Rechenregeln (erginzend zu |Proposition II.3.%) fir
Matrizen:

(i) Assoziativitit: A(BC) = (AB)C,
(ii) Distributivitit: A(B+ C) = AB + AC,
(iii) Distributivitat: (A+ B)C = AC + BC,
(iv) Fir jede reelle Zahl r gilt A(rB) = (rA)B =r(AB),
)
)

(v) (A+ B) = A"+ B" und (AB)" = B'A?,
(vi

Beweis: Wir beweisen exemplarisch die Aussage in (i): Seien p, ¢, m und n
natiirliche Zahlen und A € RP*?, B € R?"™ sowie C' € R™*". Fiir irgendwelche
Indizes i € {1,...,p} und ¢ € {1,...,n} gilt

Fiir die Finheitsmatriz I, € RP*? gilt [,A = A = Al,.

(A-(B-O)E.0 = X Alig) - (B-C)(3.0
- _f:lA(i,j) | f: B Ok )
:zq:i/l (J, k) - C(k,0)

=1

<.
I
—_
X

(}q:A k)) LC(k, 0)

Jj=1

NERINGE

(A-B)(i, k)C(k, £) = ((A- B) - C) (i, 0),

=
Il
—

d. h. die Produkte stimmen eintragsweise iiberein und sind damit gleich. [
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Bemerkung 11.3.10 (...keine Kommutativitdt!): Achtung: Matrizenmultipli-
kation ist im Allgemeinen nicht kommutativ! Seien A = (1,2,3) € R'*? und

B = (1,—1,1)" € R**!. Fiir die beiden Produkte AB € R"! und BA € R3*3
erhalten wir

1 1 1 2 3
AB=(1 2 3)- —11 =(2), BA= —11 (12 3)= —11 —22 —33

Aber nicht nur die Dimension ,stort* bei der Kommutativitat, auch Multipli-
kation quadratischer Matrizen ist tiblicherweise nicht kommutativ.

Beispiel 11.3.11: Wir betrachten die Matrix
13 27 16
A= <—3 2,6 5) ’

Diese Matrix A lasst sich schreiben als Summe von Vielfachen ,einfacherer

Matrizen:
100 010 00 1
A_13<0 0 O>+27<0 . O>+16<0 0 o)
000 000 000
_3<1 0 o>+2’6<0 1 0>+5<0 0 1)

Das wollen im Folgenden allgemein aufschreiben.

Definition I1.3.12 (Elementarmatrix): Seien n und m nattrliche Zahlen. Fur
natiirliche Zahlen 2 und 7 mit 1 <7 < n und 1 < j < m definieren wir die
Matrix

Ei7ji {1,,7’1,} X {1,,m} —>IR,, (k’,g) ’_>5i,k5j,€-
Die Matrizen E 1, Eio, ..., E1,, Ea1, ..., B, heilen Elementarmatrizen.

Die Matrix E;; enthdlt genau eine Eins (ndmlich an der Stelle (7, 7)) und
alle anderen Eintrage sind Null.

Bemerkung I1.3.13 (Matrizen als Linearkombinationen der E; ;): Fir eine be-
liebige Matrix A = (a;;) € R™™ gilt

n

A=) > ai; By,

i=1j5=1

wie wir uns das in [Proposition [I.3.11|schon plausibel gemacht haben.
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3. Der Vektorraum der Matrizen

Beispiel I1.3.14: (i) Fiir die Elementarmatrizen

000 00
Eyz=10 0 1| €eR>  E3;=[00
000 10
finden wir
000\ (00 00
Eyz-Ez;=10 0 1|-]10 0|=[1 0| =FE,; € R*?
000/ \1O 00

(ii) Betrachten wir eine beliebige 2 x 2-Matrix A = (a3} a3 ) € R**? und
die Elementarmatrix Es5; von oben erhalten wir

00\, 0 0
B3 -A=10 0 (“ 12): 0o 0|,
a

Q21 Q22
10 1,1 Q12

d. h. die erste Zeile von A steht in der dritten Zeile des Produkts.
(iii) Fir eine beliebige 2 x 3-Matrix A = (o)} as3 assy) € R*® und die
Elementarmatrix F3, aus (ii) finden wir

a a a 00 a 0
A By, = (001 M2 M) 1 g = (@3 ’
21 G22 G23) |1 | azz 0
d. h. die dritte Spalte von A steht in der ersten Spalte des Produkts.

Proposition I1.3.15 (Multiplikation mit Elementarmatrizen): Seien p, g und
r naturliche Zahlen.

(i) Fir Elementarmatrizen E;; € RP*9 und Ey, € RT" gilt
Ei,jEk,Z = 5j,k;Ei,€ S RP*",

(i) Fur E;; € RP*9 und A € R™*" gilt

Ei;A= Z A(j, k) Ei € RP,

k=1

d. h. die j-te Zeile von A steht in der i-ten Zeile des Produkts und die
restlichen Eintrdge sind Null.
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(iii) Fir A € RP* und Ey, € R gilt

p
AEy, =Y A(j,k)E;,

Jj=1

d. h. die k-te Spalte von A steht in der (-ten Spalte des Produkts und die
restlichen Eintrdige sind Null.

Beweis: (i) Es bezeichne M das Produkt E; ;Ej, € RP*". Fiir Indizes (a, b)
in{1,...,p} x{1,...,r} gilt dann

M(a,b) = i E; j(a,x)Ey(z,b)

r=1

und jeder einzelne Summand ist Null, es sei denn ¢ =a, j =x =k und ¢ = b.
Fiir diese Indexkombination erhalten wir 1. Das gibt die Behauptung.

(ii) Wie in [Proposition I1.3.13|schreiben wir A als Linearkombination von
Elementarmatrizen und erhalten

EijA=E; < >0 ak,lEk,e)
k=1 (=1
=D Ak OE;;Epy =) A(j, 0)Eig-
k=1/4=1 =1
(iii) Diese Aussage lasst sich genau wie (ii) zeigen. O

Proposition I1.3.16 (Blockmatrizen): Seien m, p und q natirliche Zahlen und
seien my, Mo, P1, P2, ¢1 und qo natiurliche Zahlen, sodass m = mq + ma,
p=p1+p2 und q = q + qa. Ferner seien A € R1*Pr, B € R1>*P2 (' € R2*P1,
D e Re*P2 | e RP>™  F e RPv™2 G € RP2*™ und H € RP**™2 Matrizen.
Fiir die Matrizen M; € RT*P und My € RP*™, die entstehen durch

A B FE F
Ml - (C D) ’ M2 = (G H) )
qilt

MM, — (AE+BG AF+BH>.

CE+DG CF+ DH
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4. Reguliare Matrizen

Beweis: Die angegebene Gleichheit von Matrizen ist eintragsweise zu iiberprii-
fen. Zum Beispiel fur i € {1,..., ¢} und j € {1,...,m} gilt

(MM, 5) = 3 M6, k) Ma(k, )

= pzl A, k)E(k, ) + i B(i, k)G(j, k)
= (AE)(i,7) + (BG)(i,7) = (AE + BG)(i,j). O

4. Regulare Matrizen

Ein lineares Gleichungssystem hat die Form Ax = b mit einer Matrix A € R™*™
und Vektoren z € R™ und b € R". Gibt es eine Matrix B mit BA = [,,, dann
konnen wir umformen z = Bb.

Sind allgemeiner C' und D Matrizen mit C'D = [,,, dann gilt Ax = b genau
dann, wenn DAz = Db. Solche Matrizen C' und D heiflen reguldr und helfen
uns beim Loésen linearer Gleichungssysteme (genauer: Der Gauf3-Algorithmus
ldsst sich mithilfe reguldrer Matrizen formulieren). Aber auch in eigenem Recht
sind regulédre Matrizen interessant.

Definition I1.4.1 (Reguldre Matrix): Seien n eine natiirliche Zahl und A eine
reelle n x n-Matrix. Gibt es eine Matrix B € R™*" mit AB = I,, = BA, dann
heit A reguldr oder invertierbar. Wir schreiben

GlL,(R) :={A € R™" | A ist reguér}

fir die Menge der regularen Matrizen in R™*". Hierbei steht das ,, Gl fiir
,general linear group®.

Proposition I1.4.2 (Inverse Matrix): Seienn € N und A € R"*" eine requldre
Matriz. Dann gibt es genau eine Matrix B € R™*", sodass AB = I,, = BA.
Die Matriz B heif$t die inverse Matrix oder einfach die Inverse zu A und wird
mit A~' notiert.

Sind A und B reguldre n X n-Matrizen, dann ist auch ihr Produkt AB requldr
und die zugehorige Inverse ist (AB)™' = B~1A~L.

Beweis: Angenommen, wir hiatten zwei inverse Matrizen B und B’ zu A, d. h.

AB =BA=1,=AB = B’A. Dann hatten wir
B = BI, = B(AB')=(BA)B' =1,B'= B,
und damit B = B’.
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Dafiir dass AB regulér ist, geniigt es zu tiberpriifen, dass die angegebene
Matrix eine Inverse (und damit die Inverse von AB) ist. Das konnen wir einfach
nachrechnen:

(AB)(B'A™') = ABB'A' = A[LA™' = AA™' = I,

genau so fir (B~'A™1)(AB). O
Beispiel 11.4.3 (Spezielle reguliare Matrizen): Seien n eine nattirliche Zahl, a,
£ sowie aq,...,a, und by,...,b, reelle Zahlen. Es bezeichne
. a ... Qp o2%n
C’(m.”bJER '

(i) Setzen wir A= (}¢) und B = (§ *), dann haben wir

()6 )69 76 9

d.h. A ist regular und B ist ihre Inverse. Multiplizieren wir A von links an C

also
1 o\ (far ... ap\ [ar+aby ... a,+ab,
0 1 by ... b, b . b, ’

dann bewirkt das die Addition des a-fachen der zweiten Zeile zur ersten Zeile
von C. Multiplizieren wir A von rechts an C*, also

aq b1 a, oap + b1

T EE

an, by a, oa,+ b,

dann bewirkt das die Addition des a-fachen der ersten Spalte zur zweiten Spalte
von C*,

(ii) Fir die Matrix V = (9}) finden wir

L6

d.h. V ist reguliar und ihre Inverse V=1 ist auch V. Man nennt solche Matrizen
selbstinvers. Multiplizieren wir V' von links mit C', dann erhalten wir

01 a ... Ap\ bl bn
10 b1 bn - a ... Qap ’

52



4. Reguliare Matrizen

also vertauscht V' dann die Zeilen von C. Multiplizieren wir V' von rechts mit
C*, dann erhalten wir
bl aq

b

; (0 1) T

. 1 O - N . 9
b by,

an n a”I’L

a

d.h. dann vertauscht V' die Spalten von C".

(iii) Seien o und j beide verschieden von Null und setze D := (§ § sowie

E = (160‘ 1?5). Dann ist

o= 2)-6)- D)6 )

d.h. dann ist D regular und F ist die zugehorige Inverse. Sind v und 3 nicht
notwendigerweise von Null verschieden und multiplizieren wir D von links mit
C, dann erhalten wir

a 0\ far ... a,\  [(aar ... «aa,
0 B)\bys ... b,) \Bby ... Bb,

d. h. die erste Zeile wird mit o und die zweite Zeile wird mit § multipliziert.
Multiplizieren wir D von rechts mit C*, also

aq b1 aa; ﬁbl

. (oz 0) .
. 0 - . . )
b, P aa, [by,

dann wird die erste Spalte von C* mit o und die zweite Spalte von C* mit 3
multipliziert.

Qn

Definition I1.4.4: Seien n eine natiirliche Zahl a,aq, ..., a,, relle Zahlen und
i,7 €{1,...,n} mit i # j. Wir definieren drei Typen quadratischer Matrizen
in R™" wie folgt:

(i) Additionsmatrizen:
Azj = In + OéEi,j

Alle Eintrage auf der Diagonalen der Matrix A sind 1, der Eintrag an der
Stelle (i, 7) ist «, alle anderen Eintrage sind Null.
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(i) Vertauschungsmatrizen:
Viji=In—Ei; — Ejj+ Eij+ Ej;

Vi ; entsteht aus der Einheitsmatrix, indem man die Einsen an den Stellen
(,7) und (g, 7) ersetzt durch Einsen an der Stelle (7, 7) und (7, 1).

(iii) Diagonalmatrizen:
diag(ay, ..., qy,) == Z a;E;;.

Die Eintrage auf der Diagonalen sind o, ..., a,, alle anderen Eintrige
sind Null.

Proposition 11.4.5: Die Matrizen aus|Proposition I1.4.4) sind invertierbar, d. h.
liegen in Gl,(R).

Beweis: Aus der nachfolgenden Proposition folgt:

—

o« AP, is reguldr mit Inverser A; 7,

oV, ist reguldr mit Inverser V; ;,

o diag(ay,...,q,) ist regular mit Inverser diag(1/aq,...,1/a,). O

Proposition I1.4.6 (Wirkung der elementaren Operationen): Die Matrizen aus
|Proposition II.4.4 wirken bei Multiplikation von links auf eine Matriz M € R™™
wie folgt:

(i) A¢;M entsteht durch Addition des a-fachen der j-ten Zeile zur i-ten
Zeile.

(i) V; ;M entsteht durch Vertauschen der i-ten und der j-ten Zeile.

(iii) diag(aq,...,a,)M entsteht durch Multiplikation der k-ten Zeile von M
mit oy, fiir alle k € {1,...,n}.

Beweis: Verwenden wir die Ergebnisse aus [Proposition I1.3.15] so kénnen wir
die Aussagen einfach nachrechnen:

(i) Esist
= Mo MGDE) = M+ Y al(h)E.

b=1 b=1
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(ii) Es ist
V;'J‘M - (In — Ei,i — Ejﬂ‘ + Ei,j —|— Ej,z)M

= M- (zan(j, k)Ek) - (an M(i,k)Ej,k) + <,§:M<j’ k>Ek)

k=1

= 01— (MG~ MG REL) + (S MGR) M0 R)E),

in der i-ten Zeile stehen also die Eintrédge M(j, k) und in der j-ten Zeile die
Eintrége M (i, k).

(iii) Es ist

m n

diag(ay,...,an)M = (}é akEk,k) (Zn: > M(i,j)Ei,j) => 3 oM (k, j)El.j,

i=1j=1 k=1 j=1

wobei wir verwendet haben, dass Ej ,F; ; = 0, falls i # k. An der Stelle (k, j)
steht also der Eintrége oy M (k, 7). O

Proposition I1.4.7 (Wirkung der elementaren Operationen II): Die Grundope-
rationen aus|Proposition I1.4.4| wirken bei Multiplikation von rechts auf eine
Matriz A € R™ "™ wie folgt:

(i) MAS; entsteht durch Addition des a-fachen der i-ten Spalte von M zur
j-ten Spalte von M,

(i) MV;; entsteht durch Vertauschung der i-te und der j-te Spalte von M,

(iii) M diag(ay,...,ay) entsteht durch Multiplikation jeweils die i-te Spalte
von M mit «;.

Beweis: Wir zeigen exemplarisch (i). Wegen

(MAG,) = (A?,)'M" = A, M

liefert uns [Proposition II.4.6| dass A, M" entsteht durch Addition des a-fachen
i-ten Zeile zur j-ten Zeile, d.h. M Af; entsteht durch Addition des a-fachen
der j-ten Spalte zur i-ten Spalte. O
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Beispiel 11.4.8: Sei A = (27) € R?*%. Die Matrix A ist regulir genau dann,
wenn ad — be verschieden von Null ist. In diesem Fall lasst sich die Inverse von
A einfach angeben; es ist dann namlich

1 d —b
Al = .
ad — be (—C a )

Proposition I1.4.9 (Spezielle Blockmatrizen): Seien p und n natirliche Zah-
len mit p < n und M € R™"™ mit

I B
M = b ,
<O(np) xp D )

wobei I, die Finheitsmatriz in RP*P, 0 die Nullmatriz in R(=P)XP ' B jrgendeine
Matriz in RP*"=P) und D irgendeine Matriz R"P*("=P) st Die Matriz M
ist reqular genau dann, wenn D requldr ist. Die Inverse in diesem Fall ist

I, —BD™!
M= (0 D! ) '

Beweis: ,—“: Angenommen M wiére regular, d.h., angenommen es gibe
M e R™™ mit MM' = M'M = I,,. Diese Matrix konnten wir schreiben
als M’ = (5 F) mit Matrizen E € RP*P, F € RP*" P G € R"P>*P und
H e R(»=P»)x(n=p) - Aus [Proposition 11.3.16| folgt

. (E F\(I, B\ (E EB+FD
n=wn=(& 1) (¢ 5)= (G ép+irn)

Durch Vergleich mit der Einheitsmatrix kénnen wir ablesen, dass E = Iy,

dass G =0, dass EB + F'D = 0 und dass GB + HD = I,,_,. Aulerdem haben

wir
I, B\ (E G I, F+BH
_ A I
n=wr=(¢ 2) (5 §)=(8 “haT)

woraus wir ablesen, dass I,,_, = DH und 0 = '+ BH.

Zusammengenommen folgt, dass D reguliar mit Inverser D~! = H ist und
dass ' = —BD™!.

,<=": Hier rechen wir mithilfe von |Proposition I1.3.16| nach, dass die ange-
gebene Blockmatrix tatsachlich die Inverse von M ist. O
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5. Lineare Gleichungssysteme

In diesem Abschnitt wollen wir lineare Gleichungssysteme einfithren, uns mit
dem Losungsalgorithmus von Gaufl beschaftigen und die Struktur der Losungs-
menge verstehen.

Definition I1.5.1 (Lineares Gleichungssystem): Seien n und m natiirliche Zah-
len.

(i) Ein reelles lineares Gleichungssystem mit n Gleichungen und m Unbe-
kannten ist ein System

1121 + ...+ a1 mITm = b1

Qp,1T1 + ...+ QpmTm = bn

Hierbei sind die a; ; und die b; fir 1 <4 <nund 1 < j < m reelle Zahlen.
Die x4, ..., x,, heilen Unbekannte.

(ii) Das lineare Gleichungssystem hat folgende schematische Beschreibung:

a1 ... Q1m bl

Ap1 -+ Apm bn
Die Matrix A = (a; ;) heifit Koeffizientenmatriz zum Linearen Gleichungs-
system und die Matrix (A|b) heifit erweiterte Matriz.
(iii) Die Menge

L:=1L(Ab) :={z=(x1,...,7,) € R™:
x erfullt das lineare Gleichungssystem}

heifit Lisungsmenge und L" := L"*(A,b) := IL(A,0) heifit zugehorige
homogene Lisungsmenge.

Im Folgenden seien A € R™™ eine Matrix und b € R” ein Vektor und wir

betrachten das lineare Gleichungssystem mit der schematischen Beschreibung
(Alb).

Bemerkung I1.5.2 (Lineares Gleichungssystem in Matrizenform): Firz € R™
gilt Az = b genau dann, wenn = zu IL(A, b) gehort, d. h. . = {x € R™ | Az = b}.
Entsprechend gilt fiir die homogene Losungsmenge L" = {z € R™ | Az = 0}.
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Proposition I1.5.3 (Struktur der Losungsmenge):

(i) Die homogene Lésungsmenge " ist ein Untervektorraum von R™.

(ii) Ist z(5) € R™ mit Az® = b, dann gilt L = 2 + L" = {2 +v | v € L'}

Beweis: (i) Wegen A0 = 0 gehort 0 zu I = IL(A, 0). Sind « und y Elemente
von ", dann haben wir A(z +y) = Az + Ay = 0+ 0 = 0, d. h. L" ist stabil
unter Summation. Sind schliefllich z € I.” und r eine reelle Zahl, dann ist
A(rz) = rAz =r0 =0, d.h. " ist ein Vektorraum.

(ii) ,C“: Sei € L, d.h. Az = b. Dann ist A(z — 2®)) = Az — Az = 0,
was bedeutet, dass v := x — 2® € L". Wegen z = 2 4+ 2 — 28 = 208 ¢
haben wir die gewiinschte Darstellung.

,2“ Sei v ein Element der homogenen Losungsmenge. Fiir o := 28 + v
finden wir Az = A(z® +v) = Az® + Av = b+ 0 = b, sodass z zu L gehort. [

Proposition I1.5.4 (Losungsstrategie fiir lineare Gleichungssysteme): Ist C' ei-
ne reguldre n x n-Matriz, dann gilt fir x € R™ genau dann Ax = b, wenn

CAzx = Cb. Insbesondere gilt I.(A,b) = L(CA, Cb).

Beweis: Fiir ,—* multipliziere die linke Gleichung mit C' von links und fiir
,<=" multipliziere die rechte Gleichung mit C'~! von links. O

Bemerkung I1.5.5 (Elementare Zeilenumformungen): Wihlt man in
tion [1.5.4] als regulére Matrix C' eine Additionsmatrix Af;, eine Vertauschungs-
matrix V;; oder eine Diagonalmatrix diag(as, ..., a,) mit a; - -- o, # 0, dann
erhalt man die elementaren Zeilenumformungen

(i) Addition des a-fachen der j-ten Gleichung zur i-ten Gleichung,

(ii) Vertauschung der i-ten und j-ten Gleichung,

(iii) Multiplikation der i-ten Gleichung mit a; # 0.

Insbesondere liefert [Proposition I1.5.4] dass elementare Zeilenumformungen die
Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems nicht verandern.

Im Folgenden wollen wir elementare Zeilenumformungen verwenden, um
lineare Gleichungssysteme in eine ,,schéne Form zu bringen.
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Beispiel I1.5.6 (Beispiel fiir Treppenform): Betrachte die Matrix

010 1307
001 2 05
= 000 0 13
000 0 0O

Das zugehorige lineare Gleichungssystem mit rechter Seite b € R* ist

) + 13.7}4 + 7I6 = b1
T3 + 2%4 -+ 51’6 = bg

Ts + 31’6 = bg
O = b4
Wir haben n = 4 Gleichungen und die m = 6 Variablen z, ..., xg. Fiir den

Umstand, dass wir ,,drei Stufen* in der Matrix T" sehen kénnen, wollen wir
sagen, T habe ,den Rang drei“. Die Spaltenindizes der ,Stufen“ wollen wir
spater Stufenindizes nennen. In diesem Beispiel sind das s; = 2, s = 3 und
S3 = 5.

Definition I1.5.7 (Einheitsvektor): Sei n eine natiirliche Zahl. Fir 1 <i <n
heiflt e; = (0ij)i<j<, der i-te Einheitsvektor.

Der Vektor e; ist also ein Spaltenvektor, der einen einzigen von Null verschie-
denen Eintrag hat; und das ist eine Eins in der i-ten Zeile.

Bemerkung I1.5.8: Fiir die Einheitsvektoren ey, ..., e, im R haben wir:
(i) Ist = (21,...,2p)" € R™, dann ist x = Y1, xe;.
(i) Ist A = (a;;) € R™™ eine Matrix, dann liefert Ae; die j-te Spalte von
A, d.h.
aij n
Aej=| 1+ | = Z €,
s k=1
wobei €4, ..., €, die Einheitsvektoren des R™ sind.

Bemerkung I1.5.9: Die Matrix T" aus|Beispiel 11.5.6/ hat folgende Eigenschaften:

(1) Far 1 < ¢ < r steht eine Eins an der Stelle (7, s;). Diese nennen wir
, Treppenstufen®.
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(2) In jeder Zeile 1 <i < r stehen links von den Treppenstufen nur Nullen.

(3) In den Spalten s; mit Treppenstufen stehen an allen anderen Stellen
(auBler der Stufe) nur Nullen.

(4) Ab der r + 1-ten Zeile sind alle Eintrdge Null.

Definition I1.5.10 (Treppenform/Gauf3-Normalform, Rang): Scien n und m
natiirliche Zahlen und 7" = (¢; ;) € R"*™ eine Matrix. Gibt es eine nattirliche
Zahl r und Indizes s1,...,s, mit 1 < 51 < 59 < --- < 8, < m, sodass

(i) Firalle 1 <i<rgiltt;,, =1,

(ii) Firallel1 <i<rund1<j<s;istt;; =0,

(i) Firalle 1 <i<rund k € {1,...,n} — {i} ist txs, =0,

(iv) Firi>r+1und 1 <j <mist t;; =0,
dann hat T" Treppenform beziehungsweise Gaufs-Normalform. Dabei heifit r

der Rang von T und sq,...,s, heilen Spaltenindizes.

Beispiel 11.5.11: Ist T eine Matrix in Treppenform und ist b eine rechte Seite,
wie sieht dann die Losungsmenge von (T'|b) aus? Fiir das Gleichungssystem

ro 4+ 13x4 —+ 7.’176 = bl
T3 + 25134 + 5556 = bg
Ts + 3ZL’6 = b3
0 - b4
sehen wir die ,freien Variablen* x1, 4 und xg, die anderen sind festgelegt durch
die Gleichungen
To = b1 — 13.774 — 71‘6
T3 = b2 - 2ZL‘4 - 51’6
Ty = bg - SI(}
Setzen wir 7 = x4 = xg = 0, dann erhalten wir eine spezielle Losung des
linearen Gleichungssystems, indem wir die Werte fiir z;, x4 und x4 in die

obigen Gleichungen einsetzen um die zugehorigen Werte fiir x5, 3 und x5 zu
bestimmen. Diese spezielle Losung ist () = (0, by, by, 0, bs, 0)?.

Proposition I1.5.12 (Losbarkeit und spezielle Losung fiir Treppenform): Seien
n und m natirliche Zahlen, b € R™ und T = (t;;) € R™™ eine Matriz in
Treppenform. Das lineare Gleichungssystem (T'|b) ist losbar genau dann, wenn
byy1=---=0b,=0. In diesem Fall ist ) = >y bies, eine spezielle Losung
des linearen Gleichungssystems (T'|b).
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5. Lineare Gleichungssysteme

Beweis: Es bezeichnen ey, ..., e, die Einheitsvektoren des R™ und é4,...,é,
die des R™. ,—“: Gédbe eseini € {r +1,...,n} sodass b; # 0, dann héatte die
i-te Gleichung 0 = b; keine Losung.

,<=": Wir rechnen nach, dass z® tatséchlich eine Losung ist, d.h. dass
Tz = b:

] i=1 i=1 i=1

Bei der vorvorletzten Gleichheit haben wir verwendet, dass T' in Treppenform
ist und bei der vorletzten Gleichheit haben wir nur mit Nullen aufgefillt. [

Bemerkung I1.5.13: In [Beispiel [1.5.6[ erhalten wir fiir das zugehorige lineare
Gleichungssystem die Gleichungen

Lo = 0x1 — 1324 — Txg
r3 = 0x1 — 214 — dxg

Ty = 01‘1 + OIE4 — 31’6

Wir erhalten drei besondere Losungen duch spezielle Wahlen fiir die freien
Parameter.

(i) Fir ;7 = 1, x4 = 0 und x¢ = 0 erhalten wir zo = 3 = 25 = 0 und die
besondere Losung F™M = (1,0,0,0,0,0)".

(ii) Fir z; = 0, x4 = 1 und x¢ = 0 erhalten wir o = —13, z3 = —2 und
x5 = 0 und damit die besondere Losung F® = (0, -13,-2,1,0,0)".

(iii) Fir x; = 0, x4 = 0 und x¢ = 1 erhalten wir 5 = —7, 3 = —5 und
75 = —3 und damit die besondere Losung F®) = (0, -7, 5,0, —3,1)*.

Proposition I1.5.14 (Fundamentallosungen): Seien n und m natirliche Zah-
len, be R" und T = (t;;) € R™™ eine Matriz in Treppenform.

(i) Sei J:={1,...,n} —{s1,...,s:.}. Firje J lost
F(j) = €j —Zti,jesi
i=1

das zugehirige homogene lineare Gleichungssystem. Die FU j € J,
heiffen Fundamentallosungen.
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(ii) Fir die Lésungsmenge L' = L(T|0) gilt

- {Z/\jF(j) SW= IR}.
jeJ
Weiterhin gilt: Fiir jedes v € " ist die Darstellung v = >jed )\jF(j)
eindeutig bestimmit.

Beweis: (i) Fiir jedes j € J haben wir zu zeigen, dass TFU) = 0. Es gilt

TF(J) = Tej — ZtiijeS]. = Tej - Zti7jéj = T@j — Zti,jéj = 0.
i=1 i=1 i=1

(ii) Die Inklusion ,,2* folgt aus (i), weil L" ein Untervektorraum von R™ ist.

Fir ,C“ sei v = Y1, v;e; eine homogene Losung des linearen Gleichungs-
system, d.h. Tv = 0. Sei d = v — ¥ ;c;v;FY. Wir zeigen d = 0, in-
dem wir fir 1 < ¢ < m zeigen, dass d; = 0. Dazu verwenden wir, dass
{1,...,m} = JU{sy,...,s.} und dass d zu " gehort (also Td = 0), da IL"
ein Untervektorraum ist.

Gehort i zu J, dann hat FU) in der i-ten Zeile den Eintrag d;; und damit ist
di =V; — Zjejvj@j =V —V; = 0.

Gehort @ zur Menge {s1,...,s,}, dann ist ¢ = s; fiir einen geeigneten Index
g €{l,...,r}. Die j-te Zeile von T'd ist

Z tj,kdk - 0 - 1d5j
k=1

denn nach dem ersten Fall ist dj, = 0 fiir £ € J und wir wissen, dass t;; =0
fur k ¢ J und k # s; und t;, = 1 fir k = s;. O

Bemerkung I1.5.15 ((—1)-Trick): Die Fundamentallésungen aus
erhalten wir wie folgt:

(i) Schreibe fiir 1 < ¢ < r die i-te Zeile der Matrix 7" in Treppenform als
s;-te Zeile in eine neue Matrix S € R™*™, deren tibrige Zeilen Null sind,

(ii) Die von Null verschiedenen Spalten der Matrix I,,, — S sind die Funda-
mentallésungen.

Im Fall von [Beispiel 11.5.6| erhalten wir so

000 0 00 100 0 0 0
010 130 7 000 —13 0 —7
001 2 05 000 —2 0 -5

5_000000’ 16_5_000100
000 0 1 3 000 0O 0 —3
000 0 00 000 O 0 1
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Satz 3 (Losungsmenge fiir Treppenform): Ist T = (t;;) € R™*™ in Treppen-
form vom Rang r mit Spaltenindizes s1,...,s, und b € R", dann gilt

L(T[b) =+ + { SSAFD ) € ]R},
jed
wobei x®) = "4 bies, eine spezielle Losung, FU) = ej — >i—itijes, firjeJ

die Fundamentallosungen und J = {1,...,n} —{s1,...,s.} ist.

Der Beweis dieses Satzes ist das Zusammenschreiben der Beweise der Aussa-
gen fiir [Proposition [1.5.3] |[Proposition [1.5.12| und [Proposition [1.5.14]

Beispiel 11.5.16 (Gauf3-Algorithmus): Wir suchen die Losungsmenge des fol-
genden Gleichungssystems:

000 0 0 0 024 2 0 6
024 2 0 6 =1 000 0 0 0
0 3 6 -3 —6/|-3 0 3 6 -3 —6]-3
0 00 1 1 2 0 00 1 1 2
01 2 1 0 3 01 2 1 0 3
31 000 0 O O |wvs3r] OO0 0 0 O 0
— 0 36 =3 —6/|-3 = 000 —6 —6|—12
0 00 1 1 2 000 1 1 2
01 21013 012 10|3
g ( 000 O0O0|O0 V-1 0 00 1 1|2
00 01 1|2 | osm 000 O0O0]0
0001 1|2 000 0O0|O0
0120 —-1]|1
-1 0 001 112
0000 O0/0
0000 O0/0

Mithilfe des —1-Tricks ldsst sich jetzt die Losungsmenge 1L bestimmen, die ist
namlich

0 1 0 0
1 0 —2 1
L=1|0 -+ )\1 0 +)\2 1 —f—)\g 0 :)\1,)\2,)\3€R
2 0 0 -1
0 0 0 1

Proposition I1.5.17 (GauB3-Algorithmus): Sei A € R"*™ gegeben. Dann gibt
es eine requldre Matrix C' € R™"™, sodass C A Treppenform hat.
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Beweis: Wir zeigen dazu, dass sich A mit Zeilenumformungen in Treppenform
bringen lésst. Die Behauptung folgt dann aus [Bemerkung I1.5.5, Das machen
wir per vollstdndiger Induktion nach der Anzahl der Zeilen. Besteht A nur aus
einer Zeile, dann ist A entweder die Nullzeile, oder nicht. Ist A die Nullzeile,
dann ist A = I, A in Treppenform.

Ist A nicht die Nullzeile, dann setzen wir s, := min{j € {1,...,m} | a;; # 0}
und wenden Mult; (1/a 5, ) auf A an, um Treppenform zu erhalten.

Fiir den Induktionsschritt von n — 1 nach n miissen wir wieder Falle unter-
scheiden. Ist A = 0, dann sind wir fertig. Ist A nicht die Nullmatrix, dann
setzen wir

s; = min{j | Es gibt i € {1,...,n}, sodass a; ; # 0}, 4y := min{i | a; s, # 0}.

Der Spaltenindex s; gehort zur ersten Spalte von Links, die keine Nullspalte
ist, und 7 ist der Index der obersten Zeile, in der in der Spalte s; keine Null
steht. Dann ist A von der Form

0 -0 0
A=10 0 s
0 0 x*

0 0] 1 | F
A= | 0
. A1
0 0 ans,
Setzen wir fir 2 <¢ <n nun «; := —a, s, und wenden Addi"i auf A; an, dann
erhalten wir die Matrix
0 -~ 0 1] F
A, — ~
2 0 Ay
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Die Matrix Ay gehort dabei zu R™~9*=1) und kann nach Induktionvoraus-
setzung mithilfe elementarer Zeilenumformungen in Treppenform 7' gebracht
werden. Es bezeichne 7 den Rang von T, r := 7 + 1 und so, ..., s, die Stufen-
zahlen von T.

Durch Anwendung der Zeilenumformungen, die A, in 7" iiberfithren, bringen
wir As in die Gestalt

0O --- 01 z

Ap = 0 T

Die Matrix A, hat dabei die Eigenschaften (i), (ii) und (iv) aus|Definition I1.5.10|

und die Spalten ss,...,s, von Ay sind von der Form (x,02j41,...,0,-1j11)"
fir 2 < j <r. Durch Anwenden von Addj;1,1(—ays;) fiir 2 < j < r gelangen
wir also zu Treppenform fiir die Matrix A. 0

Im Folgenden wollen wir uns mit der Eindeutigkeit der Treppenform einer
Matrix beschaftigen.

Bemerkung I1.5.18: Ist A eine regulére n x n-Matrix, dann gilt fiir alle von
Null verschiedenen Vektoren v € R", dass Av # 0. Wéare namlich Av = 0, dann
hatten wir v = I,v = A~'Av = A~'0 = 0.

Proposition I1.5.19 (Eindeutigkeit der Treppenform): Seien T' und T Matri-
zen in R™™ in Treppenform. Ist D € Gl,,(R) mit T'= DT, dann gilt T =T.

Beweis: Auch diese Aussage zeigen wir per vollstidndige Induktion nach der
Anzahl der Zeilen n. Fir n = 1 sind 7 und T beides Matrizen, die nur aus einer
Zeile bestehen. Die Matrizen T bzw. T sind jeweils entweder die Nullzeile, oder
es gibt jeweils irgendeinen Spaltenindex, in dem T bzw. T eine Eins fithrt. Fiir
D = (dy1) haben wir T = dy1T. Entsprechend sind entweder 7" und T beide
Nullzeilen, oder di; =1 und T' = T.

Fiir den Induktionsschritt n — 1 nach n haben wir wieder Félle zu unter-
scheiden. Ist T = 0, dann ist auch T = DT = 0; genauso falls 7 = 0. Sind
nun 7" und 7 nicht Null, dann bezeichne r den Rang von T’ mit Spaltenindizes

$1,...,5. und 7 den Rang von T mit Spaltenindizes 31, . .., 5.
- 0O --- 00 0 0 0
=], o - , T'=1. o
: Do T, : Do T
0 --- 0 0 0 --- 0 0
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Wir finden also in den Matrizen T und T kleinere Matrizen Ty € R (m—s1)
und T} € R=1Dx(m=51) die Treppenform haben.

Wir schreiben die Matrizen als T = (tM] ... [t0™) und T = (W] .. [£(™),
wobei t1), .. t™ € R” und M, ... ™ € R" die jeweiligen Spalten der
Matrizen sind. Aus T = DT folgt fiir die Spalten, dass {¥) = Dt(). Wegen
IBemerkung I1.5.18/ muss §; = s; gelten, d.h. e; = t©) = Dt*1) = De,, sodass
die erste Spalte von D der Vektor e; sein muss.

Die Matrix D hat also Blockgestalt mit Blocken

o 1 DLQ
D= (O D272> )
Nach (Proposition 4.9) ist D := Dy 5 € Gl,,_1(R) und nach Proposition 3.17 ist
T, = ﬁTl. Nach Induktionsvoraussetzung ist T, = T1, insbesondere erhalten
wir so dass r =7 und sy = 3o, ... s, = §,. Fur k € {1,...,r} ist die Spalte s

von T und T der Einheitsvektor er. Es muss also Dey, = Dt(s6) = §sr) = ¢,
gelten. Damit hat D die Gestalt

d.h. T = DT =T, dain T alle Zeilen ab der (r + 1)-ten Zeile Nullzeilen sind.[]

Satz 4 (Gauf3-Normalform): Seien n und m natirliche Zahlen. Fir jede Matrix
A € R™™ gibt es genau eine Matriz T € R™™ in Stufenform mit der folgenden
Figenschaft: Es gibt D € Gl,(R), sodass DA =T.

Die Matriz T heiffit Gaufl-Normalform von A oder Stufenform von A.

Beweis: Die Existenz von T folgt aus [Proposition [1.5.17. Zur Eindeutigkeit:
Sind 7 und 75 Matrizen in Stufenform und sind Dy, Dy € Gl,,(R), sodass A =
DflTl = D;lTQ, dann ist T1 = DlA = (DlD;l)TQ Wegen Dngl € Gln(R)
liefert [Proposition [1.5.19, dass T} = T5. ([l

Definition I1.5.20 (Rang): Seien n und m natiirliche Zahlen. Fur A € R™*™
heifit der Rang r der Stufenform zu A der Rang von A, in Zeichen Rang(A).

Fazit I1.5.21: Wir erhalten das folgende Verfahren zum Losen eines beliebigen
linearen Gleichungssystems Az = b, wobei A € R™™ und b € R™:

(i) Bestimme die eindeutige Stufenform zu A mit C'A = T fiir eine invertier-
bare Matrix C' € Gl,,(R) (siehe |Proposition I1.5.17]).
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(ii) Berechne die Losungsmenge I von Tx = C'b nach Nach

tion I1.5.4]ist I dann auch die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems

Az =b.

Korollar I1.5.22 (Losbarkeit vs. Rang): Seien n und m natirliche Zahlen, A
in R™™ und b in R™ gegeben. Fir das lineare Gleichungssystem Ax = b gilt:

(i) Das lineare Gleichungssystem ist l6sbar dann und nur dann, wenn Rang(A)
Rang(Alb).

(i) Ist das lineare Gleichungssystem losbar, dann ist die Losung genau dann
eindeutig, wenn Rang(A) = m.

Weiter gilt:

(iii) Genau dann ist fir alle ¢ € R"™ das lineare Gleichungssystem Ax = ¢
losbar, wenn Rang(A) = n.

Beweis: (i) Nach Definition des Rangs bleibt dieser unverandert unter Mul-
tiplikation mit reguléren Matrizen.

(ii) Sei "= DA in Stufenform. Es ist Az = b eindeutig losbar genau dann,
wenn Tr = Db eindeutig l6sbar ist, und das ist genau dann der Fall, falls
Tx = Db losbar ist und m — Rang(7') = 0 = m — Rang(A) gilt.

(iii) Sei T' die Stufenform zu A. Das lineare Gleichungssystem 7'z = c ist
genau dann fir alle ¢ € R™ 16sbar, wenn T keine Nulllzeilen hat, d.h. wenn
n = Rang(7T") = Rang(A). O

Korollar I1.5.23 (Rang und invertierbare Matrizen): Seien n eine natirliche
Zahl und A € R™". Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) A ist requldr.
(ii) Der Rang von A ist n.
(iii) Es gibt eine Matriz B € R™™ mit AB = I,.

Beweis: (i) = (ii)“: Ist A reguldr, dann gibt es eine Matrix B € Gl,,(R) mit
BA =1, d.h. I, ist die Stufenform von A und Rang(A) = Rang(/,,) = n.

,(il) = (i)“: Die Einheitsmatrix ist die einzige Stufenform mit Rang n.
Ist also Rang(A) = n, dann gibt es C' € Gl,(R), sodass CA = I,,. Das heifit
A = C7! ist invertierbar.

(1) = (iii)“: Das ist klar.

,(iil) = (1)“: Ist AB = I,,, dann gilt fir alle ¢ € R", dass A(Bc¢) = ¢ und
IKorollar I1.5.22] liefert, dass Rang(A) = n. O
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Beispiel 11.5.24 (Invertierbarkeit von Matrizen): Ist die Matrix

1 01
A=(0 1 0
1 0 2

invertierbar? Zur Bestimmung des Rangs miissen wir ohnehin die Treppenform

von A berechnen und lésen dabei simultan die linearen Gleichungssysteme
(Aler), (Ales) und (Ales):

101|100 10 1] 1 00
0o10/01o0o|™(o0o10/0 10
10 2|00 1 00 1[-1 0 1
100]2 0 —1

¥ fo10[0 1 0

00 1[-10 1

Da A die Treppenform I3 hat, gehort A zu Gl3(R) und A~ 'e; ist die eindeutige
Losung von Ax = e¢;, d.h. durch das gleichzeitige Losen der linearen Glei-
chungssysteme (Ale;), (Ales) und (Ales) haben wir die Inverse von A gleich
mitbestimmt. Die ist namlich

2 0 —1
A7'=10 1 0
-1 0 1

Bemerkung I1.5.25 (Von Matrix zur linearen Abbildung): Seien n,m € IN
und eine Matrix A € R™™ gegeben. Die Abbildung ¢4: R™ — R", x — Ax
hat folgende Eigenschaften:

(i) Fur alle 2 und y in R™ gilt
da(z+y) =Alx+y) = Az + Ay = oa(x) + da(y),
(ii) Fir jede reelle Zahl r und jedes z € R™ gilt
pa(rz) = A(rx) = rAzx = roa(x).

Eine Abbildung von R™ nach R™ mit den Eigenschaften (i) und (ii) heiBt
lineare Abbildung oder auch R-Vektorraumhomomorphismus.

Bemerkung 11.5.26 (Von linearer Abbildung zur Matrix): Seien n und m na-
tiirliche Zahlen und ¢: R™ — R" eine lineare Abbildung. Fiir 1 < ¢ < m setzen
wir a; := ¢(e;) und erkléren eine Matrix A € R™*™ durch A := (a4]...|an).
Fir diese Matrix A gilt mit der Notation aus der vorangegangenen Bemerkung,

dass ¢4 = ¢.
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Definition I11.5.27 (Bild und Kern): Scien n und m nattrliche Zahlen und
¢: R™ — R" eine lineare Abbildung. Dann heiflen

Bild(¢) :={¢(v) [v € R™},  Kern(¢) := {v € R™ [ ¢(v) = 0}
das Bild respektive der Kern von ¢.

Bemerkung I1.5.28: Seien n und m natiirliche Zahlen. Ist A € R™*™, dann
gilt fiir die zugehorige Abbildung ¢ 4:

Kern(¢,) = {v € R™ | Av = 0} = L" = IL(A|0).

Bemerkung I1.5.29: Seien n und m natiirliche Zahlen, A € R™™ und b € R".
Dann folgt aus [Korollar I1.5.22

(i) Ein Vektor b € R™ gehort zu Bild(¢4) genau dann, wenn es v € R™ mit
Av = b gibt, d.h. wenn Rang(A) = Rang(A|b) ist.

(i) Als Ubungsaufgabe zeigen Sie, dass ¢4 injektiv ist genau dann, wenn
Kern(¢4) = {0}. Nach der vorangegangenen Bemerkung ist Kern(¢4) = {0}
genau dann, wenn " = {0}, was wiederum &quivalent zu Rang(A) = m ist.

(iii) Per Definition ist ¢4 surjektiv genau dann, wenn Bild(¢4) = R". Das
aber ist dquivalent zu Rang(A) = n.
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Kapitel III.

Strukurmathematik: Gruppen,
Ringe, Korper

Das Ziel dieses Kapitels ist die Verallgemeinerung auf andere Zahlbereiche als die
bisher Bekannten. Dartiber hinaus werden wir die strukturellen Eigenschaften
dieser allgemeineren Zahlbereiche untersuchen.

1. Gruppen

In diesem Abschnitt wollen wir die Struktur von (R, +) untersuchen.
Definition ITI.1.1 (Verkniipfungen): Es sei M eine Menge.

(i) Eine Abbildung *: M x M — M heifit Verknipfung auf M. Sind m,
und ms aus M, dann schreiben wir tiblicherweise my * my anstelle von
*(ml, mg) .

(i) Gilt fir alle a,b,c € M, dass a * (b c¢) = (a *b) % ¢, dann heifit die
Verkniipfung . assoziativ.

(iii) Gilt fir alle a,b € M, dass a * b = b * a, dann heifit die Verkniipfung ,**“
kommutativ.

(iv) Gibt ese € M, sodass ,gxe = g = exg“ fur alle ¢ € M gilt, dann heiit e
neutrales Element. In diesem Fall ist e eindeutig bestimmt. Ware namlich
¢/ auch ein neutrales Element, dann wére ¢/ = ¢’ x e = e.

(v) Seien ,x“ eine assoziative Verkniipfung auf M mit neutralem Element e
und g ein Element von M. Gibt es h € M mit g * h = e = h * g, dann
heiflt h inverses Element zu g oder einfach Inverses zu g. Auch Inverse
sind eindeutig, ist namlich A’ ein weiteres Inverses zu ¢, dann haben wir

W =hse=hx(gxh)=(I*g)*h=exh=h. Wir schreiben g~! := h.
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Definition ITI.1.2 (Gruppe): Seien G eine Menge und ,*“ eine Verkniipfung
auf G. Falls ,x“ assoziativ ist, es ein neutrales Element e € G beziiglich ,x“
gibt und es fiir jedes g € G ein Inverses beztiglich ,x“ gibt, dann heifit (G, %)
eine Gruppe.

Ist ,%“ zusdtzlich kommutativ, so heifit (G,*) kommutative Gruppe oder
auch abelsche Gruppe.

Beispiel I11.1.3: Das Folgende sind Gruppen:

(i) (Z,+), (Q,+), (R, +) (allesamt abelsch),
(ii) R-Vektorraume mit Addition (abelsch),

(iii) Gl,(R) zusammen mit der Matrizenmultiplikation. Diese Gruppe ist nicht
abelsch.

Beispiel II1.1.4 (Gruppe der Kongruenzklassen): Sei n eine natiirliche Zahl.
Auf Z wird eine Aquivalenzrelation ,=,“ durch

a=b (modn)<=nla—>

erklart (siehe [Proposition 1.6.7)). Sei Z/nZ = {[0],[1],...,[n — 1]}. Auf Z/nZ
definiert [a] + [b] := [a + 0] eine ehrliche Verkniipfung, die Z/nZ zu einer
abelschen Gruppe macht.

Beweis: Die Verkniipfung ,,+“ ist wohldefiniert, d. h. hdngt nur von den Klassen
la] und [b], jedoch nicht von den gewéhlten Vertretern a und b ab. Sind a’ und ¥
ganze Zahlen mit [a] = [a'] und [b] = [V/], dann gilt n | a —a’ und n | b—1¥', also
nl(a—a)+(b-0)=(a+b)—(a’+0) und das heiit gerade [a+ b] = [a’ +V'].

Die Verkntipfung ,,+“ ist auflerdem assoziativ, da die Addition auf den ganzen
Zahlen additiv ist. Das neutrale Element in Z/nZ ist [0] und fiir ein beliebiges
la] € Z/nZ ist [—a] das inverse Element. O

Im Folgenden schreiben wir auch a := [a] fiir die Restklasse der ganzen Zahl
ain Z/nZ,d.h. Z/nZ = {0,1,...n —1}.

Definition ITI.1.5 (Untergruppe): Seien (G, *) eine Gruppe und H eine Teil-
menge von G. Falls gilt:

(i) Das neutrale Element e von G gehort zu H.
(ii) Fur alle hy, hy aus H gehort hy x hy zu H.
(iii) Fir alle h € H gehort A~ zu H,

dann heiit H Untergruppe von G.
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Bemerkung ITI.1.6: In der Situation von [Definition III.1.5[ist

*’HXH:HXH—>H, (hl,hg)'—)hl*hg

eine Verkniipfung auf H (denn durch [Definition II1.1.5(ii) wird sicher gestellt,
dass das Bild von *|g. g tatsichlich in H enthalten ist) und (H,x*) ist eine
Gruppe in eigenem Recht.

Proposition IT1.1.7 (Untergruppenkriterium): Es seien (G, *) eine Gruppe
und H eine Teilmenge von G. Genau dann ist H eine Untergruppe von G,
wenn gilt:

(1) Die Teilmenge H ist nichtleer.
(2)" Fiir alle hy, hy in H gehért hy * hy* zu H.

Beweis: Sei e das neutrale Element von (G, %). ,—: Ist H eine Untergruppe
von G, dann ist nach (i) ...

,<=": Da H nichtleer ist, gibt es irgendein Element h € H. Nach (ii)’ gehort
h+h™'=ezu H, d h. (i) gilt.

Aus (ii)’ folgt weiter, dass fiir alle h € H auch h™' = e x h™! zu H gehort,
d.h. (iii) gilt.

SchlieBllich haben wir fiir alle hy, hy € H, dass hy' zu H gehért und wegen
(ii)" ist dann hy * (hy')~! = hy * hy ein Element von H. O

Proposition IT1.1.8: Seien I eine nichtleere Menge, (G, ) eine Gruppe und
(H;)icr eine Familie von Untergruppen von (G, x). Dann ist H := (\;c; H; eine
Untergruppe von (G, ).

Beweis: Mit offensichtlichen Anpassungen greift der Beweis von
lon 1T.2.701 O

Definition ITI.1.9 (Erzeugte Untergruppe, zyklische Gruppe): Seien (G, ) ei-
ne Gruppe und M eine Teilmenge von G. Definiere

I:={H C G| H ist Untergruppe von (G, *) und M C H}.

Dann heit (M) := Nye; H das Erzeugnis von M oder die von M erzeugte
Untergruppe.
Ist M = {g}, dann heiit (M) eine zyklische Gruppe. Wir schreiben auch

{g) = (M) = {g}).
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Beispiel I11.1.10: Sei G = (Z/6Z,+). Dann ist ([2]) = {[2],[4],[6]}, oder
([1]) = Z/67Z. Was ist ([5])?

Definition ITI.1.11: Sei (G, %) eine Gruppe.

(i) Die Anzahl der Elemente der Menge G heiit Ordnung von G, in Zeichen
ord(G) := #(G).

(ii) Fir ein Element g von G heifit ord(g) := #(g) die Ordnung von g.

Beispiel II1.1.12: Fiir G = (Z/6Z,+) und g = 2 haben wir (2) = {0,2,4},
d.h. ord(2) = 3.

Proposition I11.1.13 (Ordnung als minimale Potenz): Seien (G, *) eine Grup-
pe mit neutralem Element e und g ein Element von g. Notiere g* := g und fiir
eine natirliche Zahl k notiere g* := g x ¢g*~'. Gibt es eine natiirliche Zahl k,
sodass g* = e, dann ist

ord(g) = min{k € N | ¢* = ¢}.
Der Beweis dieser Aussage bleibt IThnen als Ubungsaufgabe iiberlassen.

Definition I1I.1.14 (Nebenklasse): Seien (G,#) eine Gruppe mit neutralem
Element e und H C G eine Untergruppe. Auf G erklart

gL~ g = gixg, €H
eine Relation ,,~“ Es gilt:

(i) Die Relation ,,~“ ist sogar eine Aquivalenzrelation mit den Aquivalenz-
klassen
lgl=Hx*g:={h*xg|he H} (g € G).
Die Aquivalenzklasse H * g heiit Rechtsnebenklasse von g beziiglich H.
(ii) Fir g € G ist die Abbildung

Fy: H— Hxg, h—— hxg

eine Bijektion. Insbesondere gilt: Ist H endlich, dann haben alle Rechts-
nebenklassen gleich viele Elemente, und zwar so viele wie H.

113

Beweis: (i) Dass es sich bei ,~*“ um eine Aquivalenzrelation handelt, ist

leicht nachzupriifen.
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2. Homomorphismen

(ii) Per Konstruktion ist F, surjektiv. Zur Injektivitat: Seien hy, ho € H mit
Fy(h1) = Fy(h2), d.h. hy % g = hy * g. Dann ist

hlzhl*g*g_lzha*g*g_l:hz’

d.h. Fjy ist injektiv. U

Satz 5 (von Lagrange): Es sei (G,x*) eine endliche Gruppe (d. h. ord(G) < 00).
Fiir jede Untergruppe H C G ist die Ordnung ord(H) ein Teiler von ord(G).

Beweis: Seien H eine Untergruppe von G und ,~*“ die Aquivalenzrelation aus
[Definition ITT.1.14] Aus [Satz 1] wissen wir, dass G die disjunkte Vereinigung
seiner Nebenklassen ist.

Nach |Definition I1I.1.14] haben alle Nebenklassen gleich viele Elemente,
nédmlich so viele wie H, d.h. ord(G) = k - ord(H), wobei k die Anzahl der
Nebenklassen ist. U

Korollar I11.1.15: Sei p eine Primzahl. Ist G eine Gruppe mit ord(G) = p,
dann ist G zyklisch.

Beweis: Seien g € G — {eg} und U := (g) C G. Dann gehoren e und g zu
(g9), d.h. ord(g) > 2. Nach dem Satz von Lagrange muss dann aber U schon
ganz G sein, d.h. G = (g) und G ist zyklisch. O

2. Homomorphismen

In diesem Abschnitt wollen wir strukturerhaltende Abbildungen zwischen
Gruppen studieren.

Definition III.2.1 (Gruppenhomomorphismus): Seien (G, *) und (H, o) Grup-
pen mit neutralen Elementen eq und eg.

(i) Sei ¢: (G,*) — (H, o) eine Abbildung. Gilt fir alle g1, go, dass

©(g1 * g2) = w(g1) © v(g2),

dann heifit ¢ ein Gruppenhomomorphismus oder Homomorphismus von
Gruppen. Wir schreiben ¢: (G,*) — (H,o) um klar zu machen, mit
welchen Verkniipfungen G und H ausgestattet sind.

(ii) Fur die Menge der Gruppenhomomorphismen von G nach H schreiben
wir Hom(G, H) = {¢: (G, *) — (H, o) ist Gruppenhomomorphismus}.
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Beispiel I11.2.2: (i) Sind n und m natiirliche Zahlen und A € R™*™, dann
ist pa: (R™, +) = (R™,4), x — Az ein Gruppenhomomorphismus.

(ii) Die Abbildung ¢: (R,+) — (R —{0},), z — €® ist ein Gruppenhomo-
morphismus.

(iii) Seien (G, *) eine beliebige Gruppe mit neutralem Element e und g € G.

Dann ist
Pg - (Z7+) — (Gv*)a k'_>gk

ein Gruppenhomomorphismus. Hierbei ist ¢° := e, fiir natiirliche Exponenten k
ist g% := g * g*~1 wie gehabt und fiir negative Exponenten ist g := (g71)~*.

Beweis: (i) Das haben wir in [Bemerkung I1.5.25| bereits festgehalten.

(ii) In der Analysis I wird nachgewiesen, dass fiir alle z1, 2, € R gilt:
Q(x1 4 1) = ™7 = €™ + ™ = p(x1) + P(x2).

(iii) Wir unterscheiden drei Falle. Ist erstens k; + ko > 0 mit ky, ko > 0,
dann ist

@g(k1) * g(ks) = " * g = g" %2 = @ (ki + ky).

Ist zweitens ki + ko > 0 mit k& > 0, ks < 0 oder k; < 0, ky > 0, dann ist
k1 > —ks respektive ko > —k;. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit dirfen
wir annehmen, dass k; > 0 und ky < 0. Dann haben wir

0g(k1) % @g(ks) = g" * (g7) "
=g xgxgtx (g

— g/ﬂ—l * (g—l)_k2_1 = ... = gkl_(_k2) = gk1+k2 = gog(krl + ]{52)

—ko—1

Ist drittens ky + ko < 0, dann ist @, (ki +ky) = (g71)~*1Fk) = 0g-1(—(k1+k2))
und wir konnen mit dem ersten oder zweiten Fall umformen:

g1 (— (k1 + k2)) = @g-1(—k1) x pg-1(—ha). O

Bemerkung IT1.2.3: (i) Aus [Beispiel I111.2.2 folgt insbesondere das additive
Potenzgesetz in beliebigen abelschen Gruppen. Genauer: Ist (G, *) eine abelsche
Gruppe, dann gilt:

Vg€ GVEky,ky€Z:ghitthe = gkt i gh2,

(ii) In[Beispiel I11.2.2| folgt (ii) aus (iii).
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2. Homomorphismen

Proposition I11.2.4 (Verkniipfung): Fir zwei Homomorphismen von Gruppen

01: (G1,%) = (Gg, @) und ps: (G, @) — (G3,N) ist die Verkniipfung
wa0p1: (G, %) — (G3,A\)

ebenfalls ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis: Fiir a,b € G, gilt:

(2 0 p1)(a*b) = pa(p1(ax*b))
= pa(p1(a) @ (b))
= wa(p1(a)) A pa(p1(b)) = (w20 91)(a) A (wa0¢1)(b). O

Proposition IT1.2.5 (Erste Rechengesetze): Seien (G, ) und (H,e) Gruppen
und p: (G,*) — (H,e) ein Homomorphismus von Gruppen. Dann gilt:

(i) ¢lec) = en.

(i) Fir alle g € G ist p(g7) = (p(g)) "

Beweis: (i) Wegen ¢(eq) = ¢(eg * eq) = v(eq) ® p(eq) ist
e = plea) ™ e plea) = plec) ™" o pleq) @ plea) = ple).

(ii) Da ¢ ein Homomorphismus von Gruppen ist, gilt ¢(g7') e p(g) =
©(g7t @ g) = p(ex). Aus (i) wissen wir, dass p(eg) = ey. Genau so rechnet
man nach, dass ¢(g) ® p(g7!) = eg, d.h. (g7?!) ist tatsichlich das Inverse
p(g)~" zu p(g). O

Proposition I11.2.6 (Bild und Urbild): Seien (G,*) und (H,e) Gruppen und
¢: (G, %) — (H,e) ein Homomorphismus von Gruppen. Ferner seien Uy eine
Untergruppe von G und Us eine Untergruppe von H. Dann gilt:

(i) Das Bild Bild(Uy) = ¢(Ur) = {¢(g9) | g € Ur} ist eine Untergruppe von
H.

(ii) Das Urbild o= (Uy) = {g € G | ¢(g) € Us} ist eine Untergruppe von G.

Beweis: Wir zeigen exemplarisch (ii), (i) ldsst sich auf dhnliche Art nachweisen.

Um (ii) zu zeigen, gehen wir die Untergruppenkriterien durch. Zunéchst liefert

IProposition I11.2.5(i), dass ¢(eq) = ey € Us, sodass eg zu ¢~ (Us) gehort.
Dann haben wir fiir alle 2y und hy aus p~(Uy), dass

p(hy * hy') = o(hy) @ o(hy') = @(hy) @ p(hy) ™" € U,

sodass hy * hy' zu ¢~ (Us) gehort. Damit ist alles gezeigt. O
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Definition IT1.2.7 (Kern): Seien (G, ) und (H,e) Gruppen und ¢: (G,*) —

(H,e) ein Homomorphismus von Gruppen. Die Menge

Kern(p) := o '({eg}) = {9 € G | ¢(9) = en}

heifit Kern von .

Proposition II1.2.8 (Eigenschafen des Kerns): Seien (G,*) und (H,e) Grup-
pen und ¢: (G,*) — (H,e) ein Homomorphismus von Gruppen. Dann gilt:

(i) Der Kern von ¢ ist eine Untergruppe von (G, *).

(ii) Der Homomorphismus ¢ ist injektiv genau dann, wenn Kern(y) = {eg}.

Beweis: Die erste Aussage ist eine Konsequenz von |Proposition [11.2.6 die
zweite Aussage zeigt man wie Aufgabe 2 von Blatt 8. OJ

Beispiel I11.2.9: Fiir die Gruppenhomomorphismen aus|Beispiel I11.2.2|erhalten
wir die folgenden Bilder und Kerne:

(i) Kern(y

(p) =L(A,0), Bild(p) = {b € R* | L(A,b) # &}.
(ii) Kern(p

(

(

{0}, Bild(y) = Ray.

)
)
) = ord(9)Z = {ord(g)k | k € Z} falls ord(g) < oo und
) = {0}, falls ord( ) = o0, Bild(¢) = (g).

(iii) Kern(y
Kern(y

Definition IT1.2.10: Seien (G, ) und (H,e) Gruppen und ¢: (G,*) — (H,e)
ein Homomorphismus von Gruppen.

(i) Ist (H,e) = (G, x), dann heiit ¢ ein Endomorphismus von Gruppen.

(ii) Gibt es einen Homomorphismus von Gruppen ¢: (H,e) — (G, *) mit
Yo = idg und ¢ oY) = idy, dann heiit ¢ ein Isomorphismus von
Gruppen.

(iii) Ist ¢ ein Isomorphismus und ein Endomorphismus, dann heifit ¢ ein
Automorphismus.

Proposition I11.2.11: Seien (G, *) und (H,e) Gruppen und ¢: (G,*) — (H,e)
ein Homomorphismus von Gruppen. Genau dann ist ¢ ein Isomorphismus,
wenn ¢ bijektiv ist.
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3. Die symmetrische Gruppe

Beweis: ,—“: Folgt aus [Proposition [I1.2.10| und [Proposition [.5.10}

»,<=": Wir miissen zeigen, dass fiir einen bijektiven Gruppenhomomorphis-
mus ¢: (G, *) — (H,e) die Umkehrabbildung ¢~': (H,e) — (G, %) ebenfalls
ein Gruppenhomomorphismus ist. Im Folgenden schreiben wir ¢ fiir =1, Seien
hy und hs Elemente von H. Dann gilt

Y(hy @ hy) = P(p(Y(h1)) @ p(p(h2)))
= Y(p((h1) * Y(ha))) = (h1) x P (ha). O

Bemerkung II1.2.12: Sei (G, %) eine Gruppe. Die Menge

Aut(G) = {p: G — G | ¢ ist Automorphismus}

ist mit Komposition von Abbildungen eine Gruppe mit neutralem Element idg.

3. Die symmetrische Gruppe
Definition ITI.3.1: Sei n eine natiirliche Zahl. Die Menge

Sy i=Perm({1,...,n}) ={o: {1,...,n} = {1,...,n} | o ist bijektiv}
ist mit der Komposition von Abbildungen eine Gruppe.

Beweis: Wir wissen dass Komposition von Abbildungen assoziativ ist. Beziiglich
Komposition ist o = id das neutrale Element und fiir ¢ € S, ist o~! das inverse
Element. U

Beispiel II1.3.2 (Die Gruppe S3): Fiir n = 3 haben wir die folgenden bijekti-
ven Abbildungen von {1, 2,3} nach {1, 2,3} aufgelistet als Wertetabellen:

1 2 3
d|1 2 3
|1l 3 2
|2 1 3
Gl2 3 1
G312
T3 3 2 1

Bemerkung II1.3.3: Sei n eine nattirliche Zahl. Die Ordnung von S, ist n!.
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Bemerkung II1.3.4: Sei n eine natiirliche Zahl. Wir notieren eine Permutation
o € S, lber ihre Wertetabelle wie folgt:

Definition III.3.5 (Tréger): Seien M eine nichtleere Menge und o € Perm(M)
eine Permutation. Die Menge

Tr(o) :={zx e M | o(x) # z}

heifit Trdger von o.
Seien 01, 09 € Perm(M) zwei Permutationen. Gilt Tr(oq) N Tr(oy) = @, dann
heiflen o1 und oy disjunkt.

Definition I11.3.6 (Zyklen und Transpositionen): Sei M eine nichtleere Men-
ge.

(i) Fir Elemente 1, ...,x; € M definieren wir eine Permutation ¢ wie folgt:

rip1, fallsx=2x; mitie{1,... k—1},
((z) =<z, fallsz =4,
z, falls ¢ & {z1,..., 2%}

So eine Permutation heifit k-Zyklus. Wir schreiben fiir die oben definierte
Abbildung ¢ = (2 ..., z).

Ist k£ > 1, so ist Tr(¢) = {z1,...,2,}. Die Zahl k heifit Linge des
Zyklus.

(ii) Ein 2-Zyklus o € Perm(M) heifit Transposition.

Beispiel IT1.3.7: (i) In|Proposition II1.3.2|sind 71, 75 und 73 Transpositionen.

(12345
97712 1 4 5 3

ist kein Zyklus, aber o = (12) o (345).
(iii) In der S7 gilt

(ii) Die Permutation

(25)0(53)0(37):G R ;) — (2537)
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3. Die symmetrische Gruppe

Bemerkung I11.3.8 (Eigenschaften von k-Zyklen): (i) Ist ¢ ein k-Zyklus, dann
ist ord(¢) = min{n € N | (" =id} = k.

(ii) Fir einen k-Zyklus ¢ = (27 ... xy) gilt
C=(x1...2) = (£122) 0 (xow3) 0 - - 0 (Tp_17p).
Insbesondere ist jeder Zyklus eine Verkettung von Transpositionen.

Satz 6 (Zykelzerlegung von Permutationen): Sei M eine endliche Menge. Je-
de Permutation o € Perm(M) ist Verkettung disjunkter Zyklen. Genauer: Es
gibt Zyklen (1, ...,Cx mit 0 = (y0---0C(y, sodass die Trager Tr((y), ..., Tr(¢,)
paarweise disjunkt sind. Fur r =0 ist 0 = id.

Beweis: Wir zeigen die Aussage per vollstandige Induktion iiber N = # Tr(o).
Fir N =0 ist 0 = id und die Behauptung ist klar.

Die Behauptung gelte fiir alle ¢’ mit # Tr(o’) < N. Sei weiter ¢ eine Permu-
tation mit # Tr(o) = N + 1. Wéhle ein xy € Tr(o) und setze

k:=min{l € N | o' (20) = 20}.

Weil zy zum Tréager von o gehort, ist k jedenfalls grofler als Eins. Setzen
wir jetzt M := {xg,0(xg),...0" (o)} und ¢ = (xp...0" 1 (xg)), dann ist
ola, = Cla, und Cla—an = id |y - Weil auilerdem o*(zg) = g folgt fiir
x € M, dass sowohl o(z) als auch 7! (x) zu M; gehéren und aulerdem folgt
fir x € M — My, dass auch o(z) zu M — M; gehort.

Setze nun oy := (; ' o o. Fiir x € M; haben wir oy(z) = '(0(2)) =
und fiir z € M — M, gilt, dass 01(2) = (;'(0(x)) = o(z). Insbesondere
haben wir Tr(oy) C Tr(o) — M, d.h. #Tr(oy) < #Tr(c) — 1 = N. Nach
Induktionsvoraussetzung gibt es disjunkte Zyklen (s, ..., (., wobei r € INg, mit
01 =2_Co---0¢ und Tr(¢), ..., Tr(¢) C Tr(oy). Es folgt fir 2 < i <r, dass
Tr(¢)NTr(¢;) = . Insgesamt sehen wir o = (; o0 = (3 0+ - -0, mit paarweise
disjunkten Zyklen (i, ..., (.. 0

Korollar IT1.3.9: Sei M eine endliche Menge. Jede Permutation o von M ist
Verkettung von Transpositionen, d. h., es gibt Transpositionen Ti,..., Ty in
Perm(M), sodass 0 =710+ 0Ty,

Beweis: Das folgt aus und [Proposition I11.3.8] O

Bemerkung I11.3.10: Wir notieren Permutationen als Verkettung von disjunk-
ten Zyklen und lassen das Verkettungszeichen meist weg. Zum Beispiel so:

1234567
:<7 51426 3>:<173)(25)'
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Definition I1I.3.11 (Signum einer Permutation): Secien n eine natirliche Zahl
und o € S,,. Dann heif3t

sgn(a) — H U(]) B O-(Z)

1<i<j<n J—t
das Signum von o.
Beispiel I11.3.12: (i) Fir o = (1234) € S, ist
0(2) —a(l) o(3)—0o(l) o(4)—0o(l) o(3)—0(2)
2-1  3-1  4—-1  3-2
o(4) —0(2) o(4)—0a(3)
4-2  4-3
0 3-2 4-2 1-2 4-3 1-3 1-4
T 2-13-1 4-13-2 4-2 4-3
(ii) Wir betrachten die Transposition o = (12) € S,,. Fiir jedes Indexpaar

(4,7) mit i < j und o(i) > o(j) erhalten wir einen Faktor —1 im Signum und
fiur o ist das genau das Paar (i,7) = (1,2), d. h. sgn(o) = —1.

sgn(o) =

—1.

Bemerkung II1.3.13: Da in [Proposition II[.3.11]im Zahler und im Nenner bis
auf Reihenfolge und Vorzeichen die gleichen Faktoren stehen, gilt sgn(o) €

{+1}.

Fir 7 € 5, gilt

o(m(7)) —o(m(z
()= [ 20 o)
1<i<j<n m(j) — m(i)
denn 7 vertauscht nur die Reihenfolge der Faktoren.

Proposition IT1.3.14 (Signum respektiert Vorzeichen): Fir Permutationen o
und T in S, gilt sgn(o o) = sgn(o) -sgn(7). Mit anderen Worten: Das Signum
sgn: (Sp,0) = ({£1},) ist ein Gruppenhomomorphismus.

Bemerke, dass ({£1}, -) tatsichlich eine Gruppe ist.

Beweis: Wir haben

sgn(ocoT) = H U<T(j); : ;7(7'(2))
o olrG) = er@) TG) - T0)
B 1<i1<_£<n 7(j) — 7(2) 7 —1
I R 0) NN
1<z1<_£§n 7(j) = 7(1) = sgn() sgn(7),
wie gewiinscht. 0
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3. Die symmetrische Gruppe

Proposition IT1.3.15 (Konjugationstrick): Seien M eine endliche Menge, a,
b, " und b’ Elemente von M mit a # b und ' # b und 7 € Perm(M) mit
m(a') = a und ©(b') = b. Dann gilt 7' o (ab) o7 = (a'l/).

Beweis: Fir x € M gilt

z, fallsz ¢ {d,0'},

7l o(ab)om(z) =1d, fallsz ="V,

!/

b, fallsx=a ]

Beispiel I11.3.16: Gegeben seien die Transpositionen 7, = (12) und 7, = (35).

Wiéhle zum Beispiel
(1 2 3 45
"T\3 415 2)

Dann ist 771 o (12) o m = (35).
Satz 7 (iiber die Signumsfunktion):
(i) Die Signumsfunktion sgn: (S,,0) — ({£1},) ist ein Gruppenhomomor-
phismus.
(ii) Ist T eine Transposition in S,, dann ist sgn(7) = —1.

(iii) Ist ¢ ein Zyklus der Lange £ in S, dann ist

—1, falls ¢ gerade,
1, falls £ ungerade.

o]

Beweis: (i) Das folgt aus |Proposition 111.3.14]

(i) Nach dem Konjugationstrick gibt es m € S, sodass 7 = 71 o (12) o 7.
Das Signum von (12) kennen wir aus [Proposition I11.3.12] das ist ndmlich —1.
Weil das Signum ein Gruppenhomomorphismus ist, gilt

sgn(7) = sgn(m ' o (12) o 1) = sgn(m) ' sgn(12) sgn(7) = sgn(12) = —1.

(iii) Sei ¢ = (z1,...,x) ein (-Zyklus mit z1,...,z, € {1,...,n}. Nach
[Proposition I11.3.8]ist

C=(x1...2¢) = (v122) 0+ -+ 0 (wp_1y),

sodass nach Teil (ii) gilt: sgn(¢) = (—=1)*"!. Genau das haben wir behauptet. [J
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Bemerkung II1.3.17: Mithilfe von lésst sich das Signum einer beliebigen

Permutation o € S,, berechnen. Zum Beispiel fiir

12345678 9 10
“‘( 41129835 10 6)—(173)(24)(591068)

ist sgn(o) = sgn((173)(24)(591068)) =1-(—1)-1 = (—1).

4. Ringe

Definition ITI.4.1 (Ring): Sei R eine Menge mit zwei Verkntipfungen ,,+* und
- Falls gilt:

(i) (R,+) ist eine abelsche Gruppe.

(ii) ,,-“ ist assoziativ.

(iii) Es gelten die Distributivgesetze, d. h. fur alle z, y, z aus R ist
r-(y+2)=uzy+az, (y+2) -z =yx+ zz.

dann heifit R ein Ring.

Ist ,,-“ kommutativ, dann heifit R ein kommutativer Ring.

Gibt es ein neutrales Element 1; beziiglich .-, d.h. fir alle x € R gilt
x-1gp =2 =1 -z, dann heilt R ein Ring mit Fins oder unitdirer Ring.

In der Situation von [Proposition IT1.4.1| heifit ,+*“ Addition und - Multi-
plikation. Fir das neutrale Element von (R, +) schreiben wir O und nennen
es die Null von R, fiir das neutrale Element von (R, -) schreiben wir 1z und
nennen es die Fins von R. Fir ein z € R notieren wir das Inverse beztiglich ,+“
mit —z und fir z,y € R schreiben wir z —y := x + (—y). Fur ein beztglich ,,-*
invertierbares x notieren wir das Inverse als 2.

Wir vereinbaren, dass ,,-“ starker bindet als ,+“, d. h. fiir x, y und z aus R
schreiben wir z -y + 2z := (x - y) + z (bekannt als ,,Punkt vor Strich®).

Ist R ein kommutativer Ring, sind x,y € R und ist y invertierbar beziiglich

-, dann schreiben wir z/y := z - y~!, insbesondere schreiben wir 1/y = y~1.

¢

Beispiel 111.4.2 (Erste Beispiel-Ringe): (i) Die klassischen Zahlbereiche Z,
Q, R mit der gewohnlichen Addition und Multiplikation sind kommutative
Ringe mit Eins.

(ii) (Z/nZ,+,-) mit den durch [a] + [b] := [a + b], [a] - [b] := [ab] definierten
Verkniipfungen ist ein kommutativer Ring mit Eins.
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4. Ringe

(iii) Sei n eine natiirliche Zahl. Dann ist R™*"™ mit Matrizenaddition und
Matrizenmultiplikation ein Ring mit Eins.

Proposition IT1.4.3 (Erste Eigenschaften): Sei (R, +,-) ein Ring. Dann gilt:

(i) Fir allex € R ist O - @ = 0g = - Og.
(ii) Fir allex,y € Rist (—z)-y=—(z-y) =x-(—y).
Beweis: (i) Weil O das neutrale Element beziiglich ,,+* ist, gilt 0g+0r = Og,

und deshalb ist Og - = (0g + 0g) - = Og - © 4+ Og - . Damit rechnen wir nach,
dass

Op =—0p-2)+0p-2=—-0p-2)+0r-2+0g -2=0x-2.

(ii) Wir zeigen exemplarisch fiir (—x) - y, dass es das additive Inverse von
x -y ist:

(—z) y+z-y=z-y+(-2)y=(r—2)-y=0r y=_0g

Bei der letzten Gleichheit haben wir dabei (i) verwendet. O

Definition I1I1.4.4 (Ringhomomorphismus): Seien (R, +g, g) und (S, +g, s)
Ringe und ¢: R — S eine Abbildung.

(i) Gilt fur alle z,y € R, dass

plx+ry) =0@) +se(y),  l@-ry) =e@)sey),

dann heifit ¢ ein Homomorphismus von Ringen oder Ringhomomorphis-
mus.

(ii) Sind (R, +g,-r) und (S, +g, s) sogar Ringe mit Eins und gilt zusétzlich
©(1g) = 1g, dann heifit ¢ ein Homomorphismus von Ringen mit Eins.

Wir schreiben ¢: (R, +g,-r) — (S,+s,-s). Insbesondere ist ¢ ein

Gruppenhomomorphismus von (R, +g) und (S, +g).

(iii) Die Menge Kern(p) := {r € R | p(r) = 0} heiit Kern von ¢.

(iv) Ist R =S, dann heiit ¢ ein Ringendomorphismus.

(v) Gibt es einen Homomorphismus von Ringen v¢: (S, +s,-s) = (R, +r, 'r)
mit @ o1 =idg und ¢ o p = idg, dann heifit p ein Ringisomorphismus.

(vi) Ist ¢ sowohl ein Ringendomorphismus als auch ein Ringisomorphismus,
dann heifit ¢ ein Ringautomorphismus.

85



Kapitel III. Strukurmathematik: Gruppen, Ringe, Kérper

(vii) Gibt es einen Isomorphismus ¢: R — S, dann heiflen die Ringe R und S
isomorph.

(viii) Wir schreiben

Hom(R, S) := Homping (R, S)
:={p: R— S| ¢ ist ein Ringhomomorphismus}

fiir die Menge der Ringhomomorphismen von R nach S.

Im Folgenden schreiben wir einfach ,,+“ und ,-“ fiir die jeweiligen Ringver-
kntipfungen.

Bemerkung I11.4.5 (Komposition): Seien (Ri,+,-), (Ra,+, ) und (Rs, +,-)
Ringe und Pt (Rla +, ) - (R2> +, ) sowie P2 <R27 E +) - (R3> * +) Ril’lghO—
momorphismen. Dann ist auch die Komposition

P2 © Q1! (Rla +, ) — (R37 =+, )

ein Homomorphismus von Ringen. Sind die Ringe Ry, Ry, R3 sogar Ringe mit
Eins und sind ¢; und 2 Homomorphismen von Ringen mit Eins, dann ist auch
9 0 1 ein Homomorphismus von Ringen mit Eins.

Definition III1.4.6 (Teilring): Seien (R, +,-) ein Ring und T" eine Teilmenge
von R. Gilt

(i) Or €T,

(ii) Fir alle t1,to € Tist t1 + 1ty € T,
(iii) Firallet e T ist -t € T,
(iv) Fir alle ty,ty € T'ist t1 -t € T,

dann hei3t T" ein Teilring von R oder Unterring von R.
Ist R sogar ein Ring mit Eins und gilt zusétzlich 1z € T, dann heifit T" ein
Teilring mit Eins.

Bemerkung I11.4.7 (Teilring als Ring): In [Definition I.3.1] ist insbesondere
(T, +, ) selbst wieder ein Ring.

Proposition I11.4.8 (,,Additive Einsen-Abbildung®): Sei (R, +, ) ein Ring mit
FEins. Die Abbildung ®: 7. — R definiert durch

S 1g, falls z > 0,
®(z) := { Op, falls z = 0,
YA (=1g), falls z <0

ist ein Ringhomomorphismus von Ringen mit Fins.
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4. Ringe

Beweis: Nach [Beispiel 111.2.2|ist ®: (Z,+) — (R, +) ein Gruppenhomomor-
phismus. Per Definition gilt ®(1) = 1 und dass fiir alle a,b € Z gilt, dass
®(ab) = ®(a)P(b), lasst sich leicht nachrechnen. O

Definition III.4.9 (Charakteristik): Seien (R, +,-) ein Ring mit Eins und ¢
der Homomorphismus aus [Proposition IT1.4.8, Dann heifit

0, falls fiir alle & > 0 gilt: ®(k) # O,

char(R) := {min{k e N | ®(k) =0}, sonst

die Charakteristik von R.

Ist die Charakteristik eines unitaren Ringes R verschieden von Null, dann
ist char(R) = ord(1g) in (R, +). Es ist Kern(®) = (char(R)) C Z.

Ist die Charakteristik eines Ringes Null, dann findet sich eine Kopie der
ganzen Zahlen in diesem Ring. In Ringen mit endlicher Charakteristik findet
sich keine Kopie der ganzen Zahlen, sondern eine Kopie von Z/pZ fiir eine
Primzahl p.

Definition I11.4.10 (Einheitengruppe): Sei (R, +,-) ein Ring mit Eins. Die
Menge
R* :={r € R|Esgibt s € Rmit rs =sr=1p}

bildet zusammen mit der Ringmultiplikation eine Gruppe mit neutralem Ele-
ment 1z und heifit Finheitengruppe des Rings R.

Definition I11.4.11 (Polynome): Sei (R,+, ) ein Ring mit Eins.

(i) Ist (a;)ien, eine Folge mit Eintrégen a; aus R und gibt es N € N, sodass
fir alle ¢ > N gilt a; = 0, dann heifit p = (a;)ien, ein Polynom dber R.
Wir schreiben X := (6;)ien, und entsprechend p = SN a; X"

(ii) Die Zahl

max{i € Ny | a; # 0}, falls p#(0,0,0,...)=:0,
—00, falls p =10

Grad(p) := {

heifit der Grad des Polynoms p.

Wir schreiben R[X] := {p | p ist Polynom iiber R} fiir die Menge der Polynome
iiber R und nennen R[X| den Polynomring tber R.
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Bemerkung I11.4.12 (Polynomring): Ist (R, +,-) ein Ring mit Eins, R[X] die
Menge der Polynome itber R und gehoren p = SN a; X%, ¢ = Z;Vjo b; X7 zu
R[X], dann definieren die Festsetzungen

maX{Nl,NQ} ) Ni+No ) i
prqa= Y, (ai+b)- X', p-g= )Y &X' <Ci = Zakbi—k>
1=0 1=0 k=0

Verkniipfungen auf R[X], die R[X] zu einem Ring machen.
Definition I11.4.13 (Korper): Sei (R, +,-) ein Ring mit Eins. Falls gilt:

(i) R ist kommutativ,

(i) Og # 1g,
(iii) R* = R— {0}, d.h. fur alle r € R — {0} gibt es s € R mit rs = 1 = s,

dann heiit R ein Korper.

Proposition I11.4.14 (Der Korper IF),): Ist p eine Primzahl, so ist (Z/pZ,+,-)
ein Korper. Wir schreiben ¥, :== (Z/pZ,+, ).

Beweis: Als Erinnerung halten wir fest, dass Z/pZ die Menge der Aquivalenz-
klassen von Z beziiglich ,=,“ ist, d.h. Z/pZ = {0,1,...,p — 1}. Sei a € Z mit
a # 0. Nach [Korollar II1.1.15|ist Z/pZ zyklisch und jedes von Null verschiedene
Element erzeugt (Z/pZ,+), d.h. (1) = (a) = Z/pZ. Aber das heifit es gibt
eine ganze Zahl b, sodass 1 = ab = ab = ba. O

Beispiel 111.4.15 (Die komplexen Zahlen): In der Analysis zeigt man, dass
C := R x R zusammen mit den Verkniipfungen

(a1,b1)+(az, bo) = (ar1+ag, bi+b2), (a1,b1)-(az, b2) == (a1a2—b1ba, a1ba+asby)

einen Korper bildet. Man schreibt tiblicherweise a + ib := (a, b). Insbesondere
gilt fiir i = (0,1), dass i = —1.
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Kapitel 1V.

Vektorraume und Dimensionstheorie

In diesem Kapitel wollen wir das bereits bekannte Konzept des R-Vektorraums
verallgemeinern zum Vektorraum iiber einem beliebigen Korper und die Eigen-
schaften von Vektorrdumen néher studieren.

1. Vektorraume

Definition IV.1.1 (Vektorraum): Seien K ein Koérper und V' eine Menge zu-
sammen mit einer Verkniipfung +: V' x V' — V und einer aufleren Verkniipfung
= K xV — V. Falls gilt:
(i) (V,+) ist eine abelsche Gruppe,

(ii) Fir allev e Vist 1x -v =,

(iii) Fir alle Ay, A2 € K und v € V ist (A1 + A2)v = Ao + A,

(iv) Fir alle A € K und vy, vy € V ist A(vy + v2) = Avg + Avg,

(v) Fir alle A\j, Ao € K und v € V ist A1(A2v) = (A A2)v,

dann heifit (V,+,-) ein Vektorraum tber K oder K -Vektorraum.

Beispiel IV.1.2 (der K™): Sei K ein Korper. Dann wird das n-fache kartesische
Produkt K™ von K mit sich selbst, also K™ := {(z1,...,2,)" | 21,..., 2, € K},
mit den Verkniipfungen erklart durch

(21, ) + (Y ) = (2, T )
MNzy, .o xn) = (Arg, .. Ay,

wobei (z1,...,2,)", (Y1,...,yn)" € K" und A € K, zu einem Vektorraum iiber

K.
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Bemerkung IV.1.3: (i) Fir K = R stimmt [Definition IV.1.1| mit [Definiti{
lon T1.2.1] iiberein.

(ii) Alle Aussagen in Kapitel II gelten genauso fiir Vektorrdume, Untervektor-
rdume, Matrizen und lineare Gleichungssysteme iiber einem beliebigen Korper
K.

(iii) Den K-Vektorraum der (n x m)-Matrizen tiber K notieren wir im
Folgenden entsprechend als K™*™.

Definition IV.1.4 (Vektorraumhomomorphismus): Seien V' und W Vektorrau-
me tiber dem Korper K.

(i) Sei @: V — W eine Abbildung. Gilt fiir alle v1,v2 € V und A € K, dass
(I)(Ul + ’UQ) = @(Ul) -+ (I)(UQ), (I)()\’Ul) = )\(I)(U1>,

dann heifit ® ein Homomorphismus von K -Vektorrdumen oder K -Vektor-
raumhomomorphismus oder K -lineare Abbildung. Ist der zugrundeliegende
Korper aus dem Kontext klar, dann wird die Erwahnung des Korpers
iiblicherweise ausgelassen.

(ii) Sei @: V. — W ein Vektorraumhomomorphismus. Ist V' = W, dann
heilt ® ein Endomorphismus. Gibt es einen Vektorraumhomomorphismus
U: W — V mit Vo d =idy und ¢ o ¥ = idyy, dann heifit ¢ ein Isomor-
phismus. Ist & sowohl ein Endomorphismus als auch ein Isomorphismus,
dann heiit ¢ ein Automorphismus.

(iii) Gibt es einen Isomorphismus ®: V' — W, dann heilen die Vektorraume
V und W isomorph, geschrieben V = W.

Bemerkung IV.1.5: Seien K ein Korper und n, m nattrliche Zahlen. Aus
Kapitel II wissen wir insbesondere:

(i) Fir A € K™™ ist &: K™ — K", v — Awv eine lineare Abbildung und
jede lineare Abbildung ist von dieser Art mit A = (®(eq)]...|P(ey)). Die
Matrix A heifit Abbildungmatriz beziiglich der Standardbasen (eq,...,e,,) von
K™ und (€),...,e) von K™,

Weiterhin gilt:

(ii) Verkettungen linearer Abbildungen sind lineare Abbildungen.
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2. Basen und lineare Unabhéingigkeit

(iii) Seien V und W Vektorraume iiber K und sei ®: V' — W linear.

Ist U; C V ein Untervektorraum, dann ist ®(U;) € W ein Untervektorraum.

Ist Uy C W ein Untervektorraum, dann ist das Urbild ®~*(U,) C V ein
Untervektorraum.

Der Kern Kern(®) :={v e V| ®(v) = 0} C V ist ein Untervektorraum.

(iv) Eine lineare Abbildung ®: V' — W ist ein Isomorphismus genau dann,
wenn sie bijektiv ist.

(v) Fiir zwei K-Vektorraume V und W ist
Homg(V,W) :={®: V — W | & ist linear} C Abb(V, W)

ein Untervektorraum von Abb(V,W). Wir schreiben auch kurz Hom(V, W),
falls K aus dem Kontext klar ist.

2. Basen und lineare Unabhangigkeit

Ist K ein Korper und V' der Vektorraum K™, dann wissen wir bereits, dass
sich ein Vektor = = (z1,...,z,)" eindeutig als x = ¥ | 2¢; schreiben lasst.

Genau so etwas haben wir auch fir den Vektorraum V' = L(A,0) schon
gesehen — jeder Vektor in V' lasst sich in eindeutigerweise schreiben als Linear-
kombination der Fundamentallésungen F0), ... F®),

Dieses Phénomen wollen wir mit dem Namen ,,Basis® belegen und uns damit
beschéftigen, wie man solche Basen erkennt, wann wir etwas iiber die Existenz
einer solchen Basis sagen konnen und wir wollen uns fragen, ob die Méachtigkeit
einer solchen Basis von der speziellen Basis abhéngt oder nicht.

Definition IV.2.1 (Linearkombination): Seien K ein Korper und V ein K-
Vektorraum. Seien weiter M C V eine Teilmenge und v ein Element von
V. Gibt es eine nichtnegative ganze Zahl n, Vektoren vy,...,v, € M und

Aty Ap € K sodass
n
v = Z )\Z‘Ui,
i=1
dann heifit v eine Linearkombination von M.
Ist in der Situation der obigen Definition n = 0, dann ist v = 0.

Bemerkung IV.2.2: Seien K ein Korper und V ein K-Vektorraum.

(i) Der Nullvektor ist Linearkombination fur jede Teilmenge M C V

(ii) Ist M = @, dann ist 0 die einzige Linearkombination von M.
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Definition IV.2.3 (Linearkombinationen revised): Seien K ein Korper und M
eine beliebige Menge.

(i) Fir eine Abbildung f € Abb(M, K) heifit Tr(f) :={m € M | f(m) # 0}
der Trager von f.
(ii) Wir setzen Abby(M, K) :={f € Abb(M, K) | # Tr(f) < oo}.

(iii) Ist V ein K-Vektorraum, M C V eine Teilmenge und A € Abby(M, K)
eine Abbildung mit Tr(\) = {vy,...,v,}, dann ist

> Av)v = Av)v = i)\ivi

veEM veTr(N)

eine Linearkombination von M.

Definition IV.2.4 (Basis): Seien K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und B
eine Teilmenge von V. Gibt es fiir jedes v € V' genau ein A € Abby(B, K) mit
v =Y ep Mw)w, dann heifit B eine Basis von V.

Im Folgenden wollen wir nach Kriterien suchen, um eine Teilmenge B C V'
als Basis zu erkennen.

Definition IV.2.5 (Lineare Unabhéngigkeit): Seien K ein Korper, V' ein K-
Vektorraum und M C V eine Teilmenge. Falls gilt: | Ist A € Abby(M, K) mit
> venm A(w)v =0, dann ist fir alle v € V' schon A\(v) = 0%, dann heifit M linear
unanhdngig. Ist M nicht linear unabhéngig, dann heifit M linear abhdngig.

Gilt in der Situation der obigen Definition fiir alle v € V dass A(v) = 0, dann
ist A\ = OAbe(M,K)-

Bemerkung IV.2.6: Seien K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Eine Teil-
menge M = {vy,...,v,} C V ist linear unabhéngig genau dann, wenn gilt:
Soind Aq, ... A\, € K mit Moy + -+ A\v, =0, dann sind \y =--- =\, = 0%

Definition IV.2.7 (Lineare Hiille): Seien K ein Kérper, V ein K-Vektorraum
und M C V eine Teilmenge.

(i) Die Menge
Lin(M) := {v € V | v ist Linearkombination von M}

heilt lineare Hiille, Spann von M oder auch FErzeugnis von M. Gebé-
ruchlich ist auch die Schreibweise (M) := Lin(M) und fiir eine endliche
Menge {vy,...,v,} schreibt man oft (vq,...,v,) = Lin({vy,...,v,}).
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(ii) Ist V = Lin(M), dann heifit M ein Erzeugendensystem von V.
Beispiel IV.2.8: (i) Fiir die Vektoren v; = (1,0,0)" und vy = (0,1,0)" in K3
gilt (vy,v9) = {(a,0,0)" | a,b € K} = K2

(ii) Ist M = @, dann ist Lin(M) = {0}.

Proposition IV.2.9 (Eigenschaften der linearen Hiille): Seien K ein Korper,
V' ein K-Vektorraum und M C 'V eine Teilmenge.

(i) Es gilt M C Lin(M).

(ii) Die lineare Hille von M ist ein Untervektorraum von V. Genauer: Mit
S ={U | U ist Untervektorraum von V., M C U} ist Lin(M) = Nyes U,
d. h. Lin(M) ist der kleinste Untervektorraum von V', der M enthdlt.

(iii) Fiar M' CV gilt: Ist M C M’, dann ist Lin(M) C Lin(M").

)

(iv) Genau dann ist M ein Untervektorraum von V, wenn Lin(M)
)
)

M.
(v) Es gilt Lin(Lin(M)) = Lin(M).

(vi) Fir zwei Untervektorraume Uy, Us von V' gilt:
LiIl(Ul U Ug) = U1 + UQ = {Ul + U9 ’ U € Ul,U/Q € UQ}

Beweis: (i) Sei v aus M gegben. Dann ist v = 1 - v eine Linearkombination
von M, d.h. v € Lin(M).

(ii) Zunéchst zeigen wir, dass Lin(M) tatsachlich ein Untervektorraum ist.
Weil die Null aus jeder Menge linearkombiniert werden kann, gehort sie auch
zu Lin(M). Sind v und w Elemente aus Lin(M), dann gibt es nichtnegati-
ve ganze Zahlen n und m, Elemente vq,...,v, und wy,...,w, von M und
Korperelemente Aq, ..., A, sowie uq,...,pu, € K, sodass v = > I ; \;v; und
w = 37" pjwj. Aber dann ist

V4w = Av+ o+ AU, pwy e Wiy,

eine Linearkombination von M, d.h. v +w € Lin(M). Ist jetzt « € K und v
wie oben, dann ist auch av = 37, (a\;)v; € Lin(M).

Nun zur anderen Behauptung: Gehort v zu Lin(M), dann gibt es Elemente
U1,...,0, von M und Ay, ..., \, aus K, sodass v = > 1" ; \;v;. Fiir jeden Unter-
vektorraum U von V', der {vy,...,v,} C M enthélt, gehort auch v zu U, d. h.
(NS mUGS U.

Da andererseits Lin(M) ein Untervektorraum von V' ist, der M enthalt,
taucht Lin(M) in der Indexmenge auf und somit ist der Schnitt Nyeg U eine
Teilmenge von Lin(M).
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(iii) Dies ist eine direkte Konsequenz der Definition.

(iv) ,<=" folgt aus (ii). ,=—*: Aus (i) wissen wir, dass stets M C Lin(M).
Weil aber M ein Untervektorraum von V ist, gehort M zur Indexmenge S,
sodass Lin(M) C M.

(v) Das folgt aus (ii) und (iv).
(vi) ,C“: Da U; + U, ein Untervektorraum von V' ist, der U; und U, enthalt,

2% Jedes Element in U; + U, ist eine spezielle Linearkombination von
Uy U Us, weswegen Uy + Us C Lin(U; U Uy). O

Satz 8 (Kriterium I fiir Basen): Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum.

FEine Teilmenge B von V ist eine Basis genau dann, wenn B linear unabhdingig
ist mit Lin(B) = V.

Beweis: ,—“: Das ist genau die Definition.

,<=": Sei v € V gegeben. Wegen Lin(B) = V ist v eine Linearkombination
von B. Bleibt zu zeigen, dass diese Linearkombination eindeutig ist. Angenom-
men, es gibe A A2 € Abby(B, K) mit v = ¥ c5 AV (w)w = X e A (w)w.
Dann ware

Oy =3 (AP (w) = X(w)w =3 AV = A?)(w)w,

weB weB

d. h. wegen der linearen Unabhéingigkeit von B hétten wir fir alle w € B, dass
A (w) = A®(w) und damit A1) = X2 als Abbildungen. O

Beispiel IV.2.10: Seien V = R? und

o= o) ()

Ist B eine Basis des R?? Nach haben wir zwei Dinge zu priifen: Die
lineare Unabhingigkeit von B und ob B ganz R? erzeugt.

Zur linearen Unabhéngigkeit: Seien reelle Zahlen Aj, Ay gegeben, sodass
A1by + Aaby = 0. Wir erhalten fir die erste bzw. die zweite Koordinate die
Gleichung A; + Ao = 0 bzw. A; — Ay = 0, welche dquivalent sind zum linearen

Gleichungssystem
1 1\ (M) (O
1 —1)\X) \0/°
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Setzen wir A := (1 1), dann wissen wir: B ist linear unabhingig genau dann,
wenn das homogene Gleichungssystem Ax = 0 nur die Losung {0} hat. Nach
[Korollar T1.5.22| ist das genau dann der Fall, wenn der Rang von A gleich der
Anzahl der Spalten von A (namlich 2) ist.

Zur Erzeugenden-Eigenschaft: Die lineare Hiille von B ist R* genau dann,
wenn es fiir jedes v € R? reelle Zahlen A\; und A, gibt, sodass v = A\ by + \abs.
Das ist genau dann der Fall, wenn es fiir jedes v € R? reelle Zahlen \;, Ay gibt,

sodass
1 I (A1)
1 -1/ \x) 7"

Wiederum nach [Korollar T1.5.22]ist das dquivalent dazu, dass der Rang von A
gleich der Anzahl der Zeilen von A (namlich 2) ist.
Es bleibt also, den Rang von A zu bestimmen:

11&112111;1%10
1 -1 0 2 01 0 1/)°

Da der Rang von A tatsichlich 2 ist, ist B eine Basis von R?.

Proposition IV.2.11 (Kriterium fiir Basis im K"): Seien K ein Kérper und
n, m natirliche Zahlen. Ferner seien vy, ...,v, € K™ und A = (v1]...|vm).

(i) Die Menge {vy,...,vy} ist linear unabhdngig genau dann, wenn der Rang
von A die Anzahl m der Spalten von A ist.

(ii) Die Menge {v1,...,v,} ist ein Erzeugendensystem von K™ genau dann,
wenn der Rang von A die Anzahl n der Zeilen von A ist.

Korollar IV.2.12 (Dimension des K"): Seien K ein Korper und n eine natir-
liche Zahl. Jedes Basis des K™ hat genau n Elemente.

Beweis: Sei B eine Basis des K. Nach [Proposition IV.2.11{i) ist die Méachtig-
keit von B hochstens n. Insbesondere ist B endlich. Es gibt also eine natiirliche
Zahl m und Vektoren vy,...,v,, aus V, sodass wir B schreiben konnen als

B = {vy,...,vy}. Setzen wir A = (v1]...|v,), dann wissen wir nach
tion IV.2.11| dass m = Rang(A) = n gelten muss, und wir sind fertig. O

Satz 9 (Koordinatenabbildung): Seien K ein Korper und V' ein K -Vektorraum.

(i) Ist B eine Basis von V', dann ist V = Abby(B, K).
(ii) Ist B = {v1,...,v,} endlich, dann ist V = K™.
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Beweis: (i) Die Abbildung
At Abbo(B,K) —V,  A— 3 A(b)b

weB
ist linear wegen der Rechenregeln fiir endliche Summen und da die Vektorraum-
struktur auf Abby(B, K) durch die punktweisen Verkniipfungen (punktweise
Addition von Funktionen und punktweise Skalarmultiplikation fiir Funktionen)
gegeben ist. Nach Voraussetzung gilt Lin(B) =V, d. h. A ist surjektiv. Da B
linear unabhéngig ist und damit Kern(A) = {0} gilt, ist A auBlerdem injektiv.
Insgesamt ist A also ein Isomorphismus.

(ii) Nach (i) ist V' = Abby(B, K) = Abby({e1,...,e,}, K) = K", wobei
{e1,...,e,} die Standardbasis des K™ ist. O

Definition IV.2.13: Seien K ein Korper, n eine natiirliche Zahl, V' ein Vektor-
raum tber K und B = {vy,...,v,} eine Basis von V. Dann hat jede Basis von
V' n Elemente und wir nennen dim(V') := n die Dimension von V. In diesem
Fall heiit V' endlichdimensional.

Beweis: (i) Durch[Satz 9konnen wir uns auf das Resultat aus[Korollar IV.2.12]
zurtickziehen. 0J

Satz 10 (Kriterium II fiir Basen): Seien K ein Korper, V ein K -Vektorraum
und B CV eine Teilmenge. Dann sind dquivalent:

(i) Die Menge B ist eine Basis.

(ii) Die Menge B ist eine beziglich Inklusion mazimale linear unabhdingige
Teilmenge von V', d. h. B ist linear unabhdngig und ist M eine weitere
Teilmenge von V- -mit B C M, dann ist M nicht linear unabhdngig.

(iii) Die Menge B ist ein beziiglich Inklusion minimales Erzeugendensysem
von V', d. h. Lin(B) =V und ist M eine echte Teilmenge von B, dann
ist Lin(M') C V.

Beweis: (i) = (ii)“: Da B nach Voraussetzung eine Basis ist, ist B insbe-
sondere linear unabhangig. Ist M eine Teilmenge von V mit B C M, dann
gibt es v € M — B. Da B eine Basis ist, gibt es A € Abby(B, K), sodass
v =3 ep Mw)w. Nun erklaren wir eine Abbildung \': M — K mit endlichem
Trager durch
Mw), fallsw € B,
N(w)=14-1, fallsw =,

0, sonst,
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2. Basen und lineare Unabhéingigkeit

und finden ", e N(w)w = X e Aw)w — 1v = 0, d. h. M ist linear abhéngig.

,(11) = (iii)“: Sei B eine beziiglich Inklusion maximale linear unabhéngige
Teilmenge von V. Wir wollen zeigen, dass dann schon Lin(B) = V und dass B
ein minimales Erzeugendensystem von V ist.

Um zu zeigen, dass Lin(B) =V, sei v € V' gegeben. Gehort v zu B, dann
auch zu Lin(B). Gehort v nicht zu B, setze M := B U {v}. Da B maximal
linear unabhéangig ist und B C M gilt, muss M linear abhéangig sein. Es gibt
also 0 # X\ € Abby(M, K), sodass > ,car M(w)w = 0. Fiir dieses A muss gelten,
dass a := A(v) # 0, denn sonst wére B bereits linear abhangig. Wir diirfen also
durch « teilen und erhalten

> Mw)w=0= ;( > )\(w)w) =0

weM weM
A
weB @

= v € Lin(B).

Gébe es eine echte Teilemenge M’ von B mit Lin(M’) = B, dann erhielten
wir in (i) = (ii)“, dass B linear abhéngig sein miisste. Ein Widerspruch!

,(ili) = (1)“: Sei B ein minimales Erzeugendensystem von V. Wir wollen
zeigen, dass B dann auch linear unabhéngig sein muss.

Angenommen B waére linear abhéngig. Dann gébe es 0 # A\ € Abby(B, K),
sodass > ,cg A(w)w = 0. Da A # 0, gébe es vy € B mit A(vg) # 0. Fiir dieses
v fanden wir dann wie in ,(ii) = (iii)“, dass

A(w
Vo = — Z w,
weB—{vo} A(UO)
sodass Lin(B — {vg}) = V folgte. Ein Widerspruch! O

Korollar 1V.2.14: Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und M eine
nichtleere Teilmenge von V.

(i) Ist M linear abhdngig, dann gibt es v € M mit v € Lin(M — {v}).
Insbesondere gilt Lin(M) = Lin(M — {v}).

(ii) Ist M linear unabhdingig und ist v € V. — Lin(M), dann ist auch M U{v}
linear unabhdangig.

Beweis: Aussage (i) folgt aus dem Beweis von ,,(iii) = (i)“ im Beweis von

Satz 10| Aussage (ii) folgt aus dem Beweis von ,(ii) = (iii)“ im Beweis von
datz 100 U
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Satz 11 (Basiserginzungssatz): Seien K ein Korper und V' ein K -Vektorraum.
Hat V' ein endliches Erzeugendensystem. Dann gilt:

(i) Der Vektorraum V' hat eine Basis.
(ii) Jedes Erzeugendensystem von V enthdlt eine Basis von V.

(iii) Jede linear unabhdngige Teilmenge von V ldsst sich durch Hinzunahme
endlich vieler Elemente zu einer Basis erginzen.

Beweis: (i) Konnen wir (ii) zeigen, dann gibt es (i) gratis.

(ii) Wegen |Proposition 1V.2.14[i) und der Endlichkeit des Erzeugenden-
systems haben wir nach endlich vielen Rauswiirfen ein beziiglich Inklusion
minimales Erzeugendensystem von V. Nach ist das eine Basis von V.

(iii) Nach (ii) hat V eine endliche Basis. Nach [Proposition 1V.2.11| und
ist jede linear unabhangige Teilmenge von V' insbesondere endlich und
mithilfe von [Proposition 1V.2.14ii) erhalten wir durch Hinzunahme von endlich
vielen Vektoren von V' eine Basis von V. O]

3. Lineare Fortsetzung und Abbildungsmatrix

Wegen der Rechenregeln fiir endliche Summen sind lineare Abbildungen dadurch
eindeutig festgelegt, was sie auf einer Basis des Startvektorraumes tun. Wir
werden sehen, dass uns das erlaubt, die Wirkung linearer Abbildungen zwischen
endlichdimensionalen Vektorrdumen durch Matrizen zu beschreiben.

Satz 12 (Fortsetzungssatz): Seien K ein Korper, V und W zwei K - Vektorraume
und B eine Basis von V.

(i) Jede lineare Abbildung ¢: V — W ist eindeutig durch ihre Einschrinkung
fi=0¢|g: B— W bestimmdt.

(ii) Jede Abbildung f: B — W ldsst sich auf genau eine Weise zu einer
linearen Abbildung ¢: V' — W fortsetzen, d. h. es gibt genau einen Vek-
torraumhomomorphismus ¢: V. — W, sodass ¢|g = f. Dieser heifit
lineare Fortsetzung von f.

Beweis: (i) Sei v ein Element von V. Da B eine Basis von V ist, gibt es
Ay € Abbg(B, K) mit v = Y ,cp Ay (b)b und wir erhalten

6(0) = 6 0 M0h) = 30 A )6(E) = 0 A (D).

beB beB beB
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3. Lineare Fortsetzung und Abbildungsmatrix

(ii) Fir jedes Element v von V' gibt es A, € Abby(B, K) mit v = Y ,c5 Ay (b)d.
Deshalb kénnen wir ¢: V' — W definieren durch

O:V—W,  v— 3 A0

beB

Wegen der Rechenregeln fiir endliche Summen liefert das eine lineare Abbildung.
Die Eindeutigkeit dieser Festsetzung folgt aus (i). O

Korollar IV.3.1: Seien K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und B eine Basis
von V. Dann ist die Abbildung

H: Homg(V,W) — Abbo(B,W), ¢+ ¢l

ein Isomorphismus von K -Vektorrdumen.

Beweis: Nach ist H bijektiv und wegen der punktweisen Verkniipfungen

und der Rechenregeln fiir endliche Summen ist H linear. 0

Wir haben in gesehen: Ist V' ein Vektorraum iiber de Korper K mit
Basis B = {b1,...,b,}, dann erhalten wir einen Isomorphismus

AKn—>‘/, (.’L’l,...,.iljn)tl—>2$ibi.
i=1
Fir das, was folgt, wird die Reihenfolge der Elemente der Basis eine Rolle

spielen, weswegen wir geordnete Basen B = (by,...,b,) betrachten wollen.

Definition IV.3.2 (Koordinatenabbildung): Seien K ein Korper, V' ein Vektor-
raum tber K und B = (by,...,b,) eine geordnete Basis von V. Die Umkehrab-

bildung Dp := A~ zu A aus[Satz 9} d. h.
DBZVHKn, U:ZUibiH(Ul,...,Un)t,
i=1

heifit Koordinatenabbildung zu B.

Sind n und m natiirliche Zahlen und A € K™ eine Matrix, dann schreiben
wir Ly: K™ — K", x — Aux.
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Satz 13 (Darstellungsmatrix): Seien K ein Korper, V. und W Vektorriume
tber K mit geordneten Basen B = (b, ..., by,) respektive C' = (cq,...,c,) und
¢: V. — W eine lineare Abbildung. Dann ¢ibt es genau eine Matrix A € K™™,
sodass

DC o ¢ = LA 9] DB-

Die Eintrige der Matriv A = (a;;) sind bestimmt durch a;; = X;;, wobei
o(bj) = Xorq Nijei fir 1 < j < m. Wir schreiben Do p(¢) := A und nennen
diese Matrixz die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich B und C.

Beweis: Wir kennen die Situation fiir lineare Abbildungen ¢ : K™ — K™ aus
IBemerkung TV.1.5} Die Darstellungsmatrix von v beziiglich der Standardbasen
ist die Matrix A = (¢(e1)]|...|¢¥(em)), denn Ae; liefert die i-te Spalte von A,
d.h. fir v = 3", v;e; haben wir deshalb

Y(v) = ¢(§Ui€i> = iviw(ei) = ivzflei = A(ivi@) = A(v)

und somit L4 = 1. Genau das wollen wir auch fiir ¢: V' — W erreichen. Da wir
aber auf der Ebene von V' und W keine Matrizen zur Verfiigung haben, miissen
wir in die Koordinatenvektorraume K™ bzw. K™ tibersetzen. Das machen wir
bei fixierten geordneten Basen mittels Koordinatenabbildungen, um schliellich
die Matrix A € K™*" zu finden, fiir die Ly = D¢ o ¢ o Dy,

Dadurch, dass Dg(b;) = ¢; fir 1 <i <m, dass Ls(Dg(b;)) die i-te Spalte
von A liefert und wir D¢ o ¢ = L4 o Dy erreichen wollen, wissen wir, dass die
i-te Spalte von A aus den Koordinaten von ¢(b;) beziiglich C' bestehen muss.
Aber genau das sind die Gleichungen, die wir fiir die Eintrage der Matrix A
bereits angegeben haben. O

Definition IV.3.3 (Basiswechselmatrix): Seien K ein Koérper, n eine nattirliche
Zahl, V ein K-Vektorraum und B = (by,...,b,), B' = (V},... b)) geordnete
Basen von V. Dann heifit Dp g := Dp p(id) Basiswechselmatriz von B nach
B'.

Auch die Bezeichnung Koordinatentransformationsmatriz von B nach B’ ist
gebrauchlich. Das liegt daran, dass fiir alle v € V' gilt, dass

DB/(U) == DB’,BDB(U>-

Da die Eintrage \;; der Basiswechselmatrix Dp g bestimmt sind durch die
Gleichungen b; = Y7 A\ ;b; fur 1 < j < n, geben die Eintrage dieser Matrix
aber gleichzeitig an, wie die Basis B aus der Basis B’ hervorgeht. Deshalb wird
diese Matrix gelegentlich auch Basiswechselmatriz von B’ nach B genannt.
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3. Lineare Fortsetzung und Abbildungsmatrix

Proposition IV.3.4 (Basiswechsel und Darstellungsmatrizen): Sei K ein Kor-
per.

(i) Seien ¢: Vi — Vo und ¢: Vo — V3 lineare Abbildungen zwischen end-
lichdimensionalen K-Vektorrdumen und seien By, By und Bs geordnete
Basen der jeweiligen Vektorraume. Dann gilt

DB&BI (w o ¢) = DB3732 (w)DBQ:Bl (¢)

(ii) Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum tiber K mit geordneten Basen
B und B'. Dann ist die Basiswechselmatriz Dg p requldr und fir die
Inverse gilt D]}{B =Dpp.

(iii) Fir V = K™ und die Standardbasis E = (e, ..., e,) von K™ und eine
weitere geordnete Basis B = (by,...,b,) gilt Dg g = (by|...|b,).

(iv) Fir geordnete Basen B und B’ von K™ gilt

-1
Dp p=Dp pDpp= DE,B/DE,B-

Beweis: (i) Die Situation kénnen wir im Diagramm
n—— v,

DBll Dg, lDBB
n n n
K™ —— K™ —— K™

einfangen, wobei A = Dpg, p,(¢), B = Dp, B,(¢), n1 = dimVj, ny = dimV,
und ng = dim Vi. Fiir die Matrix C' := Dp, g, (¢ o ¢) gilt jetzt

Le = DpyotpopoDpl = Lo Ly,
also folgt die Behauptung.
(ii) Das folgt aus (i) fir v = ¢ =id und By = B, B, = B’, B3 = B.
(iii) Mit B' = E = (ey,...,e,) erhalten wir die bestimmenden Gleichun-

gen b; = Y1, A je; fiir die Basiswechselmatrix, d. h. die A; ; sind genau die
Koordinaten von b; beziiglich der Standardbasis.

(iv) Folgt aus (i) und (ii). O

Proposition 1V.3.5: Seien K ein Korper, V und W Vektorraume tiber K mit
geordneten Basen B = (by,...,b,) und C' = (c1,...,¢,) und sei ®:V — W
eine lineare Abbildung. Ferner seien B' und C" weitere geordnete Basen. Dann
qilt

Der p/(®) = DorcDop(®) D pr-
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Beweis: Da im folgenden Diagramm jedes der Quadrate kommutiert, kénnen
wir die Situation mit dem folgenden kommutativen Diagramm abbilden:

Vv id Vv @ WidW

D | D |pe |2

K" —— K™ K" K"

Lpg pi Lpg, p (@) Lpes o

Wegen id o¢ o id = ¢ beschreiben die dufleren Pfeile das Diagramm der Darstel-
lungsmatrix Dev p/(¢). Die Kompposition der Pfeile in der unteren Zeile liefert
die Abbildung © — D¢ ¢ Do p(¢)Dp prx, was wir behauptet haben. O

4. Summen von Unterraumen und Faktorraume

Seien K ein Korper und V ein Vektorraum tiber K. Sind Uy, ..., U, Untervek-
torraume von V| dann haben wir bereits gesehen, dass

SUi=Ur++U,={z1+-+az, |71 €Uy,...,0,€U,} TV

auch ein Untervektorraum von V ist. Wir nennen U; + - - - + U,, die Summe von

U,... U,

Definition IV.4.1 (Direkte Summe): Seien K ein Korper, V' ein Vektorraum

iiber K und Uy,...,U, Untervektorraume von V. Falls gilt: ,Wenn immer

u, € Uy,...,u, € U, mit uy +--- +u,, = 0, dann sind u; = --- = u,, = 0,

dann heifit die Summe Uy + --- + U,, direkt. In diesem Fall schreiben wir
im1 Ui = 2 Ui

Bemerkung IV.4.2: Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und Uy, ... U,
Untervektorrdume von V. Ist -7 | U; direkt, dann haben wir fur i, j € {1,...,n}
mit ¢ # j, dass U; N U; = {0}. Das sieht man so: Fir v € U; N Uy haben wir
v—v+0+---4+0=0, d. h. v =0 per Definition der direkten Summe. Die Um-
kehrung dieser Aussage gilt nicht! Sind beispielsweise V = R?, U; = ((1,0)"),
Us = ((0,1)") und Us = ((1,1)"), dann haben wir zwar U; N U; = {0} fir
1<4,5 <3,1+# 7, aber

)=o)+ () ()

Satz 14 (iiber die direkte Summe): Seien K ein Korper, V ein Vektorraum
tiber K und Uy, ..., U, Untervektorrdume von V.
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4. Summen von Unterraumen und Faktorraume

(i) Seien By,...,B, Basen von Uy, ..., U,. Ist die Summe der U; direkt,
dann ist B := By U---U B,, eine Basis von @;_; U;.

(ii) Seien Uy, ..., U, endlichdimensional. Genau dann ist die Summe der U;
direkt, wenn dim(}-1 , U;) = >0, dim U;.

Beweis: (i) Per Definition von @7}, U; ist B ein Erzeugendensystem. Bleibt
also die lineare Unabhéngigkeit zu zeigen. Sei dazu A € Abby(B, K) mit
0 = X4 A(b)b. Setze u; := Y yep. A(b)b. Dann ist uy + -+ 4 u, = 0 und da
die Summe direkt ist, erzwingt das u; = --- = u, = 0. Damit muss X\ die
Nullabbildung sein und B ist linear unabhangig.

(ii) ,==* folgt aus (i). Zu ,<=*: Da die U; endlichdimensional sind, hat
jeder der Vektorraume eine Basis, sagen wir B; C U,. Setze B := |J_, B;. Dann
haben wir

#BgZ#&:Z&Mkﬂm«ZM>
=1 =1 =1

Da B ein Erzeugendensystem von Y1, U; ist, gilt dim(>" , U;) < #B. Nun
liefert dass B eine Basis von >_1 ; U; ist und die lineare Unabhéngigkeit
von B liefert die Direktheit der Summe. [

Definition 1V.4.3 (Aquivalenz modulo Unterraum): Seien K ein Korper, V
ein Vektorraum iber X und U C V ein Untervektorraum. Auf V wird durch
VI~ Uy = v — 1y €U

eine Aquivalenzrelation, genannt Aquivalenz modulo U, erklirt. Fiir v € V
bezeichnet

W={weV]jv~rw}={weV|v-welU}=v+U

die Aquivalenzklasse von v und V/U := V/~ = {[v] | v € V'} bezeichnet die
Menge der Aquivalenzklassen beziiglich Aquivalenz modulo U.

Proposition IV.4.4 (Quotient nach Unterraum): Seien K ein Korper, V ein
Vektorraum iber K, U CV ein Unterraum und V/U die Menge der Aquiva-
lenzklassen beziiglich Aquivalenz modulo U. Auf V/U wird duch

o] + [w] == o+ w], Afo] =[]

eine K -Vektorraumstruktur erklirt. Zusammen mit dieser heifst V/U der Quo-
tient von V nach U oder Faktorraum V/U.

103



Kapitel IV. Vektorrdume und Dimensionstheorie

Beweis: Sobald wir uns davon iiberzeugt haben, dass die oben angegebenen
Verkntipfungen wohldefiniert sind, sehen wir sofort dass V/U ein K-Vektorraum
ist, da wir reprasentantenweise rechnen und wir wissen, dass V' ein Vektorraum
iiber K ist. Fiir die Wohldefiniertheit ist die Unabhangigkeit von der Wahl der
Repréasentanten zu priifen. O

Definition IV.4.5: Seien K ein Korper, V' ein Vektorraum iiber K und U C V
ein Untervektorraum. Dann heifit

.V —V/U, v — [V]

die kanonische Projektion. Die kanonische Projektion ist eine surjektive lineare

Abbildung mit Kern(r) = U.

Satz 15: Es seien K ein Korper, V. und W Vektorraume tiber K, ¢: V — W
eine lineare Abbildung und U C V' ein Untervektorraum mit U C Kern(y).
Dann gibt es genau eine lineare Abbildung p: V/U — W, die das Diagramm

vV == V/U

R

w

kommutativ macht, d. h. pom = ¢. Sind sogar U = Kern(p) und W = Bild(yp),
dann ist @ injektiv (und per Konstruktion surjektiv), d. h. V/ Kern(yp) = Bild(y)
vermoge .

Beweis: Wegen ¢ o m = ¢ haben wir keine andere Wahl, als zu definieren:
@o([v]) := ¢(v). Jetzt haben wir zu uberprifen, dass ¢ wohldefiniert ist, d. h.
dass alle w € [v] unter ¢ dasselbe Bild haben.

Ist U = Kern(y), dann ist ¢ injektiv. Wegen Bild(p) = Bild(y) ist ¢ auch
surjektiv, d.h. ¢: V/U — Bild(yp) ist ein Isomorphismus. O

Satz 16 (Basis des Faktorraums): Seien K ein Korper, V' ein Vektorraum iber
K und U CV ein Untervektorraum. Sind B’ C U eine Basis und B C 'V eine
Basis von V', die B’ enthdlt, dann ist

C:={j=b+U|be B-B}

eine Basis von V/U.
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4. Summen von Unterraumen und Faktorraume

Beweis: Zundchst zeigen wir, dass Lin(C') = V/U. Sei dazu v € V' gegeben. Da
B eine Basis von V ist, gibt es A € Abby(B, K) mit v = Y 35 A(b)b, d. h.

ERIPRGUES WECLES SRR SPYCI0)

Nun zur linearen Unabhéngigkeit: Sei A € Abbg(B — B’, K') gegeben, sodass
Soen_n A([0])[0] = [0]. Setze u := Y ycp_p A(b)b. Dann ist [u] = [0], d.h. u
gehort zu U. Weil B’ eine Basis von U ist, gibt es also A, € Abb(B’, K), sodass
U =Y pep Au(b)b und damit ist

S A=Y A(b)b = 0.

beB—B' beB’

Da B eine Basis ist, muss nun A die Nullabbildung sein. U

Satz 17 (Dimensionsformel): Seien K ein Korper und V' ein endlichdimensio-
naler Vektorraum dber K mit dimV = n.

(i) Ist U CV ein Untervektorraum, dann ist dimV/U = dimV —dimU.
(ii) Sind Uy und Uy €'V Untervektorrdume, dann ist

d1m(U1 + UQ) = dim U1 + dim U2 - d1m(U1 N UQ)
(iii) Ist W ein weiterer K-Vektorraum und ¢: V — W linear, dann ist
dim V' = dim Kern ¢ + dim Bild ¢.

Beweis: (i) In [Satz 16| haben wir gezeigt, wie man eine Basis von V/U
erhalten kann. Insbesondere haben wir die Dimension von V/U bestimmt.

(ii) Aus kennen wir die Isomorphie Bild¢ = V/Kern¢. In den
Ubungen werden Sie zeigen, dass das bedeutet, dass beide Vektorraume die
selbe Dimension haben miissen. Wir kénnen mit (i) deshalb folgern:

dim Bild ¢ = dim(V/ Kern ¢) = dim V' — dim Kern ¢.

(iii) Wir mochten den Homomorphiesatz anwenden, um die Behauptung zu
zeigen. Dazu suchen wir uns eine geeignete surjektive lineare Abbildung mit
dem richtigen Kern, ndmlich

OéIU1><U2—>U1+U2, (Ul,UQ)l—)Ul—UQ.
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Kapitel IV. Vektorrdume und Dimensionstheorie

Ist uy + ug € Uy + Us vorgegeben, dann ist a(uy, —ug) = ug + ug, d. h. a ist
surjektiv. Auch den Kern von « kénnen wir leicht erkennen, der ist namlich

Kern o = {(uy,us) € Uy X Uy | uy = ug}.

Wir haben somit einen Isomorphismus U;NUy — Kern a, u — (u, w). Schliefllich
kénnen wir Dimensionen von U; x Uy und U; + Uy miteinander in Verbindung
bringen: Ist By eine Basis von U; und ist By eine Basis von U,, dann erhalten
wir durch B := {(b,0) | b€ B1}U{(0,b) | b € By} eine Basis von U; x Us, d.h.
dim(U; x Uy) = dim(U;y + Us). Mit (iii) erhalten wir jetzt

d1m(U1 + UQ) = d1m(U1 X UQ)
= dim Kern a 4 dim Bild o« = dim(U; N Uy) + dim(U; + Us).O

Definition IV.4.6 (Rang und Kern): Seien K ein Korper, V' ein endlichdimen-
sionaler Vektorraum iiber K, W ein weiterer K-Vektorraum und ¢: V — W
linear. Dann heifit Rang ¢ := dim Bild ¢ der Rang von ¢.

Seien n und m natiirliche Zahlen, K ein Koérper und A € K™*™ gegeben.
Dann heifit Kern A := {x € K™ | Az = 0} der Kern der Matriz A.

Bemerkung IV.4.7: Sind K ein Korper, V' ein endlichdimensionaler Vektor-
raum iiber K, W ein weiterer K-Vektorraum und ¢: V' — W linear, dann

liefert dass dim V' = dim Kern ¢ + Rang ¢.

Bemerkung IV.4.8: Seien K ein Korper, V und W endlichdimensionale K-Vek-
torrdume mit geordneten Basen B = (by,...,by,) von V und C = (¢y,. .., ¢p)
von W und sei ¢: V' — W linear. Bezeichnet A := D¢ g(¢), dann haben wir:

(i) Bezeichnet {ey,...,e,} € K™ die Standardbasis, dann ist das Bild von
¢ isomorph zu Lin(Ae, ..., Ae,,), d.h. der linearen Hiille der Spalten
der Darstellungsmatrix von A.

(ii) Der Kern von ¢ ist isomorph zum Kern der Matrix A, d.h. beide Defini-
tionen von ,,Kern“ passen zueinander.

Satz 18 (Rang): Seien K ein Korper, V und W endlichdimensionale Vektorriu-
me tdber K mit geordneten Basen B = (by,...,by) von V und C = (c1,...,¢y)

von W, ¢: V. — W linear und A := D¢ g(¢).

(i) Es gilt Rang A = Rang ¢.
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(ii) Bezeichnen si,..., Sy, die Spalten und z1, ..., z, die Zeilen von A, dann
15t
Rang A = dim Lin(sy, ..., 8y,) = dim Lin(zy, ..., z,).

Beweis: (i) Wie wir wissen, ist Rang A = m — dim Kern A. Nach
tion [V.4.8| ist dim Kern A = dim Kern ¢, sodass Rang A = m — dim Kern ¢.
Wegen |Proposition 1V.4.7ist das aber genau Rang ¢.

(ii) Das Bild der linearen Abbildung ¢4: K™ — K™, x — Az ist das Erzeug-
nis der Spalten von A, sodass (i) liefert: Rang A = Rang ¢4 = dim(sy, ..., Sp)-

Sei nun T die Treppenform von A. Die Treppenform von A entsteht aus
A durch Zeilenoperationen, genauer: Es gibt elementare Zeilenumformungen
Zy, .., Zy (d-h Z), =AY, oder Z), = V; oder Z;, = diag(a, ..., ay), wobei
a, a1,...,q, € K*) sodass T = Z;--- Zn - A.

Setze Ag := Zgy1 -+ Zn - A. Fir Agyy = Z - A ist der Spann der Zeilenvek-
toren von Ay, der Spann der Zeilenvektoren von Ay, d.h. das Erzeugnis der
Zeilen von A ist gleich dem Erzeugnis der Zeilenvektoren von 7. Aber dann ist

auch dim Lin(zy,..., z,) = Rang T = Rang A. O
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Kapitel V.

Endomorphismen von Vektorraumen

1. Endomorphismen und Basiswechsel

Bemerkung V.1.1 (Basiswechsel): Seien K ein Korper, V' ein endlichdimensio-
naler Vektorraum iiber K mit geordneter Basis B = (by,...,b,), ¢: V =V
linear und B’ = (b,...,b),) eine weitere geordnete Basis von V. Setzen wir
A= DB,B(¢>7 A = DB’,B’<¢) und S := DB’,B; dann liefert IPI‘OpOSitiOIl IV35|,

dass

A = DB’,BDB,B(¢)DB,B’ = SASil.

Definition V.1.2 (Ahnlichkeit): Seien K ein Korper und V ein n-dimensionaler
K-Vektorraum.

(i) Sind Ay, Ay € K™ gegeben und gibt es S € Gl,,(K) mit Ay = SA; 571,
dann heilen A; und A, dhnlich.

(ii) Zwei Matrizen Ay, Ay € K™ sind dhnlich genau dann, wenn sie Darstel-
lungsmatrizen derselben linearen Abbildung ¢ sind.

Proposition V.1.3 (Rang als Ahnlichkeitsinvariante): Seien K ein Korper, V
ein n-dimensionaler K-Vektorraum und A € K™*". Der Rang von A ist eine
Ahnlichkeitsinvariante, d. h. ist B € K™ " dhnlich zu A, dann gilt Rang A =
Rang B.

2. Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition V.2.1 (Eigenvektoren, Eigenwerte): Seien K ein Korper, V ein end-
lichdimensionaler K-Vektorraum, ¢: V' — V linear und A € K™*".
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(i) Sei A ein Element von K. Gibt es v € V' — {0} mit ¢(v) = Av, dann heifit
A ein Figenwert von ¢ zum Figenvektor v.
Gibt es z € K™ — {0} mit Az = Az, dann heifit A ein Eigenwert von
A zum Figenvektor x.

(ii) Fir A € K heifit
Eig(¢, A) :={v eV [ ¢(v) = Av}
Eig(A,\) :={z € K" | Az = \z}
Figenraum zu ¢ respektive Figenraum zu A.
(iii) Die Menge der Eigenwerte

Spec ¢ :={\ € K | X ist Eigenwert von ¢}
Spec A :={X € K | X ist Eigenwert von A}

heiflt Spektrum von ¢ respektive Spektrum von A.

Bemerkung V.2.2: Seien K ein Korper, V' ein n-dimensionaler Vektorraum
tiber K mit geordneter Basis B = (by,...,b,) und ¢: V — V linear.

(i) Ist A = Dpp(¢), dann gilt Spec¢p = Spec A. Ferner ist v € V — {0}
ein Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert A\ genau dann, wenn x = Dpg(v) ein
Eigenvektor von A zum Eigenwert \ ist.

(ii) Ein A € K gehort zu Spec¢ respektive Spec A genau dann, wenn
Eig(o, A) # {0} respektive Eig(A, \) # {0}.
(iii) Wir haben die Aquivalenzen

Av =X v <= (A - \,,))v =0 <= v € Kern(A — \I,,),
d.h. Eig(A,\) = Kern(A — AI,). Analog ist Eig(¢,\) = Kern(¢ — Nidy).

Insbesondere sind Eigenrdume von A beziehungsweise Eigenrdume von ¢ Un-
tervektorrdume von K" beziehungsweise V.

Beispiel V.2.3: (i) Seien Aq,..., A\, € K und A = diag(\y,...,\,). Dann
ist Spec(A) = {1, ..., A\, }, auBlerdem sind die Eigenrdume leicht anzugeben:
Eig(A, \;) = Lin(e;).

(ii) Sei ¢: R? — R? die Spiegelung an der Diagonalen. Beziiglich der Basis
B ={(1,1)!,(1,—1)'} von R? hat ¢ die Darstellungsmatrix

Drste) = (5 ).

d.h. Spec¢p = {£1}
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3. Determinante

Definition V.2.4 (Diagonalisierbarkeit): Seien K ein Korper, V' ein K-Vektor-
raum mit geordneter Basis B = (by,...,b,), ¢: V — V linear und A € K™*™.

(i) Gibt es eine Basis B’ von V und Elemente \i,...,\, von K, sodass
Dp p(¢) = diag(A1, ..., \,), dann heiBt ¢ diagonalisierbar.

(i) Gibt es S € GL,(K) und Ay,...,\, € K mit SAS™! = diag(A1,..., \),
dann heifit A diagonalisierbar.

FEin Endomorphismus ¢ ist diagnonalisierbar genau dann, wenn seine Dar-
stellungsmatrix Dp p(¢) diagonalisierbar ist. Das liegt daran, wie Ahnlichkeit
und Basiswechsel zusammenpassen.

3. Determinante

Wir erinnern an die Signumsfunktion sgn: S, — {£1}. Wir haben uns bereits
davon iiberzeugt, dass folgende Rechenregeln gelten: Fiir einen k-Zyklus o ist
sgn(o) = (—1)** fiir oy, 00 € S, ist sgn(oy 0 0,,) = sgn(oy) sgn(oy).

Definition V.3.1 (Determinante): Seien K ein Korper, n eine natiirliche Zahl
und A € K™, Dann heifit

det A:= Y sgn(o) [ aioq)
oESH i=1

die Determinante von A.

Beispiel V.3.2: Seien n = 2 und A = (2%) € K?*? gegeben. Wir haben
Sy = {id, (12)} mit sgnid = 1 und sgn(12) = —1, sodass

det A = 110292 — A12021 = ad — be.

Aus den Ubungen ist bekannt, dass det A ein wichtiges Charakteristikum von
A ist, das iiber die Invertierbarkeit von A Aufschluss gibt.

Beispiel V.3.3: Seien n =3 und A = (q; ;) € K**3. Die symmetrische Gruppe
vom Grad 3 ist {id, (123), (132), (12), (13),(23)} wobei die Transpositionen
negatives Signum und die restlichen Permutationen positives Signum haben.
Entsprechend ergibt sich
det A = ay1a22a33 + a12a2303,1 + 1,302,132
— 12021033 — 13022031 — A1,102 303 2.

Fiir die obige Formel, die auch ,Regel von Sarrus“ oder ,Jégerzaunregel®
genannt wird, gibt es ein anschauliches Schema:
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Eine Regel fiir n > 4 ist nicht praktikabel, da die Anzahl der Summanden ex-
plodiert. Stattdessen wird auf andere Satze zur Berechnung von Determinanten
zuriickgegriffen.

Proposition V.3.4 (Eigenschaften der Determinante): Seien K ein Korper, n
eine natirliche Zahl und D: T[I_) K™ — K, (z1,...,2,) — det(z1] ... |z,).

(i) Sind vq,...,v, und v}, i € {1,...,n} in K", dann gilt
D(vl,...,vi_l,vi+v;,vi+1,...,vn)
:D(’Ul,...,’(}i_l,/l)i,l}i+1,...,’l}n)+D(U1,...,’Ui_l,’Ug,Ui_;,_l,...,/l}n).
(ii) Sind vy, ...,v, in K™ und X\ € K, dann ist
D(’Ul,...,Uz‘_l,)\l}i,vi+1,...,’£}n = )\D(’Ul,...,Uz‘_l,?,li,l)i+1,...,1)n).

(ili) Sind v1,...,v, in K™ und gibt esi,j € {1,...,n} miti# j und v; = v;,
dann ist D(vy,...,v,) = 0.

(iv) Bezeichnet {ey,...,e,} die Standardbasis, dann ist D(eq,..., e,) = 1.

Beweis: Seien vy, ..., v, Elemente von K" und A = (vq]. .. |v,).

(i) Seien 7 ein Element von {1,...,n}, v, = (t1,...,t,) ein Vektor in K",
A" = (v] .. Jvica|vi + Vviga| o |on) und A" = (vq] .. s |V v - on).
Dann ist

n
det A, = Z H a;’o.(k.)
0€Sn k=1
= > sgn(o) [[ amom(ao—10); + te-10):) = det A+ det A”.
ogESy ](fs:;lé
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3. Determinante

(ii) Seien A € K und A" = (v1|...|vi—1|Av;|vig1] . . . Ju,). Der Faktor A tritt
in det A" in jedem Summanden genau einmal auf, d.h. det A’ = A det A.

(iii) Seiwvy = vy mit k # ¢ und o¢ := (kl) € S,,. Fiir o0 € S,, sei 0’ := gooy (wir
bemerken, dass sgn(c’) = —sgn(o)), ferner setze A,, ;== {o € S, | sgn(o) = 1}.
Wir erhalten eine Bijektion A, — S, — A,, 0 +— o’. Weiterhin gilt

o(i), fallsi ¢ {k,(},
o'(i) =< o(l), fallsi=k,
o(k), fallsi=1.

Da vy = vy erhalten wir [[;; a; -1y = [[i} @i s-1(;), eingesetzt in die Leibniz-
Formel gibt das

det(A) = > sgn(o Haw)+ Z sgn(o Haw(

o€EAR 0c€ESn—An
= > sgn(o H tio@) + Y sgn(o’) H Qi,o (i)
og€A, gEA, i=1
= > sgn(o) H @i — Y sgn(o) [] aiom =0
cEA, =1 c€A, =1
(iv) Sei A = (eq]...|en). Wegen a;; = d;; leistet nur id einen Beitrag in
det A, d.h. det A =[] a;; = 1. O

Beispiel V.3.5: Seien K ein Korper und A = (v;|ve|vz) € K3*3 gegeben.
(i) Fir A" = (v1 + Ava|ve|vs), A € K, gilt det A’ = det A, denn
det A" = det(vy|ve|vs) + A det(va|vg|uz) = det A,

wobei wir fiir das erste Gleichheitszeichen die Eigenschaften (i) und (ii) aus
IProposition V.3.4| und fiir das zweite Gleichheitszeichen die Eigenschaft (iv)
aus der gleichen Proposition verwendet haben.

(ii) Fir A" = (vs|va|vy) gilt — det(vy|vg|vs), denn

= det(vy + vs|va|vy + v3)
= det(vq|va|vy + v3) + det(vs|va|vg + v3)
= det(v1|va|vr) + det(vq|v2|vs) 4+ det(vs|ve|vy) + det(vs|va|vs)
= det(v; |vg|vg) + det(vs|ve|vy),

sodass det A = det(vq|vs|vs) = — det(vs|ve|vy) = — det A'.
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(iii) Fir A" := (v1|A\ve|vs) mit A € K gilt nach Eigenschaft (ii) der Determi-
nante, dass det A’ = Adet A.

Zu den elementaren Zeilenumformungen gehorten die Matrizen

(i) Ag, = I, + aly, (Additionsmatrizen),
(i) Vie =1, — Exx — Ery + By + Ep (Vertauschungsmatrizen),

(iii) diag(ay,...,q,) mit aq -+, # 0,
die wir im folgenden spezielle Matrizen nennen wollen.

Korollar V.3.6 (Determinante und spezielle Matrizen): Seien K ein Korper,
n eine natirliche Zahl und A € K"*",
(i) Fiir A" := AAg, ist det A" = det A.
(ii) Fir A" = AV, ist det A’ = —det A.
(iii) Fuar A" := Adiag(aq,...,an) = ag -+ - a, det A.
)

(iv) Insbesondere haben wir fiir die speziellen Matrizen: det Ay, =1, det V., =
—1, detdiag(a, ..., qn) = a1+ .

(v) Ist X eine spezielle Matriz, dann ist det(AX) = det(A) det(X).

Beweis: Die gleichen Rechnungen wie in [Proposition V.3.5| zeigen die Aussa-
gen. 0

Bemerkung V.3.7: Fiir die Determinante gelten also folgende Rechenregeln:

(i) Entsteht A" aus A durch Addition der k-ten Spalte zur (-ten Spalte
(k # 0), dann ist det A’ = det A.

(ii) Entsteht A" aus A durch Vertauschung der k-ten und ¢-ten Spalte, dann
gilt det A’ = — det A.

(iii) Entsteht A" aus A durch Multiplikation einer Spalte mit A, dann ist
det A" = \det A.

(iv) Enthélt A eine Nullspalte, dann ist det A = 0.

Bemerkung V.3.8 (Determinante von Treppenformen): Seien K ein Korper,
n eine natirliche Zahl und 7" € K™*" in Treppenform.

(i) Genau dann ist T reguldr, wenn T' = [,,.
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3. Determinante

(ii) Gehort T nicht zu Gl,(K), dann gehort auch 7" nicht zu Gl,,(K). Ist
namlich 7" die Treppenform von 7%, d.h. Tt = X;--- X, 7" mit speziellen
Matrizen X7, ..., X,, dann hat 7" eine Nullzeile, d. h. T"" hat eine Nullspalte.
Wegen [Proposition V.3.6| gilt dann

det T = det(T" X! - - Xt) = det T" det X* - - - det X! = 0.

Satz 19 (Eigenschaften der Determinante): Seien K ein Korper, n eine na-
tirliche Zahl und A, Ay, Ay in K™™.

(i) Genau dann ist det A # 0, wenn A € Gl,,(K).
(i) Es gilt det A = det A",

(iii) Es gilt det(A;As) = det Ay det As.

) Ist A € Gl,(K), dann ist det A=t = 1/ det A.
)

(v) Die Determinante ist eine Ahnlichkeitsinvariante, d. h. ist S € Gl,(K),
dann gilt det(SAS™1) = det A.

(iv

Beweis: (i) Angenommen, A gehorte nicht zu Gl,,(K). Es gdbe eine Treppen-
form 7" und spezielle Matrizen X1,..., X}, sodass A" = X --- X;,T". Es wére
dann A = T" X} --- X!, wobei det 7" = 0. AuBerdem wiren X%, ..., X} eben-
falls Vertauschungsmatrizen. Wegen [Proposition V.3.8/ und [Proposition V.3.6|
ware dann det A = 0.

Angenommen, A gehorte zu Gl,(K). Wir haben uns bereits tiberlegt, dass
dann die Einheitsmatrix die Treppenform von A wiére, es géibe also spezielle
Matrizen X;,..., X}, sodass A = X, --- X, I,, = I,X;--- X}. Nach
ist also det A = det X7 - - - det X # 0.

(ii) Angenommen, A wire nicht invertierbar. Dann wére auch A’ nicht
invertierbar, und nach (i) hiatten wir det A = 0 = det A".
Angenommen, A ware invertierbar. Dann gébe es spezielle Matrizen X, ..., Xy,

sodass A = X;--- X, und es wire A = X! ... X! d.h. nach [Proposition V.3.6|
ware

det A = det X, - - - det Xy = det(X]) - - - det(X}) = det A"

(iii) Sind A; und A, invertierbar, dann sind sowohl A; als auch As Produkte
spezieller Matrizen und die Behauptung folgt aus [Proposition V.3.6|

Ist A; invertierbar, aber A nicht, dann ist Rang(As) < n — 1, d. h. nach der
Dimensionsformel ist dim Kern A > 1. Also gibt es v € K™ — {0} mit Asv =0
und dann ist erst recht A; Asv = 0, was dim Kern A;A; > 1 erzwingt. Damit
ist A; Ay nicht invertierbar, nach (i) also

Odet(AlAg) = det Al -0 = det Al det AQ.
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Ist A; nicht invertierbar, aber A, schon, dann ist
det(A;As) = det(ALAY) = det AL det A} = det Ay det A;.
(iv) Ist A invertierbar, dann haben wir
det A det A = det(A'A) = det I, = 1,

sodass det A™' = (det A)~L.
(v) Wegen (iv) ist det(SAS™1) = det S det A(det S)~! = det A. O

Korollar V.3.9 (Zeilenoperationen und Determinante): Seien A € K"*" ei-
ne Matriz und z1, . .., z, die Zeilen von A (also A = (z1|...|z,)"). Fiir Zeilen-
operationen gelten die analogen Aussagen (i)-(iil) aus|[Proposition V.53.4, das

heifst:

(i) Firwe K" gilt
det(z1]. .. |zic1|zitw|zipa] . . . |20)" = det A+det(21]. .. |zic1|w|zip1] - - . |20)"

(ii) Fir X € K gilt det((z1]. .. |zi—1]Azi|ziz1] - - - |20)" = Adet A.
(ili) Gibt es i # j mit z; = z;, dann ist det A =0

Damit gelten auch die analogen Aussagen zu denen aus|[Proposition V.3.6:

(i) det(Ag,A) = det A,
(11) det(VMA) = —det A,
(iii) det(diag(ay,...,an)A) = ag -, det A.

Bemerkung V.3.10 (Rechenregeln fiir Determinante): Fiir die Determinante
gelten also die folgenden Rechenregeln:

(i) Entsteht A" aus A durch Addition der k-ten Zeile zur (-ten Zeile (k # (),
dann ist det A" = det A.

(ii) Entsteht A" aus A durch Vertauschen der k-ten und der ¢-ten Zeile (k # ¢),
dann ist det A’ = — det A.

(iii) Entsteht A" aus A durch Multipilikation einer Zeile mit A € K, dann gilt
det A" = Adet A.

(iv) Enthéalt A eine Nullzeile, dann gilt det A = 0.
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Definition V.3.11 (Determinante eines Endomorphismus): Seien K ein Kor-
per, V ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit geordneter Basis B = (by,. .., b,)
und ¢: V — V linear. Dann heifit det ¢ := det Dg p(¢) die Determinante von

o.

Die Determinante eines Endomorphismus ist wohldefiniert, da wir bereits
gezeigt haben, dass die Determinante eine Ahnlichkeitsinvariante ist, d.h.,
eine Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich einer anderen Basis hat dieselbe
Determinante.

Korollar V.3.12 (Eigenwerte und Determinante): Seien K ein Korper, V ein
n-dimensionaler K-Vektorraum mit geordneter Basis B = (by,...,b,) und
¢: V. — V linear. Ferner sei A ein Element von K. Genau dann ist \ ein
Figenwert von A, wenn det(A — \,,) = 0.

Definition V.3.13 (Charakteristisches Polynom): Seien K ein Korper, V' ein
n-dimensionaler K-Vektorraum mit geordneter Basis B = (by,...,b,) und
¢: V — V linear. Dann heifit

CP4 :=det(A — X1,) € K[X]
das charakteristische Polynom von A.

Beispiel V.3.14: Fiir A= (}1) ist

1-X 1
CPA:det< 0 1_X>:(1—X)2,

d.h. Spec A = {1}.

Bemerkung V.3.15: Die Eigenwerte der Matrix A sind genau die Nullstellen
des charakteristischen Polynoms.

Satz 20: Sei A € K™*" mit Spec A = {\1,..., \¢}. Dann gilt:

(i) Genau dann ist X € K ein Eigenwert von A, wenn det(A — \I,,) = 0.

(ii) Die Summe der Figenrdume ist direkt, d. h.

i=1 i=1

(iii) Es gilt k < n, d.h. A hat hochstens n Eigenwerte.
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Kapitel V. Endomorphismen von Vektorraumen

(iv) Die Matriz A ist diagonalisierbar genau dann, wenn

k k
i=1 i=1

(v) Fir Endomorphismen ¢: V' — V wie oben gilt: ¢ hat héchstens n = dim V/
Eigenwerte und ist diagonalisierbar genau dann, wenn V die direkte
Summe der Eigenrdume von ¢ ist.

Beweis: (i) Das haben wir in [Proposition V.3.12| bereits festgehalten.

(ii) Wir zeigen die Aussage per Induktion nach der Anzahl der Eigenwerte.
Fir £ =0 und k = 1 ist die Aussage richtig.

Die Aussage gelte jetzt fiir k — 1. Sei 0 = uy + - -+ + uy, mit u; € Eig(A, \;).
Dann haben wir einerseits, dass 0 = ¢(0) = X% | \;u; und andererseits, dass
0 = M\(ZF ;). Damit ist

0= ()\1 — )\k)ul + -+ ()\k—l - )\k)uk_l + ()\k - )\k)uk
und da A\; # A\ fiir ¢ # k folgt aus der Induktionsvoraussetzung, dass die

Vektoren uq, ..., ui_1 alle Null sind. Wegen v, = — Zf;ll u; muss dann aber
auch u; = 0 gelten und die Summe ist direkt.

(iii) Waren Ay,...,\,+1 paarweise verschiedene Eigenwerte von A, dann
ware
n+1
dim K" > dim €P Eig(4, \;) > n + 1,
i=1

denn per Definition ist Eig(A, \;) = Kern(A — \;1,,) 2 {0}. Das kann aber
nicht sein.

(iv) Das folgt aus der Definition der Diagonalisierbarkeit und (ii).

(v) Folgt aus (iii) und (iv). O

4. Die Regel von Laplace
Definition V.4.1 (Streichmatrix): Seien K ein Korper, n eine natiirliche Zahl

und A in K™, Fir 1 <14, j < n bezeichnet A; ; € K@=Dx(=1) die Matrix, die
aus A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht.
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4. Die Regel von Laplace

Beispiel V.4.2: Seien n = 3 und

w

1
A=13
2

N DN
W =

Fur (i,7) = (1,2) und (4,7) = (2,2) und (4, j) = (3,2) haben wir die Streichma-

trizen
3 1 1 3 1 3
ALQ - (2 3) ) AQ,Q = (2 3> Y A372 - (3 1)

Satz 21 (Entwicklungssatz von Laplace): FEs seien K ein Korper, n eine na-
tirliche Zahl und A in K™*". Ferner sei k € {1,...,n}.

(i) Die Laplace-Entwicklung nach der k-ten Zeile ist
det A =" (=1)7"*qy ; det(Ay;).
j=1
(ii) Die Laplace-Entwickung nach der k-ten Spalte ist

det A = Z(—l)i—i_ka@k det(AZ-,k)
i=1

Beispiel V.4.3: Fiir die Matrix A aus [Proposition V.4.2und k£ = 2 haben wir
Folgendes fiir die Entwicklung nach der zweiten Spalte:

3 1 1 3 1 3
detA——Q-det<2 3>+2-det<2 3>—det<3 1)-—12.

Proposition V.4.4 (Blockmatrizen): Seien k € {1,...,n}, X € K™" Y €
K0=k)xk ynd 7 € KM=Rx0=k) - Dann st

X 0
det <Y Z) = det X det Z.

Bemerkung V.4.5 (Laplace-Entwicklung nach erster Zeile): Schreibe A € K"*"
als
A= <a1,1 aioz - al,n)
S1 8o -+ Sy
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Kapitel V. Endomorphismen von Vektorraumen

mit ay1,...,a1,, € K und sq,...,s, € K"!. Dann gilt

detA:det<a1’1 0 - 0>+...+det<£ 30 al,n>
R

S1 So -+ Sy

ay1 0 a2 0
=det| —det | >
( S1 A1,1> < 52 A1,2>

Beweis (von Satz 21): (i) Schreibe A = (z1]...|z,)" als Vektor der Zeilen-
vektoren von A. Durch (i — 1) Zeilenvertauschungen konnen wir erreichen, dass
die i-te Zeile an die Stelle der ersten Zeile riickt, d. h.

det A = (—1)1'71 det(zi|zl| R |Zi—1‘zi+1| . |Zn>t,

sodass die vorangegangene Bemerkung die Behauptung liefert.

(ii) Durch Transposition kénnen wir uns auf den ersten Fall zuriickziehen. O
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Kapitel VI.

Die Jordan-Normalform

1. Motivation

Seien K ein Korper und V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Wir mo6chten
Endomorphismen ¢: V' — V| v +— ¢(v) genauer studieren. Aus der Linearen
Algebra I wissen wir bereits:

(i) Beztiglich einer Basis B von V' ist ¢ von der Form x +— Az mit einer
geeigneten Matrix A € K™*". Genauer: Dp(¢(v)) = ADp(v) mit A = Dg p(¢).

(i) Zwei Matrizen A, A € K™*" sind Darstellungsmatrizen desselben Endo-
morphismus ¢ genau dann, wenn A und A &hnlich sind, d. h. es gibt S € Gl,,(K),

sodass A = SAS!.

(iii) Der Endomorphismus ¢ ist diagonalisierbar genau dann, wenn es eine
Basis B von V' gibt, sodass Dg p(¢) = diag(A1,...,A,) mit A\y,..., A, € K.
Das ist genau dann der Fall, wenn V' = @ cspec(s) Fig(d, A).

Leider ist ¢ im Allgemeinen nicht diagonalisierbar. Unser Ziel im Folgenden wird
sein, fiir jeden Endomorphismus ¢ eine ,,besonders schone“ Darstellungsmatrix
Jy zu finden. Das ist dquivalent zur Beschaffung einer ,,besonders schonen®
Matrix Jy, die dhnlich zur gegebenen Matrix A ist. Dabei mochten wir haben,
dass J, der eindeutige Reprisentant mit diesen Eigenschaften der Ahnlichkeits-
klasse von A ist, d.h. A soll dhnlich zu einer Matrix A’ sein genau dann, wenn
Ja=Jy.

Es wird sich zeigen, dass sich dieses Problem in der angegebenen Allgemeinheit
nur iiber bestimmten Korpern, wie dem Korper C, 16sen lasst. Wir brauchen
Korper, die ,algebraisch abgeschlossen® sind, d.h. jedes p € K[X] gibt es
a € K mit f(a) =0.

Im Folgenden bezeichnen wir fiir eine gegebene Matrix A das charakteristische
Polynom von A mit y 4; genau so fiir einen Endomorphismus ¢. Zur Erinnerung;:
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Kapitel VI. Die Jordan-Normalform
x4 = det(A — A,,) bzw. x, = det(¢ — Aid).
Unser Ziel fiir diesen Abschnitt wird das folgende Resultat sein:

Satz 22: Seien K ein algebraisch abgeschlossener Korper und V' ein K -Vektorraum
von Dimension n. Dann gibt es eine geordnete Basis B von V', sodass

A1
1
1 N
Jy = Dpp(¢) =
Ak
1
1 M
Hierbei sind alle nicht eingetragenen Werte Null, A\, ..., N\, sind die Figenwerte

von ¢ (nicht notwendigerweise verschieden) und die Matriz Jy ist eindeutig bist
auf Vertauschen der Kdstchen und heifst Jordan-Normalform.

2. Der Satz von Cayley-Hamilton

Das Ziel dieses Abschnitts wird zu zeigen, dass fiir A € K™*™ mit charakteristi-
schen Polynom y4 € K[X] gilt: x4(A) = 0. Dazu sind einige Vorbemerkungen
angebracht.

Bemerkung: Seien K ein Koérper und V ein n-dimensionaler K-Vektorraum.

(i) Man kann quadratische Matrizen in Polynome einsetzen. Genauer: Sind
p€ K[X] mit p=3%,a;X" und A € K™, dann ergibt der Ausdruck

p(A) = agA 4+ ag_1 A+ a A+ aol,

Sinn, denn wir konnen Matrizen addieren, potenzieren und mit Skalaren multi-
plizieren.

(ii) Wir haben Ap(A) = p(A)A, denn

Ap(A) = A(agA" + - + a1 A + aol,,)
= g AT b A% 4 agA = (agAT + -+ ap A+ agl,)A = p(A)A.
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2. Der Satz von Cayley-Hamilton

(iii) Sind p1,p2 € K[X], dann sind (p1 + p2)(A) = pi(A) + p2(A) und
(pip2)(A) = p1(A)p (A) Das kann man einfach nachrechnen.
)

(iv) Man kann genauso Endomorphismen in Polynome einsetzen. Ist genauer
p € K[X] mit p= Y% ,a;X" und ¢ € End(V), dann ergibt

p(gb) = adgf)d—l— +a1¢+aoidv

Sinn. Hier steht ¢* fiir die k-fache Komposition von ¢ mit sich selbst und idy
bezeichnet die Identitat von V.

(v) Sind ¢ ein Endomorphismus von V| B = (b1, ..., b,) eine geordnete Basis
von V, A := Dp p(¢) und p € K[X], dann gilt Dg B(p( ®)) = p(A).

Beispiel VI.2.1 (Endomorphismus im Polynom): Seien V = R? und ¢: V —
V, (z,y) = (—z,y) die ,Spiegelung an der y-Achse“. Weiter sei p; = X? + 1.
Dann ist P1 (¢) = ¢2 + ldV = 21dV

Fiir das Polynom p, = X2 — 1 ist pa(¢) = ¢* — idy = idy —idy = 0 die
Nullabbildung.

Beispiel V1.2.2 (Zaubertrick): Sei

000 -1
100 2
A= 010 1
001 =2

Das charakteristische Polynom von A ist y4 = X4+ 2X? — X2 —2X +1. Um
x4(A) auszuwerten, miissen wir die Potenzen A%, A% und A?* ausrechnen. Diese
sind

00 —1 2
, oo 2 -5
A=110 1 ol
01 -2 5
0 -1 2 -5 1 2 -5 10
0 2 -5 12 2 -5 12 —25
3 _ 4 _
=10 1 0 o P71 0 0o 2
1 -2 5 —10 —2 5 10 20
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Kapitel VI. Die Jordan-Normalform

Damit berechnen wir

102 =5 10\ /0 -2 4 —10

2 _5 12 —925 0 4 —10 2

xa@=17 ¢ o 2|tlo 2 o o

2 5 —10 20/ \2 —4 10 —20

0 0 1 -2 0 0 0 2

0 0 -2 5 2 0 0 -4

121 o0 -1 olT| 0 =2 0 -2

0 -1 2 -5 0 0 -2 4
0000
o000
=10 0 0 0
0000

Beispiel VI.2.3 (Charakteristisches Polynom fiir spezielle Matrizen): Es sei

0 00 «
|1 00 B
A= 01 0 «v
001 ¢
Dann ist
XA = det(A — XI4)
—-X 0 0 «
- 1 —-X 0 15}
= det 0 1 _x -
0 0 1 66— X

1 =X 0 -X 0
= (—a)det | 0 1 =X |+ (det 0 -X
0 0 1 0 1

0

1

0
-X 0 0 —-X 0 0
— ~ydet I =X 0|+ (06— X)det 1 -X 0
1 0 1 —-X

0 0
= —a—BX —yX? - 66X+ X1
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2. Der Satz von Cayley-Hamilton

Bemerkung VI.2.4: Mit (eq, eq, €3, e4) bezeichnen wir wie gewohnlich die Stan-
dardbasis in K*. Ferner sei A die Matrix aus [Proposition VI.2.3| d.h.

000 -1
1 00 2
A= 010 1
0 01 =2

Wir halten fest:
(i) Aey = eq, Aey = e3, Aes = ey,
(i) Aey = aey + fey + yes + dey,
(iii) ya = —a— X —yX?% - 6X3 + X4
Damit erhalten wir:

(iv) xa(A)e; = (—a—BA—yA2—0 A3+ AY)e; = —ae; —Bey—ye3—dey+ Aley
nach (i), sodass nach (ii) gilt: Ae; = Ogn.

(V) XA(A)62 = XA(A)Ael = AXAel = AOKn = OK”'

Analog zeigt man, dass xa(A)es = 0gn und xa(A)es = Ogn, sodass tatsichlich
XA(A) = OKan.

Proposition VI.2.5 (Cayley-Hamilton fiir spezielle Matrizen): Sei

Qo
1 aq

A=| - - | exm,

1 a,q
Dann gilt
(i) xa(X) = (=1)" (oo + ar X + -+, 1 X" = X7),
(i) xa(A) = Ognxn.

Beweis: Mit den Argumenten aus [Proposition VI.2.4] ldsst sich die Aussage
zeigen. U

Um [Proposition VI.2.5| weiter zu verwenden, suchen wir uns zu einem gegebe-
nen Endomorphismus ¢ einen ¢-invarianten Unterraum (d.h. ¢(U) C U) und
eine Basis in U, sodass Dp g(¢|y) die Form der Matrix in |[Proposition VI.2.5|
besitzt.
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Definition VI.2.6 (¢-invariante Unterrdume): Seien K ein Korper, V' ein K-
Vektorraum, ¢ € End(V) und U ein Untervektorraum von V. Gilt fur alle
u € U, dass ¢(u) € U, dann heilit U ¢-invariant.

Proposition VI.2.7 (Minimaler ¢-invarianter Unterraum): Seien K ein Kor-
per, V ein K-Vektorraum mit dimV =m, ¢ € End(V') und v € V. Sei weiter
n minimal mit der Eigenschaft, dass {v,p(v),...,¢™(v)} linear abhdingig ist,
d.h. ¢"(v) = X4 a;¢'(v). Dann gilt:

(i) U= (v,9(v),...,¢" 1 (v)) ist ein ¢-invarianter Untervektorraum von V,
der v enthdlt.
(ii) U ist minimal beziiglich Inklusion mit der Eigenschaft aus (i).
(iii) B = (v,0(v),...,¢" *(v)) ist eine geordnete Basis von U und
Qo
1 aq

Dp p(¢lv) =

I ok

Beweis: (i) Wir bemerken, dass ¢(¢"1(v)) = ¢"(v) = Sy aid'(v) zu U
gehort. Ist jetzt u € U, dann gibt es ¢, ..., ¢,—1 € K mit u = 274 ¢;¢*(v) und

P(u) = cod(v) + 10> (V) + - + Cu2d”" (V) + Cas19™ (V)

gehort wieder zu U, d. h. U ist ¢-invariant.

(ii) Sind W ein ¢-invarianter Unterraum von V und v € W, dann miissen
auch die ¢'(v) fiir natiirliche Exponenten 7 zu W gehoren, d.h. U C W.

(iii) Per Wahl von n ist B eine Basis von U. Setzen wir b; := ¢'~!(v) fiir
1 < i <n, dann erhalten wir fir 1 <i <n—1, dass ¢(b;) = b;11, und fir i =n
ist ¢(b,)¢"(v) = 7=y aib;, was die Behauptung iiber die Darstellungsmatrix
zeigt. 0

Satz 23 (Cayley-Hamilton): Seien n eine natirliche Zahl, K ein Korper und
V' ein n-dimensionaler K -Vektorraum.

(i) Fir Ae K™ gilt xa(A) = Ognxn.
(11) Fiir qb S EDd(V) st X¢(¢) = OEnd(V)-
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2. Der Satz von Cayley-Hamilton

Beweis: Wir zeigen zuerst (ii). Seien y, das charakteristische Polynom von ¢
und ¢ := p(¢) € End(V'). Wir wollen zeigen, dass ¢ = Ogna(v). Dazu geniigt es
zu zeigen, dass fur alle v € V' gilt: ¢ (v) = Oy.

Sei also v € V' gegeben. Zunichst wihlen wir eine ,,schone Basis“. Sei dazu k
wie in|[Proposition VI.2.7/minimal, sodass die Menge B’ := {v, ¢(v), ..., ¢* }(v)}
linear unabhéngig ist, d.h. U := (v, ¢(v),...,¢* 1(v)) ist der minimale ¢-
invariante Unterraum von V', der v enthélt. Erginze B’ zu einer Basis B von
V. Nach |Proposition VI.2.7]ist

Qo
1 (051

A= DB,B<¢>=<§ g), A=

1 Qp_1

Nun berechnen wir das charakteristische Polynom y4. Aus der Vorlesung
,Lineare Algebra I wissen wir, dass die Determinante einer Blockmatrix der
Gestalt von A das Produkt der Determinanten der quadratischen Blocke A’ und
C ist — auch A, — A ist eine Blockmatrix von der gleichen Gestalt wie A, d.h.
auch fir das charakteristische Polynom gilt das. Entsprechend ist x4 = x /- xc-
Setzen wir A in x4 ein, dann erhalten wir die Blockmatrix

w = (5 )= o)

denn A* = ((A(;)k c*k) Wir haben also gezeigt: ¥|y = 0, insbesondere ist
U(v) = 0.

Aussage (i) folgt jetzt aus (ii) wie folgt: Zur gegebenen Matrix A definieren
wir die lineare Abbildung ¢: x — Ax, sodass A = Dg g(¢). Insbesondere gilt

XA = X¢» d.-h. xa(A4) = D p(xa(®) = Dep(xs(@)) = Oxnxn. O

Bemerkung VI.2.8: Sei A eine Matrix in K™*". Bei der Definition des cha-
rakteristischen Polynoms xa = det(A — X1I,,) berechnen wir eigentlich die
Determinante einer Matrix iiber dem Ring R := K[X]|. Hierfir benétigen wir
allgemeiner Determinanten von Matrizen iiber Ringen R, also det: R™*" — R.
Diese kann genau so wie tiber Korpern definiert werden und es gelten auch die
Regel von Laplace und die Rechenregeln fiir elementare Zeilen- und Spalten-
operationen.

Bemerkung VI.2.9 (Alternativer Beweis fiir Cayley-Hamilton): Es seien K
ein Kérper und A € K™ gegeben. Wir wollen zeigen, dass y4(A) = 0 in K"™*".
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Wegen x4(X) = det(A — X1, ist xa(A) = det(A — Al,) = det(A— A) = 0.
Das ist Quatsch!

11 — X Q12 . a1n
az 1 A9 — X ... a2 n
A—XI, = . _ € (K[X])™".
1 (p 2 co Oy — X

Ist B € K™, dann gilt nicht: xa(B) = A— BI, = A— B € K™".

Definition VI.2.10: Seien K ein Korper und A € K™*". Gibt es eine natiirliche
Zahl k, sodass A¥ = 0, dann heifit A nilpotent.

Beispiel VI.2.11: Die folgende Matrix A ist nicht die Nullmatrix, aber nilpo-
tent:

000 000 000
A=110 0], A*=10 0 0], A3=10 0 0
010 100 000

Proposition VI.2.12 (Spektrum nilpotenter Matrizen): Seien K ein Korper
und A € K™ eine nilpotente Matriz.

(i) Es ist Spec A C {0}.
(ii) Ist K algebraisch abgeschlossen, dann ist Spec A = {0}.

Beweis: (i) Da A nilpotent ist, gibt es eine natiirliche Zahl k, sodass A* = 0.
Ist jetzt A € K ein Eigenwert von A, dann gibt es v € V' — {0} mit Av = Av.
Vom ersten Tutoriumsblatt ist bekannt, dass A\¥ ein Eigenwert von A* ist, d.h.
Aky = 0v = Mo, sodass \¥ = 0, was A = 0 impliziert.

(ii) Da K algebraisch abgeschlossen ist, hat y4 eine Nullstelle und diese
muss nach (i) Null sein. O

3. Der Polynomring iiber einem Korper

Aus dem Satz von Cayley-Hamilton wissen wir fiir eine Matrix A € K™*",
dass xa(A) = 0. Gibt es aufler Vielfachen von y4 noch weitere Polynome,
die das auch erfiillen? Wir werden das im folgenden Abschnitt systematisch
untersuchen.
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3. Der Polynomring iiber einem Korper

Es wird sich herausstellen, dass sich der Polynomring K[X] in seinen Eigen-
schaften im Wesentlichen wie der Ring der ganzen Zahlen verhalt, und dass es
ein nicht-triviales Polynom kleinsten Grades gibt, sodass jedes Polynom, das
die Matrix A annulliert, ein Vielfaches dieses kleinsten Polynomes ist.

Erinnerung VI.3.1: Sei K ein Kérper. Dann heifit
K[X]:= {ZaiXi :n € Ny, a; € K}
i=1

mit der Addition und Multiplikation von Polynomen der Polynomring tiber K.

Definition VI.3.2 (K-Algebra): Seien K ein Koérper und A eine Menge mit
drei Abbildungen

+:AxA— A, o: AXxA— A, K xA— A

Falls gilt

(i) (A,+,e) ist ein Ring,
(ii) (A,+,-) ist ein K-Vektorraum,
(iii) ,,@“ ist bilinear, d. h. fir alle z,y,2 € A und \ € K gilt

(x4+y)oez=xe0z+yez,
ze(ytz)=zey+rez,  (Ar)ey=Azey)=uzxe(\y),

dann heifit A eine K-Algebra.

Ist (A, +, ) ein kommutativer bzw. unitarer Ring, dann heiit A eine kom-
mutative K-Algebra bzw. unitire K-Algebra oder K-Algebra mit Fins (d.h. es
gibt 1 € A, sodass fiir allea € A gilt: lea=a=ael).

Seien A; und A, zwei K-Algebren und ¢: A; — A, eine Abbildung. Ist ¢
ein Homomorphismus von K-Vektorrdumen und ein Homomorphismus von
(unitdren) Ringen, dann heifit ¢ ein Homomorphismus (unitirer) K-Algebren.

Ist ¢: Ay — Ay ein Homomorphismus (unitarer) K-Algebren und gibt es
einen Homomorphismus (unitédrer) K-Algebren ¢: Ky — K mit ¢ ot = idy,
und ¢ o ¢ = idy,, dann heiit ¢ ein Isomorphismus (unitirer) K-Algebren.

Wie bei Gruppen, Vektorrdumen und Ringen zeigt man, dass bijektive
Homomorphismen genau die Isomorphismen sind.

Beispiel V1.3.3 (Erste K-Algebren): Sei K ein Korper.
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Kapitel VI. Die Jordan-Normalform

o Der Polynomring K[X] mit Addition, Multiplikation und skalarer Multi-
plikation ist eine K-Algebra.

e Der Ring der n x n- Matrizen K™*™ ist eine K-Algebra mit Addition,
skalarer Multiplikation und Multiplikation von Matrizen.

o Fireinen K-Vektorraum V ist Endg (V') zusammen mit Addition, skalarer
Multiplikation und Verkniipfung von Endomorphismen eine K-Algebra.

Sei jetzt V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit geordneter Basis B.
Dann ist
DB’BZ EIldK(V) — Knxn, gb — DB,B(ng)

ein Isomorphismus unitarer K-Algebren.

Definition VI.3.4 (Einsetzen in Polynome): Seien K ein Kérper und (A, +, e, -)
eine unitare K-Algebra. Dann kann man die Elemente aus A in Polynome aus
K[X] einsetzen. Genauer: Fiir p = Y"" , ¢;X* € K[X] und a € A setzen wir

wobei a’ die i-fache Multiplikation von a mit sich selbst bezeichnet und wir die
Konvention a° := 14 verwenden.

Definition VI.3.5 (Einsetzungsmorphismus): Seien K ein Korper, (A, +,e, ")
eine unitdre K-Algebra und a € A. Dann heif3t

Ya: K[X] — A, pr—pla)

der Finsetzungshomomorphismus von a. Tatsachlich ist der Einsetzungshomo-
morphismus ein Homomorphismus unitarer K-Algebren, d.h. es gilt fir alle
P1,P2 € K[X] und \ € K:

(p1+p2)(a) = pr(a)+pa(a),  (prp2)(a) = pi(a)epa(a),  (Ap)(a) = Ap(a).

Definition VI.3.6: Seien K ein Korper und p = 37, ¢; X" in K[X]. Die Zahl

n, falls ¢, # 0,
degp =
—oo, fallsp=0

heilt der Grad des Polynoms p. Hierbei ist ,,—oo* ein Symbol, das nicht zu INj
gehort. Fiir das Symbol ,,—oo® definieren wir folgende Rechenregeln:
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3. Der Polynomring iiber einem Korper

(i) Fir alle k € Ny ist max{k, —oco} =k,
(ii) max{—o0, —o0} = —o0,
(iii) Fir alle k € Ny ist k& + (—00) := —o0 =: (—00) + K,
(iv) (—00) + (—o0) i= —o0,
(v) Fiir alle £ € N ist —oo < k.

Ist p nicht das Nullpolynom, und ist ¢, # 0, dann heifit ¢, der Leitkoeffizient
von p. Ist 1 der Leitkoeffizient von p, dann heift p normiert.

Bemerkung VI.3.7: Seien K ein Kérper und py, ps € K[X]. Dann gilt:

(i) deg(p1 + p2) < max{deg(p1),deg(p2)},

(ii) deg(pip2) = deg(p1) + deg(p2),

(iii) Die Einheitengruppe K[X]* (d.h. die multiplikativ invertierbaren Poly-
nome) lasst sich folgendermaflen beschreiben:

K[X]* = {f € K[X] | Es gibt g € K[X] mit gf = fg =1}
={f € K[X]|deg(f) =0} = K~

Die beiden Gruppen sind isomorph vermoge A — A X0,

(iv) Es gibt keine Nullteiler in K[X], d.h. es gibt kein f € K[X] — {0},
sodass es g € K[X]| — {0} gibt mit gf = 0.

(v) Fir unitdre kommutative Ringe R kann man genauso den Polynomring
R[X] definieren. In (ii) gilt dann allerdings nur noch ,,<*

Proposition VI.3.8 (Polynomdivision mit Rest): Seien K ein Korper und pq, pa
in K[X] mit py # 0. Dann gibt es Polynome h,r € K[X] mit deg(r) < deg(p2)
und p1 = hps + 7.

Definition VI.3.9 (Verschwindungsideal): Seien K ein Korper, n eine natiirli-
che Zahl und V' ein K-Vektorraum.

(i) Fir A € K™ heifit die Menge [(A) = {f € K[X] | f(A) = 0}
Verschwindungsideal von A.
(ii) Fir ¢ € End(V) heifit die Menge I(¢) = {f € K[X] | f(¢) = 0}

Verschwindungsideal von ¢.

Bemerkung VI.3.10 (Eigenschaften des Verschwindungsideals): (i) Die Ver-
schwindungsideale sind nicht leer, denn das Nullpolynom gehort jedenfalls immer
dazu.
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Kapitel VI. Die Jordan-Normalform

(ii) Nach dem Satz von Cayley-Hamilton gehoért zu I(A) auch das charakte-
ristische Polynom 4.

(iii) Sind p; und po in I(A), dann gehort wegen [Definition VI.3.5| auch die
Summe p; + ps zu [(A), denn (p1 + p2(A) = p1(A4) + p2(A) =0+ 0 = 0.

(iv) Sind A in K[X] und p in I(A), dann gehort wegen [Definition VI.3.5|
auch hp zu I(A), denn (hp)(A) = h(A)p(A) = h(A)0 = 0.

Geleitet von den Beobachtungen der vorangegangenen Bemerkung wollen wir
Teilmengen von Ringen mit den Eigenschaften (i), (iii) und (iv) Ideale nennen.

Definition VI.3.11: Seien R ein unitdrer kommutativer Ring und @ # I C R
eine Teilmenge. Falls gilt:

(i) Fir allea,be lista+be I,
(ii) Firallea € T und r € Rist ra € I,

dann heifit 1 ein Ideal.

Proposition VI.3.12 (Konstruktion von Idealen): Seien R ein kommutativer
unitdrer Ring und aq,...,ar Elemente von R. Dann ist

I:=Ra; + -+ Ray, == (a1, ...,a;) = {riar + - +rpag [ r1,..., 7 € R}

ein Ideal. Insbesondere erhalten wir fir a € R, dass Ra :={ra |r € R} = (a)
ein Ideal ist. Dieses heifit das von a erzeugte Hauptideal.

Beweis: (i) Seien a = riay + - -+ + rpar und @ = 1aq + - - - + 7rap Elemente
von I. Dann ist

ata=ria+---+rgap+ria+ -+ rpap = (0 F a4+ (T + ) ag,

d.h. auch a + a gehort zu I.

(ii) Fira=ria;+-+-+rpax in I und r € Rist ra = (rri)a; + - - -+ (rry)ag
in 1. L]

Beispiel VI.3.13: Sei R ein kommutativer unitdrer Ring. Dann gibt es zwei
sogenannte triviale Ideale; zum Einen ist N := (0) := {0} ein Ideal von R, das
sogenannte Nullideal, und zum Anderen ist R selbst ein Ideal in R.

Definition VI.3.14: Sei R ein kommutativer unitarer Ring.
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3. Der Polynomring iiber einem Korper

(i) Falls fir alle 1,79 in R gilt: ,Ist ryry = 0, dann ist 71 = 0 oder ry = 0%,
dann heifit R nullteilerfres.

(ii) Sei I C R ein Ideal. Gibt es m € I, sodass I = Rm = (m), dann heiit [
ein Hauptideal.

(iii) Sei R zusétzlich nullteilerfrei. Ist jedes Ideal von R ein Hauptideal, dann
heifit R ein Hauptidealring.

Satz 24 (Polynomring als Hauptidealring): Seien K ein Korper und K[X] der
Polynomring tiber K. Dann ist K[X] ein Hauptidealring, d. h. fir jedes Ideal
I C K[X] gibt es ein Polynom py € I, sodass I = (py) = {hpo | h € K[X]}.

Beweis: Wir wissen bereits, dass der Polynomring nullteilerfrei und kommutativ
ist. Sei nun I C K[X] ein Ideal. Ist I das Nullideal, dann ist / auch ein
Hauptideal. Sonst gibt es py € I — {0}, sodass deg(py) < deg(p) fur alle
p €I —{0}. Wir zeigen jetzt, dass I = {hpo | h € K[X]}.

Die Inklusion ,,O% ist dabei klar, da py zu I gehort und damit auch alle
Vielfachen von py.

Fiir ,C“ sei nun p € I gegeben. Da wir in K[X| Polynomdivision durchfithren
konnen, gibt es Polynome h und r, sodass p = hpy + r mit deg(r) < deg(po).
Wegen r = p — hp, folgt aus der Minimalitét des Grades von pg schon, dass r
das Nullpolynom sein muss. Also ist p = hpy wie gewiinscht. 0

Der obige Beweis greift fiir alle nullteilerfreien kommutativen unitdaren Ringe,
in denen es das Konzept von Teilbarkeit mit Rest gibt. Solche Ringe heiflen
euklidische Ringe. Das heifit: Alle euklidischen Ringe sind Hauptidealringe.
Insbesondere ist der Ring der ganzen Zahlen Z ein Hauptidealring.

Proposition V1.3.15 (Eindeutigkeit des Idealerzeugers): Seien K ein Korper,
K[X] der Polynomring tiber K und I C K[X]| ein Ideal. Dann ist der Erzeuger
po aus dem Beweis von eindeutig bis auf einen skalaren, von Null
verschiedenen Faktor. Genauer: Ist I = K[X|f = K[X]|g mit f,g € K[X],
dann gibt es A € K* mit g = \f.

Beweis: Fiir das Nullideal I = (0) gilt die Aussage. Sei also jetzt I # (0) mit
I = K[X]|f = K[X]g. Dann gibt es h,h’ € K[X] mit ¢ = h'f und f = hg,
d.h. f=hg=hhf, sodass (1 — hh')f = 0. Weil f nach Voraussetzung nicht
das Nullpolynom ist und K [X] nullteilerfrei ist, muss 1 — hh' = 0 sein, sodass
1 = hh'. Damit gehoren h und 7' zu K[X]* und i’/ = AX® mit A € K* wie
gewlinscht. O
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Kapitel VI. Die Jordan-Normalform

Fiir den Nachweis haben wir nur benotigt, dass K[X] keine Nullteiler hat
und damit gezeigt, dass zwei Erzeuger eines Hauptideals (das vom Nullideal
verschieden ist) bis auf Mulitplikation mit einer Einheit gleich sind.

Definition VI.3.16 (Teiler in K[X]): Seien K ein Korper und f,g € K[X].

(i) Gibt es h € K[X] mit g = hf, dann heifit f ein Teiler von g. In diesem
Fall schreiben wir ,,f | g

(i) Gilt fir alle h € K[X] mit h | f und h | g, dass h € K[X]*, dann heien
f und g teilerfremd.

(iii) Sei f € K[X]—(K*U{0}). Gilt fiir alle Ay und hy in K[X] mit f = hyhao,
dass hy € K[X]* oder hy € K[X]*, dann heiit f irreduzibel.

Ein Polynom heifit irreduzibel, falls es keine echten Teiler hat — durch
Einheiten kann man immer teilen.

Lemma VI.3.17 (Lemma von Bézout): Seien K ein Korper und f,g € K[X].
Die Polynome f und g sind teilerfremd genau dann, wenn es hy und hy € K|[X]|

Beweis: ,<—“: Sei h € K[X]| mit h | f und h | g, d.h. es gibt f’ und ¢ in
K[X], sodass f = hf’ und g = hg'. Dann ist

1 = hihf + hohg' = h(h f' + hag'),

sodass h eine Einheit sein muss.

»— Sei I = (f,g9) = K[X]f + K[X]g. Nach [Proposition VI.3.12|ist I ein
Ideal in K[X]. Wegen ist I auBerdem ein Hauptideal, d.h. I = (py)
fir ein py € K[X]. Weil f und g zu I gehoren, ist py ein Teiler von f und ein
Teiler von g und da f und g teilerfremd sind, ist py eine Einheit. Es gibt also
py € K[X]* mit pypy = 1. Insbesondere gehort 1 zu I, d.h. es gibt h; und
hy € K[X], sodass 1 = hy f + hog wie gewiinscht. O

Die Implikation ,<=* gilt in allen kommutativen unitédren Ringen. Die
Implikation ,==* hat nur verwendet, dass K[X]| ein Hauptidealring ist. Somit
gilt das Lemma von Bézout in allen Hauptidealringen, insbesondere auch im
Ring der ganzen Zahlen Z.

Proposition VI1.3.18: Seien K ein Korper und f € K[X].

(i) Genau dann ist a € K eine Nullstelle von f, wenn (X — a) ein Teiler
von f ist.
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4. Das Minimalpolynom

(ii) Gibt es ay,...,a, € K, sodass f = TI}_1(X — a;) und ist h € K[X] ein
normierter Teiler von f, dann ist h = Hle(X —a;;), wobei iy, ..., i) in
{1,....,n} mit 1 <iy < -+ <ip<n.

Beweis: (i) ,,<="“: Angenommen, [ = ¢g- (X — a) fiir ein g € K[X]. Dann
ist f(a) =0-g(a) =0, da Einsetzen ein Algebrenhomomorphismus ist.

»,—": Polynomdivision ergibt, dass f = ¢g- (X —a) +r mit deg(r) < 0. Aber
das heiit r = ¢X? mit ¢ € K und wegen 0 = f(a) = g(a) - 0+ r(a) = ¢ muss
sogar ¢ = 0 gelten. Damit ist (X — a) ein Teiler von f, wie gewiinscht.

(ii) Wir werden spéter (voraussichtlich in Kapitel V) sehen, dass sich jedes
Polynom in K[X] eindeutig (bis auf Reihenfolge und Multiplikation mit Einhei-
ten) als Produkt irreduzibler Polynome schreiben lasst. Das heifit: Auch in K[X]
gibt es (wie im Ring der ganzen Zahlen Z) eine eindeutige Primfaktorzerlegung.

Damit erhalten wir: Unser Polynom f ldsst sich schreiben als f’h mit f’ aus
K[X] und f’ sowie h lassen sich ,eindeutig® in irreduzible Faktoren zerlegen,
sagen wir f' = f{--- fl und h = hy - hg. Deshalb ist

f=H S h =X —a) (X —ay)

und die Behauptung folgt dann aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung.
O

Korollar V1.3.19: Seien K ein Korper, a € K und n € Ny. Ferner seien f
und g Polynome in K[X] mit f = (X —a)", und g(a) # 0. Dann sind f und g

teilerfremd.

Definition VI.3.20: Seien K ein Kérper und f ein Polynom in K[X].

(i) Die Menge Nst(f) :={a € K | f(a) = 0} heiBBt Nullstellenmenge von f.
(i) Ist g € K[X] ein Teiler von f, dann ist Nst(g) C Nst(f).

4. Das Minimalpolynom

In diesem Abschnitt wollen wir das kleinste Polynom kennenlernen, das einen
Endomorphismus bzw. eine Matrix annulliert. Dieses Polynom heifit Minimalpo-
lynom. Wir werden feststellen, dass die Nullstellenmenge des Minimalpolynoms
mit der des charakteristischen Polynoms tibereinstimmt, also gleich dem Spek-
trum des Endomorphismus bzw. der Matrix ist.
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Bemerkung VI.4.1: Seien n eine nattrliche Zahl, K ein Korper, V ein K-
Vektorraum und ¢ € End(V') ein Endomorphismus bzw. A € K"*". Da K[X]
ein Hauptidealring ist, haben die Verschwindungsideale I(¢) respektive I(A)
eindeutige normierte Erzeuger kleinstens Grades m, respektive m 4.

Definition VI.4.2 (Minimalpolynom): Seien n eine natiirliche Zahl, K ein
Korper, V ein K-Vektorraum und ¢ € End(V) ein Endomorphismus bzw.
A € K™". Der Erzeuger m, respektive my des Verschwindungsideals I(¢)
respektive I(A) heifit Minimalpolynom von ¢ respektive Minimalpolynom von
A.

Insbesondere ist das Minimalpolynom dasjenige Polynom f kleinsten nicht-
negativen Grades, das ¢ respektive A annulliert, d.h. das f(¢) = 0 respektive
f(A) = 0 leistet.

Bemerkung VI.4.3: Aus dem Satz von Cayley-Hamilton folgt, dass mg ein
Teiler des charakteristischen Polynoms x, ist und genauso, dass m 4 ein Teiler
des charakteristischen Polynoms y 4 ist.

Proposition V1.4.4: Seien n eine natirliche Zahl, K ein Kérper, V ein K-
Vektorraum und ¢ € End(V') ein Endomorphismus bzw. A € K" ™. Dann
qgilt:

(i) Nst(mg) = Nst(xs) = Spec(¢),

(ii) Nst(ma) = Nst(xa) = Spec(A).

Beweis: Wir zeigen (ii), (i) geht vollig analog. Wie in [Proposition VI.3.20)|
bemerkt, haben wir Nst(m4) C Nst(x4). Bleibt also ,,0“ zu zeigen.

Sei dazu A € Nst(x4). Dann ist A ein Eigenwert von A, d.h. m4()) ist ein
Eigenwert von ma(A) = 0. Wir haben also m4(A) =0, d.h. A € Nst(my). O

Beispiel VI.4.5: Es sei K ein Korper.

(i) Esseien A\j,..., A\, € K und A = diag(Ay,...,\,). Das charakteristische
Polynom von A ist x4 = [T, (X — \;), aber das Minimalpolynom von A ist
ma = [Ihespec(a)(X — A). Insbesondere haben wir degm, = # Spec(A) und
deg x4 = n.

(ii) Seien a € K und

a 0 00
. 1 a 00 Ax4
A= 01 a0 € K™,
001a
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4. Das Minimalpolynom

Da A eine untere Dreiecksmatrix ist, ist ya = det(4 — XI) = (X — a)*. Wir

haben
0

0
1
0

A—CLI4:

o O = O
_— o O O
o O OO

und da wir die Potenzen von (A — aly) schon ausgerechnet haben, wissen wir
bereits, dass erst (A — al;)* = 0. In diesem Fall ist also das Minimalpolynom
gleich dem charakteristischen Polynom.

(iii) Betrachte ®: K™ — K™ A +— A'. Wir wissen, dass (A")" = A,
sodass ®? = idgnxn gilt. Das Polynom X? — 1 annulliert also ®. Ein Polynom
kleineren nicht-negativen Grades kann nicht annullieren, sodass mge = X2 — 1.
Da dim K™™ = n? ist auch degxe = n?, die Eigenwerte von ® sind +1.
Uberlegen Sie sich, wie das charakteristische Polynom von ® aussieht!

Um uns das Leben leichter zu machen, méchten wir im Folgenden das
charakteristische Polynom in teilerfremde Faktoren zerlegen und diese zuerst
bearbeiten.

Notation VI.4.6: Seien K ein Korper, n eine natiirliche Zahl und A € K"™*".
Mit ¢p4: K™ — K" bezeichnen wir die zugehorige lineare Abbildung und wir
setzen Bild(A) := Bild(¢) sowie Kern(A) := Kern(¢,).

Lemma VI1.4.7 (Zerlegungslemma fiir Matrizen): Seien K ein Korper, n eine
natirliche Zahl, A € K™ und ¢y, go sowie g Polynome in K[X].

(i) Sind g1 und gy teilerfremd, dann gilt
Kern(g;(A)) NKern(gz(A)) = {0}, Bild(g1(A)) 4+ Bild(g2(A)) = K™.
(ii) Ist (g192)(A) =0, also g1g2 € I(A), dann gilt
Bild(g2(A)) € Kern(g1(A)),  Bild(g1(A)) € Kern(gz(A)).
(iii) Sind g1 und g2 teilerfremd und g1g2 € 1(A), dann haben wir
K" = Kern(g1(A)) & Kern(gz(A))

sowie Kern(g;(A)) = Bild(g2(A)) und Kern(go(A)) = Bild(g1(A)).

(iv) Die Rdume Kern(g(A)) und Bild(g(A)) sind A-invariante Untervektor-
raume des K".
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Kapitel VI. Die Jordan-Normalform

Beweis: (i) Aus dem Lemma von Bézout wissen wir, dass es Polynome h;
und hy mit 1 = hyg; + hoge gibt. Setzen wir A in diese Darstellung ein, so
erhalten wir

I, = hi(A)gi(A) + ha(A)ga(A) = g1 (A)hi(A) + g2(A)ha(A).

Fir v € Kern(g1(A)) N Kern(ga(A)) erhalten wir mit der ersten Gleichheit aus
der obigen Gleichung, dass

v = hi(A)gi(A)v + ha(A)ga(A)v = hi(A)0 + ha(A)0 = 0

und fiir v € K™ ist wegen der zweiten Gleichheit in der ersten Gleichung, dass

v =g1(A)h1(A)v + g2(A)ha(A)v, d. h. v gehort zu Bild(g;(A)) + Bild(g2(A)).
(ii) Es sei v = go(A)w ein Element von Bild(gs2(A)). Dann ist

g1(A)v = g1(A)g2(A)w = (9192)(A)w =0,
sodass v zu Kern(g;(A)) gehort und deshalb Bild(go(A)) € Kern(gi(A)). Die

zweite Aussage zeigt man genau mit Vertauschung der Indizes.

(iii) Aus (i) wissen wir, dass K™ = Bild(g;(A)) + Bild(g2(A)). Aus (ii)
wissen wir aufierdem, dass Bild(g;(A)) C Kern(g;(A4)) fir i € {1,2} und
Jj € {1,2} — {i}. Wieder wegen (i) ist K™ = Kern(gz(A)) ® Kern(g;(A)),
d.h. wir haben Bild(g;(A)) + Bild(g2(A)) C Kern(g2(A)) & Kern(gi(A)). Aus

Dimensionsgriinden folgern wir jetzt
Bild(g,(4)) = Kern(gs(4)),  Bild(gs(4)) = Kern(g;(A)).

(iv) Gehort v zu Kern(g(A)), dann ist g(A)v = 0. Da A mit g(A) vertauscht
ist deshalb auch g(A)Av = Ag(A)v = A0 = 0, d. h. Av gehort zu Kern(g(A)).

Gehort v zu Bild(g(A)), dann gibt es irgendein w € K" mit v = g(A)w.
Wieder ist Av = Ag(A)w = g(A)Aw, und das ist ein Element von Bild(g(A)).
U

Korollar VI.4.8 (Zerlegungslemma fiir Endomorphismen): Seien K ein Kor-
per, n eine natirliche Zahl, V' ein K-Vektorraum der Dimensionn, ¢: V —V
eine lineare Abbildung und f = gi1go ein Polynom tber K mit f € I(¢) und
teilerfremden g1, go. Dann gilt

V = Kern(g1(¢)) @ Kern(g2(¢))

sowie Kern(g;(¢)) = Bild(g2(¢)) und Kern(go(¢)) = Bild(g1(¢)). Hierbei sind
Kern(g1(¢)) und Kern(gyo(¢)) zwei ¢-invariante Unterrdume von V.
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5. Nilpotente Endomorphismen

Korollar VI.4.9: Seien K ein Kérper, n eine natirliche Zahl, V ein K -Vektorraum
der Dimension n, A € K™*" eine Matriz und ¢: V — V ein Endomorphismus.
Zerfallt x4 beziehungsweise x4 in Linearfaktoren, d. h. xa = [[;_1(X — A\;)*
beziehungsweise x4 = ITj_1 (X — Xi)%, dann gilt

=1 i=1
Der Raum Kern((A—X:1,)%) beziehungsweise Kern((¢—\; idy )) heifit Hauptraum
zum Eigenwert \;.

5. Nilpotente Endomorphismen

Erinnerung VI.5.1: Seien K ein Korper, n eine nattrliche Zahl, V' ein K-
Vektorraum der Dimension n, ¢: V. — V ein Endomorphismus und A €
K™™ eine Matrix. Der Endomorphismus ¢ beziehungsweise die Matrix A
heiflt nilpotent, falls es einen natiirlichen Exponenten k gibt, sodass ¢* = 0
beziehungsweise A*¥ = 0. Insbesondere wird ¢ beziehungsweise A annulliert
vom Polynom f = X*.

Bemerkung VI.5.2: Seien K ein Korper, n eine natiirliche Zahl, V' ein K-
Vektorraum der Dimension n, ¢: V' — V ein nilpotenter Endomorphismus und
A € K™ eine nilpotente Matrix.

i) Es gibt einen natiirlichen Exponenten k, sodass my = X* beziehungsweise
g P ¢ g
maq — X k.

(ii) Es ist Spec(¢) = {0} beziehungsweise Spec(A) = {0}.
(iii) Esist x, = X" beziehungsweise x4 = X".

Definition VI.5.3 (Zyklischer Unterraum): Seien K ein Koérper, n eine na-
turliche Zahl, V' ein K-Vektorraum der Dimension n, ¢: V — V ein En-
domorphismus und U C V ein Untervektorraum. Ist U ein ¢-invarianter
Unterraum und gibt es uy € U sowie eine natiirliche Zahl k, sodass U =
Lin(ug, ¢(ug), - - ., " (up)), dann heiit U ein ¢-zyklischer Unterraum.

Proposition VI.5.4: Seien K ein Koérper, n eine natiirliche Zahl, V ein n-
dimensionaler K-Vektorraum und ¢: V — V ein nilpotenter Endomorphis-
mus mit Minimalpolynom von Grad d := deg(mg). Dann hat V einen d-
dimensionalen ¢-zyklischen Unterraum.
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Kapitel VI. Die Jordan-Normalform

Beweis: Da ¢?~! noch nicht die Nullabbildung ist, gibt es einen Vektor uy € V
mit ¢ (ug) # 0. Setze U := Lin(ug, d(ug), . .., ¢4 (ug)). Wegen ¢%(uy) = 0
ist U ein ¢-invarianter Unterraum, auflerdem ist offensichtlich dim U < d.

Sei f 1= x|, Weil @[y nilpotent ist, ist f = X4V Ferner liefert der Satz
von Cayley-Hamilton, dass f(¢|y) = 0. Weil aber ¢ 1(ug) # 0 ist, ist auch
(¢]y)?~* nicht die Nullabbildung, was dim U > d liefert. Wir erhalten also
dim U = d wie gewtinscht. ([l

Bemerkung VI.5.5: In der in |Proposition VI.5.4] beschriebenen Situation ist
B = (ug, ¢(ug), . . ., 4 1(ug)) eine Basis von U und die Darstellungsmatrix von
¢|u beziiglich B ist

J = Dpp(dly) =

(an)
—_
.| |-

=

O - 0 1 0

Proposition VI.5.6: Sei J; die Matriz aus |Proposition VI.5.5, d.h. J; =
St o Eii1. Dann gilt J5 = S0, Eiig, d.h. JS hat Einsen auf der (-ten
unteren Nebendiagonalen und sonst Nullen. Insbesondere gilt:

d—1{ llsd—0>0
Rang(.J!) = {  Jalls -
0, s0nst.
Beweis: Wir zeigen die Behauptung per vollstandiger Induktion nach ¢. Fiir
¢ =1 stimmt die Behauptung per Definition der Matrix J;.
Die Aussage gelte nun fir /. Dann haben wir

d d d d d
Jort :< > Ei,i—l)(ZEi,i—1> = > > EiiEjj1= ) Eiia
=2

i=0+1 i={+1j=2 =042

wie gewlinscht. Hierbei haben wir verwendet, dass E;;_1E; ;_1 = 0 genau dann,
wenn i — { # j. OJ

Definition VI.5.7 (Invariantes Komplement): Seien K ein Korper, n eine na-
turliche Zahl, V' ein n-dimensionaler Vektorraum tber K, ¢: V — V ein
Endomorphismus und U C V ein ¢-invarianter Unterraum von V. Ist W ein
weiterer ¢-invarianter Unterraum von V mit V = U & W, dann heifit W ein
o-invariantes Komplement zu U.
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5. Nilpotente Endomorphismen

Proposition V1.5.8: Seien K ein Korper, n eine natirliche Zahl, V' ein Vektor-
raum tber K der Dimension n, ¢: V — V ein nilpotenter Endomorphismus, d
der Grad des Minimalpolynoms von ¢ und ug € V mit ¢ 1(ug) # 0. Dann hat
der ¢-zyklische Unterraum U = Lin(ug, ¢(ug), - . ., ¢ 1 (up)) ein d-invariantes
Komplement.

Beweis: Wir schreiben
M = {W'| W CV ist ¢-invarianter Unterraum mit W' N U = {0}}

und halten fest, dass 9t wegen {0} € 9t nichtleer ist. Wir wéhlen ein Element
W von 91 mit maximaler Dimension.

Wir wollen zeigen, dass W das gesuchte ¢-invariante Komplement ist, d. h.
dass V. = U & W. Das erreichen wir, indem wir , U & W C V* zu einem
Widerspruch fiihren.

Angenommen, U @ W waére ein echter Unterraum von V. Dann fanden wir
ein v’ € V — (U@ W). Wegen ¢? = 0 wire insbesondere ¢%(v') = 0, was zu
U @& W gehorte. Wegen v ¢ U @ W hétten wir aulerdem ¢°(v) =v ¢ U & W.
Sei also nun ¢ € {1,...,d} minimal mit der Eigenschaft, dass ¢‘(v') € U & W,
Wir schreiben v := ¢*~1(v').

Wegen ¢(v) € U @ W fanden wir eindeutige v € U und w € W, sodass
¢(v) = v 4+ w und da wir eine Basis von U kennen, konnten wir dieses «’ mit
geeigneten ay, ..., aq 1 € K schreiben als v’ = %} @;¢" (up). Anwendung von
41 auf ¢(v) ergibe

0 = g’ (up) + ¢ (w),

was wegen U N'W = {0} zunichst erzwiinge, dass ap¢? '(ug) = 0 sowie
%1 (w) = 0, und schliefllich wegen ¢?~!(ug) # 0, dass oy = 0 gelten miisste.
Mit u := S9! a;¢" " (ug) erhielten wir so, dass ¢(v) = ¢(u) + w.

Das aber erlaubte es uns, w zu schreiben als w = ¢(v) — p(u) = ¢(v—u), d. h.
(v — u) gehorte zu W. AuBerdem gehorte v — u nicht zu W, denn andernfalls
miisste schon v zu U & W gehort haben. Wir konnten also W echt vergrofiern
zu W+ Lin(v —u) (d.h. W C W + Lin(v — u)).

Ware jetzt w’ ein Element von (W + Lin(v — u)) N U, dann gébe es w € W
und ein ¢ € K, sodass w’ = w + ¢(v — u) ein Element von U wére. Wéare ¢ # 0,
dann erhielten wir, dass v = ¢! (w' + cu — w) zu U & W gehorte, was wir
ausgeschlossen haben. Es miisste also ¢ = 0 gelten, sodass w’ = w in Wahrheit
zu W gehorte, was wegen W NU = {0} zur Folge hitte, dass w’ = 0.

Insgesamt hatten wir ein Element W/ von 9 enthalten, das W echt enthielte,
was der Wahl von W widersprache. Es muss also V' = U & W gelten und W ist
das gewiinschte ¢-invariante Komplement von U. O
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Korollar V1.5.9: Seien K ein Korper, n eine natirliche Zahl, V' ein K -Vektorraum
der Dimension n und ¢: V — V ein nilpotenter Endomorphismus. Dann ist V'
die direkte Summe ¢-zyklischer Unterrdume.

Die Aussage zeigt man per vollstandiger Induktion mit der Aussage aus
[Proposition VI.5.8|

Korollar V1.5.10: Seien K ein Korper, n eine natirliche Zahl, V ein n-dimensionaler
Vektorraum tiber K und ¢: V. — V' ein nilpotenter Endomorphismus. Dann
gibt es eine Basis B von V', sodass
Ja,
Dp () =
Jd

wobei dy > dy > --- > ds > 1. Die Matrizen J; heiffen Jordan-Késtchen.

S

Proposition VI.5.11 (Kenngrof3en fiir nilpotente Endomorphismen): Seien K
ein Korper, n eine natirliche Zahl, V' ein n-dimensionaler Vektorraum tuber K

und ¢: V. — V' ein nilpotenter Endomorphismus. Fur die Darstellungsmatriz

J = Dp p(¢) aus|Proposition VI1.5.1( gilt:

(i) Die Summe der dy,...,ds ist n,

(ii) Seien my, die Anzahl der Jordan-Kaistchen der Linge k und r), := Rang(¢").
Dann gilt fir alle k:

My = Tg—1 — 20k + Ty

(iii) Das grifite Jordan-Kdastchen hat die Grifie deg(my).
(iv) Die Anzahl der Jordan-Kdastchen ist dim Eig(¢,0).

Beweis: (i) Das ist klar.

(ii) Fur das Jordan-Késtchen J,, haben wir uns bereits tiberlegt, dass
Rang(Jj ) = max{0,d; — k}. Fiir r, und alle nichtnegativen ganzen Zahlen k
erhalten wir also die Charakterisierung

n

e = Rang(¢*) = Rang(J,) = iRang(iji) = > ma(d—k).

i=1 d=k+1

Damit gilt fiir alle natiirlichen Zahlen k, dass

n

Toor — e =Y _mg(d—(k—=1)) = Y mgld—k)=mp+ Y mg=>_ mq,
d=k d=k+1 d=k+1 d=k
(VL1)
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6. Jordansche Normalform

d. h. fir alle natiirlichen Zahlen k erhalten wir

n n
mk:Zmd_ Z Mg = Th—1 — Tk — (Th — Thy1) = Th1 — 2Tk + Thy1
d=k d=k+1

wie gewiinscht.

(iii) Sei nun d := deg(my), d. h. ¢¢ = 0. Aus (ii) folgern wir fiir alle &k > d+1,
dass my, = 0 und dass mgq = 74_1 = Rang(¢?1) > 0.

(iv) Wegen |Gl. (VL.1)|ist

n
Zmd:’l"o—rl
d=1

= Rang(¢") — Rang(¢)
=n — (n — dim(Kern(¢)) = dim Kern(¢) = dim Eig(¢, 0),

was wir zeigen wollten. O

6. Jordansche Normalform

Wir erinnern daran, dass ein Endomorphismus ¢ eines endlichdimensionalen
K-Vektorraums V' diagonalisierbar ist genau dann, wenn V in die direkte
Summe der Eigenrdume zerfallt, d. h. wenn V' = @ycspec(s) Eig(@, A).

Jeder dieser Eigenrdume Eig(¢, \) ist ¢-invariant. Fiir eine (allgemeinere)
¢-invariante Zerlegung V' = @;_; H; brauchen wir jeweils fiir jeden H; ein
¢-invariantes Komplement.

Beispiel VI.6.1: Seien K ein Korper,

und ¢: K? — K3, x — Ax die zugehorige lineare Abbildung. Das charakteristi-
sche Polynom von ¢ ist x, = X3, Spec(¢) = {0} und Eig(¢,0) = Lin(es). Fiir
irgendein x = (1, 7o, 3)" in K3 gilt

0 0 0\ [z 0 00 0\ /0 0
p(x)=|1 0 0| |z]|=21], *(x)=11 0 0| [z |=]0],
010 T3 ) 010 X2 I
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d.h. ¢*(z) € Eig(¢,0), sodass Eig(¢,0) kein ¢-invariantes Komplement haben
kann.

Im Folgenden wollen wir zu einem Eigenraum Eig(¢, A) den kleinsten Unter-
vektorraum H, finden, der Eig(¢, A) enthélt, der selbst ¢-invariant ist und der
ein ¢-invariantes Komplement besitzt.

Proposition VI.6.2: Seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K -Vek-
torraum, ¢ ein Endomorphismus von V., U W CV ¢-invariante Untervektor-
raume mit V. =U @ W und Kern(¢ — N idy) = Eig(¢, \) C U. Dann gilt bereits
fiir alle natirlichen Zahlen k, dass

Kern ((¢ — Aidy)F) € U.
Als Vorbereitung fiir den Beweis dieser Aussage machen wir eine Bemerkung.

Bemerkung VI.6.3: Seien K ein Korper, V' ein endlichdimensionaler K-Vek-
torraum, ¢ ein Endomorphismus von V und U C V ein Untervektorraum. Der
Unterraum U ist ¢-invariant genau dann, wenn U invariant unter (¢ — \idy)
ist.

Beweis: ,—“: Seien U ein ¢-invarianter Unterraum von V und v € U. Dann
ist auch (¢ — Aidy)(v) = ¢(v) — Av ein Element von U, wie gewiinscht. Die
Implikation ,,<=" zeigt man genauso. O

Beweis: Wir zeigen die Aussage per vollsténdiger Induktion auf k. Fir £ =1
gilt die Aussage per Voraussetzung.

Die Aussage gelte nun fiir eine nattirliche Zahl k. Sei v ein Element von
Kern(¢—\idy )*™! C V. Als Element von V = U@ W lisst sich v auf eindeutige
Weise schreiben als v = u + w mit u € U, w € W. Wir haben also

0= (¢ — Nidy)* () = (¢ — Nidy)* () + (¢ — Nidy)* (w)

~—

mit (¢ — Xidy)*(u) € U und (¢ — Nidy )" (w
ist, muss (¢ — \idy )***(w) = 0 gelten, sodass (¢ — Nidy)¥(w) im Kern von
¢ — Nidy gehort, der in U liegt. Da aber auch (¢ — Midy)*(w) zu W gehort,
muss auch (¢ — Aidy)¥(w) = 0 gelten. Dann aber ist w € Kern(¢— \idy )* C U
nach Induktionsvoraussetzung, d.h. w = 0 wegen der Direktheit der Summe
V =U @& W. Damit gehort v zu U. 0

€ W. Da die Summe direkt

TN N

Bemerkung VI.6.4: Die Kette

Kern (gb - )\idv) C Kern ((qb - )\idv)z) C Kern ((gb — )\idv)3> c...
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wird aus Dimensionsgriinden stationér, d.h. es gibt eine natiirliche Zahl &,
sodass fur alle natiirlichen Zahlen ¢ > k gilt:

Kern((¢ — Nidy)*) = Kern((¢ — Xidy)").

Definition VI.6.5: Seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum,
¢ ein Endomorphismus von V und A ein Element von K. Dann heif3t

Hy = H(p,\) == G Kern((¢ — Midy)¥)

der Hauptraum von ¢ zu .

Definition VI.6.6 (Algebraische Vielfachheit): Seien K ein Korper, V' ein end-
lichdimensionaler Vektorraum iiber K, ¢ ein Endomorphismus von V und A
ein Element von K. Dann heifit

fa(@, A) :=max{e € No | (X —A)° | xo}
die algebraische Vielfachheit von X\ fir ¢. Ferner heift
0 :=max{e € Ny | (X — )| my}
heiBBt Ezponent im Minimalpolynom mg von (X — X).

Proposition V1.6.7: Seien K ein Kérper, V' ein endlichdimensionaler Vektor-
raum uber K, ¢ ein Endomorphismus von V und X\ ein Element von K.

(i) Sei e der Ezxponent von (X — \) im Minimalypolynom von ¢. Dann ist
Hy = H(¢,\) = Kern ((¢ — Aidy)").

(ii) Der Hauptraum H (¢, \) ist ¢-invariant und enthdlt Fig(¢p, A).

(iii) Der Hauptraum H (¢, \) hat ein ¢-invariantes Komplement.

(iv) Der Hauptraum H (¢, \) ist der kleinste Unterraum von V', der (ii) und
(iii) erfillt.

(v) Die Dimension des Hauptraums H(¢p, \) ist p, (o, N).

Beweis: Wir schreiben das charakteristische Polynom x, = (X —\)¢g mit einem
Polynom ¢ € K[X]. Nach (Korollar 1.3.19) sind (X — A\)¢ und g teilerfremd,
aulerdem ist ihr Produkt (das charakteristische Polynom) ein Element des
Verschwindungsideals von ¢. Fir W := Kern(g(¢)) und H := Kern((¢— X idy)€)
gibt (Korollar 1.4.8), dass V =W & H mit ¢-invarianten Unterrdumen W und
H.
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(i) Nach Definition des Hauptraums H (¢, A) ist die Inklusion , 2% klar. Fur
»,C¢ beachten wir, dass Eig(¢, \) C H. Nach [Proposition VI.6.2|enthalt H also
H,.

(ii) Direkte Konsequenz aus (i).

(ili) Direkte Konsequenz aus V =W @ H, wie in (i) gezeigt.

(iv) Das folgt aus [Proposition VI.6.2|

(v) Wir haben das charakteristische Polynom x, geschrieben als Produkt
teilerfremder Polynome y4s = (X — X)°g, andererseits erhalten wir aus der
Zerlegung V = U @ H, dass x4 = Xo|w Xo|n- Wegen H = Kern((¢ — Aidy)°)
wird ¢|g annulliert von (X — A\)¢. Damit ist das Minimalpolynom ein Teiler
von (X — A)¢ und xg4|, = (X — A\)" fiir eine geeignete natiirliche Zahl n.

Da g und (X — \) teilerfremd ist, ist (X — \) kein Teiler von g und aulerdem
ist (X — A) auch kein Teiler von x4, , da Eig(¢, A) ganz in H enthalten ist und
somit A nicht zum Spektrum Spec(¢|w ) gehoren kann. Aus der Gleichheit der
Produktdarstellungen fiir das charakteristische Polynom und der Eindeutigen
Primfaktorzerlegung in K[X] gilt darum n = e. O

Proposition VI.6.8 (Summe der Hauptraume ist direkt): Seien K ein Kor-

per, V' ein endlichdimensionaler Vektorraum tber K, ¢ ein Endomorphismus
iber K und {\1, ..., \x} = Spec(¢). Dann gilt:

k k

>_H(g, M) = D H(, M.

i=1 =1

Beweis: Wir zeigen die Aussage per Induktion nach k. Fir k =0 und £ =1
ist nichts zu zeigen. Die Aussage gelte nun fiir eine natiirliche Zahl k£ und
sei 0 = vy + -+ 4+ v mit v; € H(¢, ;). Wahle eine natiirliche Zahl e mit
(¢ — \pid)®v = 0. Dann erhalten wir

k k—1

0=5"(¢ — Meidy) (v:) = S (6 — Apidy)"(vy).

i=1 i=1

Weil jeder H (¢, \;) ein ¢-invarianter Unterraum von V ist, ist nach (Bemerkung
1.6.3) jeder der H(¢, \;) auch (¢ — \g idy )-invariant, d. h. (¢ — A idy ) (v;) gehort
zu H(¢,\;). Per Induktionsvoraussetzung ist deshalb (¢ — Aidy)(v;) = O fir
1 <i< k-1 Dafirl <i < k—1 jedes v; zu H(p,\;) gehort, gibt
es Exponenten f; mit (¢ — )\;idy )% (v;) = 0. Die Polynome (X — \;)¢ und
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6. Jordansche Normalform

(X — )\’ sind teilerfremd, sodass das Lemma von Bézout die Existenz von
Polynomen g; und h; liefert, die

1= gi(X = M)+ hs(X =\
leisten. Damit ist idy = g;(¢) (¢ — A\p)® + hi(¢)(¢ — Niidy)’i, d. h.
v = idy (v;) = (6:(9)(¢ — A idy ) (i) + h(9)(¢ — Xi) (v) = 0,

d.h.v; =0 fir 1 <7<k —1. Aber dann muss auch v, = 0 gewesen sein und
wir sind fertig. dJ

Korollar VI.6.9 (aus |V1.6.7)): Seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler
Vektorraum tiber K, ¢ ein Endomorphismus von V und A € K. Ferner sei 0y
der Ezponent von (X — \) im Minimalpolynom m,

(i) Es ist

ox = min{e € N | H(¢, \) = Kern ((¢ — Aidy)°)}
= min{e € IN | Kern(¢ — A idy)® = Kern(¢ — Xidy)“™}.
(ii) Sei Hy der Hauptraum H(¢,\) und betrachte ¢|m,. Dann ist mgy), =

(X — A2 und Xolu, = (X — N)*, wobei oy die algebraische Vielfachheit
von A, d. h. die Dimension von H) ist.

Bemerkung VI.6.10 (Invariante Komplemente von Hauptrdumen): Seien K
ein Korper, V' ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber K, ¢ ein Endomor-
phismus von V und A € K. Des Weiteren sei V = H(¢p, ) @ W eine Zerlegung
von V' in ¢-invariante Unterrdume. Dann haben wir:

(i) Der Eigenwert A gehort nicht zu Spec(¢|w ).

(ii) Ist N € K mit N # A, dann ist H(¢, ') C W.
Beweis: (i) Das ist klar, da Eig(¢, A\) per Definition des Hauptraums in
H(¢, \) enthalten ist.

(ii) Wir wollen zeigen, dass Eig(¢, \') ein Teilraum von W ist. Dann folgt
die Behauptung aus [V1.6.7|(iv). Sei dazu v € Eig(¢, \'), d.h. ¢(v) = N'v, und
schreibe v = u + w mit u € H(4, A) und w € W. Anwendung von ¢ liefert

d(u) + p(w) = ¢p(v) = Nv = Nu+ Nw

wobei sowohl ¢(u) € H(¢, \) als auch ¢(w) € W, sodass wegen der Direktheit
der Summe folgt, dass Nu = ¢(u) und Nw = ¢(w). Wegen Hy N Hy = {0}
muss u = 0 folgen, d.h. v = w und somit Eig(¢, \') C W, wie gewiinscht. [
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Seien K ein Korper und f ein Polynom iiber K. Gibt es a, A,..., A\, € K
mit f=a(X —X\)--- (X — \,), dann sagen wir, f zerfalle in Linearfaktoren.

Proposition VI1.6.11: Seien K ein Korper, V' ein endlichdimensionaler Vektor-
raum tuber K und ¢ ein Endomorphismus von V. Dann sind dquivalent:

(i) Der Vektorraum V' zerfallt in die direkte Summe der Hauptriume, d. h.
V= ®A€Spec(¢) H(¢a )‘)
(ii) Das charakteristische Polynom x zerfdllt in Linearfaktoren.

(ili) Das Minimalpolynom my zerfdllt in Linearfaktoren.

Beweis: Fiir A € K schreiben wir Hy := H (¢, A).

»(i) == (ii)“: Aus [Proposition VI.6.9| wissen wir, dass xg|,, = (X — )T
Nach Voraussetzung und weil die Hauptrdume ¢-invariant sind, erhalten wir
X = HAGSpeC((b) X¢\H>\ :

,(il) = (iii)“: Weil das Minimalpolynom das charakteristische Polynom
teilt, liefert (Proposition 1.3.17), dass auch m, in Linearfaktoren zerfallt.

,(iii) == (i)“: Per (Propisition 1.4.4) entspricht die Nullstellenmenge von m,
genau dem Spektrum von ¢, sagen wir Spec(¢) = {1, ..., Ax}. Nun zeigen wir
die Aussage durch vollstandige Induktion iiber k = # Spec(¢).

Fir k = 0 ist wegen deg(m,) und damit V' = {0} nichts zu tun. Fir k£ =1
gibt es A € K und einen natiirlichen Exponenten ¢, sodass mg = (X — ). Per
Definition ist (¢ — Aidy)? =0, d.h. V = Kern(¢ — \idy)° = H,.

Die Aussage gelte jetzt fiir £ — 1. Wir wollen zeigen, dass die Aussage dann
auch fir k gilt. Hat das Spektrum Méchtigkeit k, dann kénnen wir schreiben

k—1

mg = ( TI(x - )\i)‘si)(X — )

i=1

Schreiben wir f := [[F2'(X — )\;)%, dann liefert das Zerlegungslemma, dass V/
zerfallt in die direkte Summe

V = Kern(¢ — Avidy ) ® Kern(f(9)) = U & W,

Aus |Proposition VI.6.9| und [Proposition VI.6.10| erhalten wir Spec(¢|w) =
{\1,..., \_1}. Nach Induktionsvoraussetzung ist W = @ H(¢|y, \s) =
@ H(p, \;), was wegen V = U @ W die Behauptung liefert. O

Bemerkung VI.6.12: (i) Sind die Aussagen in [Proposition VI.6.11| erfiillt,
dann gilt insbesondere: Bezeichnet o) die algebraische Vielfachheit des Ei-
genwerts A (also auch ay = dim H (¢, A)), dann ist xg = [Tiespec(e) (X — A)™.
Ferner ist mg = [Txespec(e) (X — A)® mit 6y < a,.
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(ii) Ist K algebraisch abgeschlossen, d.h. jedes Polynom nichtkonstante
Polynom hat eine Nullstelle, dann gelten die Aussagen aus [Proposition VI.6.11]
fiir alle Endomorphismen endlichdimensionaler K-Vektorraume. Insbesondere
gilt das fiir den Korper der komplexen Zahlen C.

Bemerkung VI.6.13 (Nicht-Beispiel fiir Jordannormalform): (i) Seien K =
R und ¢: R* = R? 2 +— Az mit A= (9'). Dann ist

(Y- )

sodass A2 + I, = 0. Insbesondere ist dann auch ¢? 4 idy, = 0, und weil es
kein Polynom vom Grad 1 gibt, das ¢ annulliert, ist auch my = X* + 1. Weil
mg keine Nullstellen hat, ist auch das Spektrum von ¢ leer und damit ist

GB)\GSpec(du) Hy = {O} -,C«- R>.

(ii) Betrachten wir ¢ als lineare Abbildung tiber K = C, dann ist my =
(X +1i)(X —1i), d.h. Spec(¢) = {i, —i} und H(¢,i) = Eig(¢,1) = Lin((i, 1)")
und H(¢, —i) = Eig(¢, —i) = Lin((i, —1)).

Bemerkung VI1.6.14: Seien K ein Korper, V' ein endlichdimensionaler Vektor-
raum iiber K und ¢ ein Endomorphismus von V.

(i) Ist A ein Eigenwert von ¢, dann ist ¢ — Aidy nilpotent auf H (¢, A).
(i) Fir jede Basis B von V gilt Dp 5(¢) = Dp (¢ — Nidy) + AL,.

Definition VI.6.15 (Jordank#stchen): Seien K ein Korper, A € K und d eine
natiirliche Zahl. Dann heif}t

Jd()\) =M, + Jd(O) =...

Jordankdstchen der Grifie d zum Eigenwert .

Satz 25 (iiber die Jordan-Normalform): Seien K ein Kirper, V ein K -Vektorraum
der Dimension n und ¢ ein Endomorphismus von V- mit Spec(¢) = {1, ..., A}
Zerfdillt das charakteristische Polynom in Linearfaktoren, dann gibt es eine
Basis B von V' mit

D, 0

Dpp(¢) = )

0 D,
wobei fiir 1 <4 < /{ gilt: Es gibt natirliche Zahlen dy;, ..., dy,; mitdy; > -+ >
di,i, sodass D; auf der Diagonalen die Jordankdstchen Jq, ; (i), ..., Ja, ,(Ni)
stehen hat. Z

Die Matriz D; heifst Jordan-Block zum Figenwert \; und die Matrizen Jg, (A\)

heiffen Jordan-Késtchen zum Eigenwert );.
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Beweis: Wir erhalten die Aussage aus |Proposition VI.6.14] [Proposition VI.6.11]
und |Proposition VI.5.10} 0

Proposition VI.6.16 (Kenngroflen): Mit der Notation aus qgilt fir A €
Spec(¢):

(i) Die Mdachtigkeit von Spec(¢) entspricht der Anzahl der Jordan-Blicke.
Die Basisvektoren in B zum Jordan-Block D, bilden eine Basis B; des
Hauptraums H (o, \;) mit DBini(¢‘H>\i) =D;:

(ii) Die Grofie des Jordan-Blocks D; ist die Dimension des Hauptraums
H(p, \;), welche der algebraischen Vielfachheit p, (¢, \;) = ay entspricht.

(iii) Die Anzahl der Jordan-Kdistchen im Jordan-Block D; entspricht der Di-
mension des Eigenraums Eig(¢, ;). Diese nennt man auch geometrische

Vielfachheit pg (¢, A;) von A;.

(iv) Die Grofle des grifiten Jordan-Kdastchens im Jordan-Block D; ist der
Exponent 9y, von (X — \;) im Minimalpolynom m,.

(v) Seien mg(\) die Anzahl der Jordan-Kdistchen der Linge d im Jordan-
Block Dy und fir k € N bezeichne 1, = Rang(d|g, — Aid |g, ). Dann
qilt

md()\) =Td-1 — 27‘d + Td+1-

Weiter gilt fir alle k € Ny, dass rx—1 — 1 = Y5 Ma-

Proposition VI.6.17 (Eindeutigkeit): Die Jordan-Normalform in ist
eindeutig bis auf Vertauschung der Jordan-Bldcke.

Beweis: Die Kenngrofien aus |Proposition VI.6.16|sind eindeutig durch ¢ gege-
ben und bestimmen die Matrix J vollstandig. 0

Korollar VI.6.18: Seien K ein Korper, A € K™™ mit Spec(A) = {A1,..., A}
und xa zerfalle in Linearfaktoren. Dann gibt es eine Matriz B € Gl,(K),
sodass J(A) :== BAB~! won der in[Satz 2] beschriebenen Form ist. Die Jordan-
Normalform ist (durch unsere Konventionen) eindeutig und es gelten die analo-
gen Aussagen zu[Proposition VI.6.16,
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Beispiel V1.6.19 (Jordan-Normalform): Betrachte
2
1 2
1 2
1 2

N
— Do
— N

-3
1 -3

Seien V = K2 und ¢: V — V, 2 — Jx. Uber diese Abbildung kénnen wir fast
alle wichtigen Informationen aus der Jordan-Normalform ablesen:

) Spec(¢) = {2, -3},

) Xo = (X =2)(X +3)?,

) mg = (X —2)(X +3)?,

(iv) dim(H(¢,2)) = 10, dim(H (¢, —3)) = 2,

(v) H(¢,2) = (e1,ea,...,6e10), H(¢,—3) = (e11, €12),
)

Genauer ist Eig(¢, \) = (eq, es, €10), Eig(¢, —3) = (e12). Insbesondere sind die
algebraischen Vielfachheiten ay = p,(¢,2) = 10, a3 = p.(¢, —3) = 2, die
geometrischen Vielfachheiten sind p,(¢,2) = dim Eig(¢,2) = 3, p,(¢, —3) =
dim(Eig(¢, —3)) = 1 und die Exponenten im Minimalpolynom sind d, = 4 (die
Grofie des grofiten Jordan-Késtchens) sowie 6_5 = 2.

Korollar VI.6.20 (Diagonalisierbarkeit): Seien K ein Korper, V ein endlich-
dimensionaler Vektorraum tuber K, ¢: V. — V ein Endomorphismus und
A € KWV eine Matriz. Ferner zerfalle x, beziehungsweise xa in Linear-
faktoren.

(i) Genau dann ist ¢ bzw. A diagonalisierbar, wenn das Minimalpolynom
in paarweise verschiedene Linearfaktoren zerfdllt, d.h. wenn fir jeden
FEigenwert A der Fxponent dy im Minimalpolynom FEins ist.
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(i) Ist ¢ beziehungsweise A diagonalisierbar und ist U ein ¢-invarianter bzw.
A-invarianter Unterraum, dann ist ¢|y bzw. Aly diagonalisierbar.

Beweis: Die erste Aussage ist klar. Die zweite Aussage zeigen wir fiir Endo-
morphismen, fiir Matrizen funktioniert derselbe Beweis. Seien m := m, und
my = my),. Dann gibt es ein Polynom h mit m = hm;. Da m nach (i) in
paarweise verschiedene Linearfaktoren zerfillt, zerfallt auch m; in paarweise
verschiedene Linearfaktoren, sodass ¢|y auch diagonalisierbar ist. O

Proposition V1.6.21 (Jordan-Zerlegung): Seien K ein Korper, A € K™*™ eine
Matrix und xa das charakteristische Polynom von A, das in Linearfaktoren
zerfalle. Dann gibt es eine eindeutige Zerlequng A = D + N mit Matrizen
D, N e K™" sodass gilt:

(i) D ist diagonalisierbar,
(ii) N ist nilpotent,
(iii) DA = AD sowie NA = AN.

Diese Zerlegung nennen wir Jordan-Zerlegung von A. Andere in der Literatur ge-
briuchliche Namen sind Jordan-Chevalley-Zerlegung oder Dunford-Zerlegung.

Beweis: Ezistenz der Zerlegung: Ist A = J in Jordan-Normalform, dann seien
D = diag(ay1,...,05,) und N := A — D. Diese zwei Matrizen erfiillen die
gewlinschten Eigenschaften. Ist A nicht in Jordan-Normalform, dan gibt es eine
Matrix S € Gl,(K), sodass J := SAS™! in Jordan-Normalform ist. Zerlege
J = D'+ N’ wie oben beschrieben und erhalte A = ST!N'S + S™1D’S. Setze
N := S7IN'S und D := S7'D’S. Die Matrix D ist diagonalisierbar, da sie
konjugiert zu einer Diagonalmatrix ist, die Matrix N ist nilpotent, da N’
nilpotent ist und N* = S™'N’*S gilt, und schlieBlich ist

DA=S"'D'SSTIAS =S 'D'AS =S1AD'S =S1ASS™ID'S = AD,

genau so erhalt man NA = AN.

Findeutigkeit der Zerlegung: Sei A = D + N eine Zerlegung mit Matrizen D
und N wie in der Aussage beschrieben. Weil D und N mit A kommutieren, ist
insbesondere (A — A\I,)D = D(A — \1,,). Insbesondere gilt fir alle natiirlichen
Zahlen k, dass (A — \I,)*D = D(A — \I,)*.

Im néchsten Schritt iiberlegen wir uns, dass H(A, \) ein D-invarianter Un-
terraum ist. Sei dazu v € H(A, \) gegeben, d.h. es gibt eine nattirliche Zahl
k, sodass (A — \I,,)*v = 0. Dann ist (A — A\I,,)*Dv = D(A — \I,,)*v = 0, d. h.
auch Dv gehort zu Kern(A — \I,)F C H(A, \).
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Schreibe ¢p: D — D, v — Av. Nach [Proposition VI.6.20(ii) ist ¢pj, ., ,,
diagonalisierbar. Kénnen wir zeigen, dass Spec(¢pyy,, ,,) genau {A} ist, dann
ist ¢D‘H(A,)\) = Nidg(a,), d. h. ¢p ist auf ganz K™ bestimmt und damit auch D
sowie insbesondere N = A — D.

Sei nun v € H(A, \) ein Eigenvektor von ¢p zum Eigenwert «. Dann ist
Av = (D+ N)v = Dv+ Nv = av + Nu, sodass (A — al,)v = Nv und
nach dem vorher gezeigten haben wir fiir alle natiirlichen Zahlen k, dass
(A — al,)*v = N*v. Weil N nilpotent ist, gibt es einen Exponenten k, sodass
v € Kern(A — al,)¥, d.h. es gilt v € H(A,«). Da sich Hauptriaume trivial
schneiden, aber v # 0 ist, gilt H(A, o) = H(A,\). O

Die Jordan-Normalform erlaubt es uns, unter allen Darstellungsmatrizen
eines Endomorphismus eine besonders schone bzw. einfache bzw. praktische
Darstellungsmatrix auszuwéhlen, die alle wichtigen Daten des Endomorphismus
kodieren, die nicht von der Basis abhéngen. Insbesondere kann man die Jordan-
Normalform verwenden, um einfacher Aussagen tiber Endomorphismen zu
zeigen.

Da die Jordan-Normalform bis auf Reihenfolge der Blocke eindeutig ist, ist
die Jordan-Normalform eine Moglichkeit zu entscheiden, ob zwei Matrizen die
Darstellungsmatrizen desselben Endomorphismus sind.

Mithilfe der Jordan-Normalform kann zum Beispiel entscheiden werden, ob
zwei Matrizen A, B &hnlich sind (d.h. ob es S € GlL,(K) mit A = S~'BS gibt).
Genauer: Sind K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und n eine natiirliche
Zahl, dann hat jede Ahnlichkeitsklasse in K™*" einen Vertreter in Jordan-
Normalform. Aussagen iiber Ahnlichkeitsinvarianten lassen sich besonders
komfortabel iiber die Jordan-Normalform studieren.
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Kapitel VII.

Multilineare Algebra - Teil 1

1. Multilineare Abbildungen

Definition VII.1.1 (Multilineare Abbildung): Seien K ein Korper und V3, ...,V
und W Vektorrdume tber K. Ferner sei M : V; x --- x V,, — W eine Abbildung.
Ist fiir jedes i € {1,...,n} und beliebige v; € V; mit j € {1,...,n} — {i} die
Abbildung V; — W, v — M(vy,...,0;_1,0,Vi11,...,V,) linear, dann heifit M
eine n-fach multilineare Abbildung oder kurz multilineare Abbildung.

Eine 1-multilineare Abbildung eine lineare Abbildung, eine 2-mulitilineare
Abbildung heiit bilinear und ist W = K, dann spricht man von Multilinearfor-
men.

Bemerkung VII.1.2: Seien K ein Korper und Vi, Vo und W Vektorraume iiber
K. Genau dann ist eine Abbildung : Vi x Vo — W bilinear, wenn fiir alle
v, v] €V, vg,vh € Vo und A € K gilt:

B(ui+ vy, vg) = B(v1, v2)+AB(V], v2), B(vi, va+Avy) = B(vr, va)+AB(v1, v3).
Ist nur ein Argument einer multilinearen Funktion der Nullvektor, dann ist das

Bild des entsprechenden Tupels unter der multilinearen Abbildung die Null im
Bild.

Beispiel VII.1.3: (i) Fiir einen Korper K ist
det: K" x -+ x K" — K, (1, ..., v,) — det(vq] ... |vn)

eine n-fache Multilinearform.

(ii) Die skalare Multiplikation K xV — V', (A, v) ist eine bilineare Abbildung.
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(iii) Auf K3 ist das Kreuzprodukt

aq by asbs — agby
KS X K3 — Kg, as |, bg — a3b1 — a1b3
as bs a1by — asby

eine bilineare Abbildung.
(iv) Fir zwei K-Vektorraume V' und W ist die Einsetzungabbildung

Hom(V,W) x V. — W, (¢, v) — @(v)

ist eine bilineare Abbildung.

(v) Seien p, g, r und s natiirliche Zahlen. Dann ist
KP* x K7 x K™% — KP*° (A,B,C) — ABC
eine dreifach multilineare Abbildung.

Definition VII.1.4 (Vertauschungseigenschaften): Seien K ein Korper, n eine
natiirliche Zahl und V und W Vektorraume tiber K. Ferner sei M : V" — W
eine multilineare Abbildung.

(i) Gilt fir alle 0 € S, und vy, ...,v, € V, dass
M (Vo(1ys - - s Vo(n)) = M (v, ..., ),
dann hei3t M symmetrisch.
(ii) Gilt fir alle o € S,, und vy, ..., v, € V, dass
M (Vo1), - - -, Vo(n)) = sgn(o)M(vy, ..., vp),

dann heiit M schiefsymmetrisch.
(iii) Gilt fir alle vy,...,v, € V, fir die es i # j mit v; = v; gibt, dass
M (vy,...,v,) = 0 gilt, dann heiit M alternierend.

Proposition VII.1.5 (Schiefsymmetrisch vs. alternierend): Seien K ein Kor-
per, V- und W Vektorraume tiber K, n eine natirliche Zahl und M : V"™ — W
eine multilineare Abbildung.

(i) Ist M alternierend, dann ist M schiefsymmetrisch.

(ii) Ist M schiefsymmetrisch und ist char(K) # 2, dann ist M auch alternie-
rend.
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Beweis: (i) Sei M alternierend. Aus der Linearen Algebra I ist bekannt,
dass die symmetrische Gruppe S,, von Transpositionen erzeugt wird, d.h.
fir jedes 0 € S, gibt es Transpositionen 79,...,7% mit ¢ = 7, 0--- 0 7}
und sgn(o) = II¥ ,sgn(r;) = (—1)*. Es geniigt also, Schiefsymmetrie fiir
Transpositionen nachzuweisen.

Seien also 1 < i < j <nund 7 = (ij). Fur alle vy,...,v, aus V gilt:

0= M(’Ul,...,Ui_l,’Ui+Uj,1}i+1,...,Uj_l,Ui+Uj,Uj+1,...,’l)n)
= M(Ul,...,Ui_l,l}i,?}i+1,...,’l)j_17Ui,Uj+1,...,Un>
+M(Uh"-7Uifl,viavi+17-"7'Uj717/Uj7Uj+17---7,011)
+M(’Ul,...,Ui_l,Uj,UH_l,...,Uj_l,Ui,Uj+1,...,?Jn)
+M(vl,...,vi_l,vj,viﬂ,...,Uj_l,vj,vj+1,...,vn)
= M(Ulw"avn) +M(Ub"'7Ui717vjavi+1>'"7Uj717vi7vj+17"'7/Un>7
sodass M(vy,...,v,) = (=1)M(v1, ..., 0i_1, V), Vig1s -+, Uj—1, Uiy Ujsdy - - -, Up).

(ii) Seien M schiefsymmetrisch und 1 <14 < j < n. Fur alle vq,...,v, in V
ist

M(Ul, ey Ui, V55 Vg 1y e - - avj—la UZ',U]'+1, Ce ,’Un)
= _M<Ul) <oy Uit Uiy Vi1 -+ -5 Uj—1, Uy Vg1 - - - 7U’n>7
sodass 2M (v1, ..., Vi—1,Vi, Vit1, - -, Uj—1, Vi, Vjt1, - . -, Up) = 0, woraus wegen
char(K') # 2 die Behauptung folgt. O

Beispiel VII.1.6: (i) Die Determinante det: [[} ; K™ — K ist alternierend
und somit auch schiefsymmetrisch.

(i) Das Kreuzprodukt x: K3 x K3 — K3 ist alternierend und schiefsymme-
trisch.

(iii) Mit Fy = Z /27 wird der Kérper mit zwei Elementen bezeichnet. Das
Produkt

SiFQXIFQ—)]FQ, (a,b)l—>ab

ist symmetrisch, da die Multiplikation auf Fy kommutativ ist. Aulerdem ist
das Produkt schiefsymmetrisch, weil [—1] = [1], jedoch nicht alternierend, da
s(1,1) =1 #0.
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2. Bilinearformen

Im Folgenden bezeichnet wir fiir einen K-Vektorraum V' mit
BI(V,K):={8: V xV — K | § Bilinearform}

den K-Vektorraum der K-Bilinearformen auf V. Es handelt sich um einen
Untervektorraum von Abb(V x V| K), d. h. Bl(V, K) wird zu einem Vektorraum
mit den punktweisen Verkniipfungen.

Bemerkung VIIL.2.1: Seien K ein Korper, V ein Vektorraum iiber K und
p € BI(V, K).

(i) Genau dann ist § symmetrisch, wenn fir alle v;,v, € V gilt, dass
5(111,7)2) = 5(02,711)-

(ii) Genau dann ist 8 schiefsymmetrisch, wenn fur alle vy, v, € V' gilt, dass
5(01,1)2) = —5(02701).

(iii) Genau dann ist 8 alternierend, wenn fiir alle v € V' gilt, dass B(v,v) = 0.

Beispiel VII.2.2 (Einheitsform): Seien K ein Korper und n eine nattrliche
Zahl. Dann erklart

f: K" x K" — K, (z,y)%xty:inyi:ytx
i=1
eine symmetrische Bilinearform auf K".

Definition VII.2.3 (Skalarprodukte iiber den reellen Zahlen): Seien K = R
und 5: R™ x R®™ — R eine Bilinearform.

(i) Gilt fur alle v € V — {0}, dass B(v,v) > 0, dann heifit 5 positiv definit.
(i) Ist 8 eine positiv definite, symmetrische Bilinearform, dann heifit 5 ein

Skalarprodukt.

Beispiel VIL.2.4 (fiir Skalarprodukte): (i) Fir K = R ist die Einheitsform
aus [Proposition VII.2.2|ein Skalarprodukt auf R"™ und heif3t Standardskalarpro-
dukt oder auch euklidisches Skalarprodukt.

(ii) Es bezeichne V' = C(]0,1]) den Vektorraum der stetigen Funktionen
f:10,1] — R. Auf V' wird durch

G:VxV —R, (f,g)l—>/0 f(z)g(z)dx

ein Skalarprodukt erklart.
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Bemerkung VII.2.5: Seien K ein Kérper und A = (a;;) € K™*". Durch
Ba: K" x K" — K, (z,y) — ' Ay = y' Az

wird eine Bilinearform erkldrt. Es bezeichne {eq,...,e,} die Standardbasis des
K™ Fir die Bilinearform (4 gilt 54(e;, e;) = et Ae; = a; ;. Insbesondere folgt
fiir zwei n x n-Matrizen A, A’ mit A # A’, dass B4 # Ba. Wir erhalten also
einen injektiven Homomorphismus von K-Vektorraumen

K™ — BI(K", K), Ar— B4.

Genau dann ist die Bilinearform 34 symmetrisch, wenn A = A? gilt und genau
dann ist 34 schiefsymmetrisch, wenn A = —A? ist. Fiir A = I, ist 84 genau
die Einheitsform aus [Proposition VII.2.2| (vergleiche Ubungsblitter 9 und 10
zur Linearen Algebra I aus dem letzten Semester).

Proposition VIIL.2.6: Seien K ein Korper und 5: K" x K™ — K eine Bili-
nearform. Dann gibt es eine Matrizv A = (a; ;) € K™ ", sodass f = Ba. Die
Eintrige der Matriz A sind bestimmt durch a; ; = B(e;, e;).

Die Abbildung K™ — BI(K™, K), A+ (4 aus der vorangegangenen Be-
merkung ist also sogar ein Isomorphismus.

Beweis: Seien x = (71,...,2,)" y = (y1,...,%,)" in K. Dann ist
= 5(2%%2%69‘) = szz%ﬁ (ei, €5) = z' Ay,
i=1 j=1 i=1j=1

d.h. die Wirkung von f ist eindeutig durch die Werte 5(e;,e;), 1 < i,57 < mn,
festgelegt. Die Matrix A heifit Gram-Matriz zu 8 beziiglich der Standardbasis.]

In der Linearen Algebra I haben wir uns davon tiberzeugt, dass wir durch
Wabhl einer (geordneten) Basis B = (by,...,b,) in einem K-Vektorraum V' der
Dimension n einen Isomorphismus V' — K™ erhalten, via

U—szb — Dp(v szez— (v, ..., )"

=1

Proposition VII.2.7 (Gram-Matrix): Seien K ein Korper, V ein endlichdi-
mensionaler K -Vektorraum mit geordneter Basis B = (by,...,b,), 5: VXV —
K eine Bilinearform und G := (¢; j)1<ij<n € K™ die Matriz mit den Eintrd-
gen g; ;= B(b;,b;). Dann gilt fir alle v,w € V:

B(v,w) = Dp(v)'GDpg(w).
Die Matriz G heifit Gram-Matrix von [ beziiglich B.
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Die Aussage zeigt man genau so wie die Behauptung aus [Proposition VII.2.6|
die Eindeutigkeit folgt wie in [Proposition VII.2.5|

Proposition VII.2.8: Seien K ein Kirper, V ein endlichdimensionaler K -Vek-
torraum mit geordneter Basis B = (by,...,b,), 8: VXV — K eine Bilinearform
und sei B" = (b}, ..., b)) eine weitere geordnete Basis von V. Ferner bezeichnen
G die Gram-Matriz von B beziiglich B und G’ die Gram-Matriz von 3 beziglich
B'. Dann gilt

G = DtB’B,GDBJg/

wobei Dp g bestimmt ist durch Dg(v) = Dp g Dp/(v).
Beweis: Fir Elemente v, w von V ist

B(v,w) = Dp(v)'GDp(w)
== (DBVB/DB/(’U))tG(DB7B/DB/(w)) = DB/(U)tDtB’B/GDBVB/DB/@U),

d.-h. G" = D} pGDp g wegen der Eindeutigkeit der Gram-Matrix. O

Definition VII.2.9 (Orthogonalitiit): Seien K ein Korper, V ein Vektorraum
iiber K und : V x V — K eine symmetrische Bilinearform.

(i) Zwei Elemente v, w von V mit f(v, w) = 0 heiflen orthogonal.
(ii) Fir eine Teilmenge M C V heifit

M* :={v €V |Fiir alle w € M ist B(w,v) = 0}

das orthogonale Komplement von M in V. Es handelt sich wegen der
Bilinearitdt von  um einen Untervektorraum von V. Aulerdem gilt
M C (M)t

(iii) Seien U; und U, Untervektorrdume von V. Gilt fir alle v € Uy und alle

w € Us, dass B(v,w) = 0, dann schreiben wir U; L Us. Insbesondere ist
ULU.

Beweis: Wir wollen zeigen, dass in Situation von (ii) tatsichlich M C (M*)*.
Sei dazu v € M gegeben. Fiir alle w € M+ ist 0 = B3(v,w) = B(w,v), sodass
ve (M)t O

Definition VII.2.10 (Orthogonalsystem und Orthogonalbasis): Seien K ein Kor-
per, V ein Vektorraum tber K und g: V x V — K eine symmetrische Biline-
arform. Sind vy, ..., v, Elemente von V', sodass fir alle 1 <i,5 < k mit i # j
gilt B(v;,v;) = 0, dann heiBt (vy, ..., v;) ein Orthogonalsystem beziglich 5. Gilt
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sogar (v, v;) = 0,5, dann heiit (v, ..., v;) ein Orthonormalsystem beziglich
B. Ist B aus dem Kontext klar, dann lassen wir den Zusatz ,beziiglich 3“ auch
weg.

Ist (vy,...,v;) eine Basis und gleichzeitig ein Orthogonalsystem beziehungs-
weise ein Orthonormalsystem, dann heifit (vy,...,vx) eine Orthogonalbasis
beziehungsweise eine Orthonormalbasis.

Auch firr Bilinearformen 5: V x V — K die nicht symmetrisch sind, ldsst
sich das Konzept von Orthogonalitat erkldren — allerdings miissen wir dann
unterscheiden zwischen Linksorthogonalitiat und Rechtsorthogonalitat, d. h. wir
erhalten Mengen M und M-*. Darauf wollen wir aber im Rahmen dieser
Vorlesung nicht weiter eingehen.

Definition VII.2.11 (Anisotrop): Seien K ein Korper, V' ein Vektorraum tiber
K und g: V x V — K eine symmetrische Bilinearform auf V. Gibt es ein
v €V —{0} mit B(v,v) = 0, dann heifit § isotrop. Ist § nicht isotrop, dann
heifit S anisotrop.

Satz 26 (Fourierformel): Seien K ein Korper, V ein Vektorraum tber K,
B:V xV — K eine symmetrische anisotrope Bilinearform und (vy, ..., vg) ein
Orthogonalsystem beziiglich B, vy, ..., vx # 0. Dann gilt:

(i) Ist v € Lin(vy,...,wv), d. h. gibt es A,...,\ € K mit v = X% | N\,
dann gilt fir 1 <i<k:

/\i _ B(Ua Ui) '
/B(U’i7 Ui)
(ii) Die Vektoren vy, ..., vy sind linear unabhdngig.

Beweis: Zu (i): Wir haben
k k
ﬁ(% Ui) = 5(2 )‘jvjavi) = Z )\jﬁ(UjJUi) = )\iﬁ(’Uz‘, Uz'),
=1 j=1

und da [ anisotrop ist, diirfen wir durch §(v;, v;) teilen, was die Behauptung
liefert. Aussage (ii) ist nun eine direkte Konsequenz. O

Satz 27 (Orthogonalisierungsverfahren nach Gram, Schmidt): Seien K ein Kor-
per, V' ein endlichdimensionaler Vektorraum tber K mit Basis (vq, . ..,v,) und
0:V xV — K eine symmetrische anisotrope Bilinearform. Rekursiv definieren
wir Vektoren wq,...,w, durch

at (wi,/U[)
w1 ‘== Wy = Vyp — —W;.
’ 2:21 5(w’tuwz) ’

Dann gilt:
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(i) Das Tupel (wy,...,w,) ist eine Orthogonalbasis von V.
(i) Fir jedes 1 <€ <n gilt Lin(wy, ..., wy) = Lin(vq, ..., vp).

Beweis: Aussage (ii) folgt induktiv aus der Definition der w,, denn der Vektor
S B(wi, o)/ B(wy, w; )w; gehort zu Lin(wy, . .., we_y) = Lin(vy, ..., ve_1).

Zu Aussage (i): Wir zeigen per Induktion iiber 1 < ¢ < n fir 1 <i,5 </
mit ¢ # j, dass f(w;, w;) = 0. Fiir den Induktionsanfang ist nichts zu zeigen.
Die Aussage gelte nun fir ¢ — 1. Per Induktionsvoraussetzung gilt also fiir
1<i,j<{l—1undi# j, dass f(w;,w;) = 0. Fiir beliebiges 1 < j < ¢ —1 ist

ﬁ(wjaW):ﬁ(wﬁW Z (<1:U:Ui)) )

= B(wj,ve) — Z Bluy, v eiﬁ( w;, w;)

Bwi, w;
6<wj7 W)
Bw;, ve) ﬁ(wj,wj)ﬁ<wj’wj) B(wj, ve) — B(wy, ve)
Insbesondere liefert zusammen mit (ii), dass (wy, ..., w,) eine Ortho-
gonalbasis bildet. 0

Definition VII.2.12 (Orthogonale Projektion): Scien K ein Koérper, V' ein Vek-
torraum iiber K, 8 eine symmetrische anisotrope Bilinearform.

(i) Sind U; und U, orthogonale Unterrdume von V', dann ist Uy +Us = U;®Us,
d. h. die Summe ist direkt.

(ii) Ist V ein endlichdimensionaler Vektorraum, dann ist V = U & U*L. Die
Abbildung

T V=UaU+t—T, v=u+u —u
heiflt orthogonale Projektion.

Proposition VII.2.13 (Satz des Phytagoras): Seien K ein Korper, V ein Vek-
torraum tber K und (3 eine symmetrische Bilinearform. Sind v und w Elemente
von V' mit f(v,w) =0, dann ist

B+ w0+ w) = B, v) + Alw,w).
Beweis: Mit der Bilinearitdt von  rechnen wir nach:

Bv+w,v+w) = B(v,v) + Bv,w) + f(w,v) + f(w,w) = B(v,v) + B(w,w).
OJ
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3. Linearformen und der Dualraum

In diesem Abschnitt mochten wir Linearformen, d.h. lineare Abbildungen
f:V — K von einem K-Vektorraum V' in den Grundkorper K, systematisch
untersuchen und den Dualraum V* := Hom(V, K) einfiithren. Dabei erhalten wir
folgende zentrale Ergebnisse: Erstens ist V' ein endlichdimensionaler Vektorraum,
dann ist V' isomorph zu seinem Dualraum. Jedoch gibt es nicht einen eindeutigen
Isomorphismus V' — V* | fiir jede Basis von V oder jede ,, geeignete” Bilinearform
erhalten wir einen Solchen. Zweitens gibt es einen nattirlichen Morphismus von
V nach V**  den sogenannten Bidualraum von V.

Definition VII.3.1: Seien K ein Korper und V ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum.

(i) Eine lineare Abbildung f: V — K heifit Linearform oder lineares Funk-
tional.
(ii) Die Menge V* := Homg(V, K) = Hom(V,K) = {f: V — K linear}

heiit Dualraum von V.

Als Untervektorraum von Abb(V, K) ist Hom(V, K) ein K-Vektorraum (na-
ttrlich mit den punktweisen Verkniipfungen).

Beispiel VIL.3.2 (fiir Linearformen): (i) Sei V der K-Vektorraum K*. Dann

ist
T 15

fV—K, T >—>(1 2 3) To | =21 + 229 + 323
T3 T3

eine Linearform auf V' wegen der Rechenregeln fiir Matrizenmultiplikation.
Allgemein gilt (K™)* = K*".

(ii) Sei V' der Vektorraum der stetigen Funktionen f: [0, 1] — R. Dann ist
1
I:C([0,1]) — R, h r—>/ h(x) dx
0

eine Linearform. Fiir ein festes xy € [0, 1] ist auBerdem auch

d
feo *

: C([0,1]) — R, h — B/ (z0)

=x0

eine Linearform auf V. Genauso ist Auswertung in xo, d.h. A, : h — h(zo)
eine Linearform auf V.
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(iii) Ist V ein K-Vektorraum, ist 5: V x V — K eine Bilinearform und ist
w € V ein Element, dann ist L,,: V — K, v — [(v,w) eine Linearform.

Bemerkung VII.3.3 (Beschreibung des Dualraums V*): Seien K ein Kérper
und V' ein K-Vektorraum mit Basis B.

(i) Nach dem Fortsetzungssatz aus der Linearen Algebra I ist die Abbildung
Rp: V' =Hom(V, K) — Abb(B, K), f—fls

ein Isomorphismus. Insbesondere gilt V* = Abb(B, K)).
(ii) In der Linearen Algebra I haben wir die Koordinatenabbildung

Dp:V — Abbo(B,K) = {h: B— K | #{b€ B | h(b) # 0} < 0o}

als Isomorphismus von K-Vektorrdumen kennengelernt. Das heifit wir erhalten
einen injektiven Homomorphismus

Oy :=Rz'oDp: V — V*, v="> > ADb)b+— f

beB

wobei f diejenige Abbildung mit f(b) = A(b) ist.

Bemerkung VII.3.4 (Duale Basis): Seien K ein Koérper und V' ein endlichdi-
mensionaler K-Vektorraum mit geordneter Basis B = (by,...,b,). Die Ho-
momorphismen aus |[Proposition VII.3.3| lassen sich in diesem Fall wie folgt
angeben:

() Bp: V* = K0 e (f(ba)s -, f(ba),

In dieser Situation ist ©p sogar ein Isomorphismus.

(iii) Fur 1 <i < n, setze b} := Op(b;). Das Tupel B* := (b,...,b") ist eine
geordnete Basis von V*, die sogenannte zu B duale Basis. Es gilt insbesondere
b (bj) = 0i;-

(iv) Fir B* = (b7,...,0}) ist b} (v) die i-te Koordinate von Dg(v), genauer:
Fir v =71 \ib; ist

bi(0) = 8 (oAb ) = Y ABi(b) = Abi) = A
=1 j=1
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(v) Fir B* = (b},...,b%) gilt: Ist f = >, f;b! eine Linearform auf V', dann
ist Dp«(f) = (f(b1),..., f(by)). Fir v =", \;b; ist namlich

)= 13 M) = S ASB) =SB 0)FB) = 3 S0 ),

d.h. f=>0", f(b;)bf wie gewiinscht.

Beispiel VIL.3.5: Es sei V = P, = {p € R[X] | deg(p) < 2} zusammen mit der
Standardbasis B = (bg, b1, by) = (1, X, X?). Fiir ein p = ag + a1 X + a2 X? aus
V ist bf(p) = a;, was uns die b} als Abbildungen beschreibt.

Wollen wir das Funktional Ay: P, — R, p — p(2) in der dualen Basis
ausdriicken, dann miissen wir nach der vorangegangenen Bemerkung die Werte
von A2 auf bo,bl, b2 bestimmen. Es sind AQ(bO) = ]., Ag(b1> = 2, A2<b2) = 47
d.h. Dp-(A42) = (1,2,4)", also Ay = b}, + 205 + 4b3.

Definition VII.3.6 (Duale Abbildung): Seien K ein Koérper, V; und Vs zwei
K-Vektorrdume und ¢: V; — V5 eine lineare Abbildung. Dann ist

¢ Ve — Vi, fr—=fo¢

eine lineare Abbildung und heifit die zu ¢ duale Abbildung oder einfach duale
Abbildung zu ¢.

Beweis: Seien f und g beliebige Elemente von V" und X irgendein Element von
K. Wir wollen iiberpriifen, ob ¢* linear ist, d.h. ob ¢*(f + g) = ¢*(f) + ¢*(9)
und ¢*(Af) = A@*(f). Diese Gleichheit von Abbildungen von V; nach K rechnen

wir auf einem beliebigen Element von V; nach. Fiir so ein v ist

o*(f +9)(v) = ((f +9) o 9)(v)
= (f +9)(o(v))
= f(o(v)) + g(d(v)) + ¢"(f)(v) + ¢"(9)(v) = (¢"(f) + ¢"(9))(v),

sowie

¢"(Af) () = (Af) 0 d)(v) = Af(p(v)) = Ap"(f)(v). D

Beispiel VIL.3.7: Seien V = P3 = {p € R[X] | deg(p) < 3}, B= (1, X, X?, X3)
und ¢: V — V die Ableitung, d. h.

¢(G3X3 + a2X2 + (llX + ao) — 3a3X2 + QCLQX + aq.
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Die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich B kénnen wir einfach ausrechnen und
erhalten

Dp p(¢) =

o O OO

S O =
S O NN O
S W o O

0

Wie kénnen wir jetzt die duale Abbildung ¢*: V* — V* beschreiben? Die duale
Abbildung ¢* schickt ein Funktional auf die Prakomposition mit ¢, d. h. die
Abbildung, die ein Polynom p auf f(¢(p)) = f(p’) schickt. Fur die duale Basis
by, . .., b5 erhalten wir

¢*(by) = (p = by(p) = a1) = b}
¢*(b7) = (p = b1(p')) = 2a9) = 205
@™ (b3) = (p = b5(p') = 3az) = 303
¢"(b3) = (p—=>b3(p) =0) =0

d. h. die Abbildungsmatrix von ¢* beziiglich B* ist gegeben durch

0000

. 1000
DB*,B*(¢): 0200
00 30

Proposition VII.3.8 (Abbildungsmatrix fiir duale Abbildung): Seien Vi und
Vy endlichdimensionale Vektorraume tiber K mit Basen B = (by,...,b,) und
C=(c1,...,cm), ¢: Vi = Vi eine lineare Abbildung und A := D¢ g(¢). Dann
ist die Darstellungsmatriz Dp« c«(¢*) der dualen Abbildung ¢*: Vi — Vi
gegeben durch Dp« o«(¢*) = A"

Beweis: Seien g € V" und fiir 1 < ¢ < n bezeichne a; := g(¢;). Wir haben das
kommutative Diagramm

i — s K
DBJ D‘c lid
<+
K T Az K Y= (A1 4y )Y K

Insbesondere gilt (g o ¢)(v) = (o, ...,an)ADg(v). Das Diagramm fiir die
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3. Linearformen und der Dualraum

Abbildungsmatrix der dualen Abbildung ist

vy — vy

Dc*l lDE

K" — K"
Dpx cx(¢%)

und aus dem vorangegangenen Diagramm erhalten wir
(god(br)|...lgod(by)) = (a1, .., am)Al = (aq,...,an)A,
sodass (go@(b1),...,g09(b,)) = A(aq, ..., )t d h. y — Aly macht das Dia-

gramm fiir die Abbildungsmatrix Dp« o« (¢*) kommutativ und die Behauptung
folgt. U

Definition VII.3.9 (Einsetzungshomomorphismus): Seien K ein Kérper, V' ein
K-Vektorraum und v € V' gegeben. Die Abbildung

AV — K, fr— f(v)

nennen wir Finsetzungshomomorphismus. Der Einsetzungshomomorphismus
A, ist eine Linearform, d.h. A, gehort zu (V*)*.

Proposition VII.3.10 (Einbettung in Bidualraum): Seien K ein Kérper und
V' ein K-Vektorraum. Setze

VvV — VT, v— Ay,

wobei A, den Finsetzungshomomorphismus aus|Proposition VII.3.9 bezeichnet.
Dann gilt:

(i) Die Abbildung v ist linear,
(ii) Die Abbildung ist injektiv.

Beweis: (i) Seien v; und vy in V und A € K. Dann gilt

w(vl + UQ) = Am—l—vg
= (f = flui+v2) = f(vr) + f(v2)) = Ay, + Ay, = (1) + 1P (v2).

Analog rechnet man nach, dass ¥(Av) = A (v).
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(ii) Sei v € Kern(), d.h. A, = 0. Dann gilt fur alle f € V* dass f(v) = 0.
Es gibt eine Basis B von V. (Wir werden am Ende der Vorlesung zeigen, dass
das auch fiir unendlichdimensionale Vektorraume gilt; dazu bendtigt man das
sogenannte Lemma von Zorn). Fir b € B, definiere b* durch lineare Fortsetzung
von b+ 1 und & — 0 fiir ¥ € B — {b}. Schreibe v = Y ,c5 A(b)b. Fir jedes
b e Bist b*(v) =0 = A(b), d.h. v muss der Nullvektor sein. O

Der K-Vektorraum V' kann via ¢ aufgefasst werden als Untervektorraum
von V** und falls V' endlichdimensional ist, dann werden V und V** sogar
kanonisch identifiziert, denn wegen dim V** = dim V* = dim V' ist ¢/ dann ein
Isomorphismus.

Proposition VII.3.11 (Kanonische Einbettung in Dualraum via Bilinearform):
Seien K ein Korper, V' ein Vektorraum tiber K und 3:V xV — K eine ani-
sotrope Bilinearform. Fir ein festes w € V ist Ly,: V — K, v — (v, w) eine
Linearform. Fir

Op: V. — V7", w— Ly,

gilt:

(i) Die Abbildung ©g ist linear.
(ii) Die Abbildung Og ist injektiv.

(iii) Ist V' endlichdimensional, dann ist ©g ein Isomorphismus.

Beweis: (i) Das ist klar wegen der Bilinearitat von 3.

(i) Ist w € V mit L,, = 0, dann gilt fur alle v € V, dass L, (v) = 0, d. h.
fir alle v € V ist 5(v, w) = 0. Insbesondere ist dann auch f(w,w) = 0, sodass
die Anisotropie w = 0 erzwingt.

(iii) Das folgt aus dim V* = dim V. O

Bei Anwendungen von [Proposition VII.3.11]ist § haufig ein Skalarprodukt
iiber R. Die Aussage [Proposition VII.3.11]ist ein Spezialfall des Satzes von
Riesz.

Einen Vektorraum V' tber K € {R, C} zusammen mit einem Skalarprodukt
heifit Pra-Hilbertraum. Auf V' wird durch

d(v,w) == (v —w,v — w)/?

eine Metrik erklart. Ist (V,d) ein vollstandiger metrischer Raum, dann heiit V'
Hilbertraum.
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3. Linearformen und der Dualraum

Satz (von Riesz): Seien V' ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-) und ©.
die Abbildung aus|VIIL.3.11. Dann ist

@(.’.>: Ve— (V*)tOp

ein Isomorphismus. Hierbei bezeichnet (V*)'P = {f € V* | f ist stetig} den
topologischen Dualraum von V.

Beachte, dass die Aussage des Satzes von Riesz auch fiir unendlichdimensio-
nale Hilbertraume gilt.

Bemerkung VII.3.12: Seien V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber K
und B: V x V — K eine anisotrope Bilinearform.

(i) Ist B eine Basis von V, G die Gram-Matrix von /8 beziiglich B und B*
die duale Basis zu B von V*, dann gilt Dp- 5(O5) = G. Insbesondere gilt fiir
fir ein w € V, dass Dpg=(L,) = GDp(w).

(ii) Sei nun = (-,-) ein Skalarprodukt auf V. Via ©4 kann (-,-) auf V*
iibertragen werden durch

(f.9)v-=(05"(f). 05" (9)).

Insbesondere gilt fir alle v,w € V, dass (©3(v),Os(w))y+ = (v, w), d. h. Oy
ist eine Isometrie (siehe spéter).

(iii) Das Kreuzprodukt kann mithilfe des Satzes von Riesz koordinatenfrei
definiert werden.

Aussagen (i) und (iii) werden Sie sich auf einem kommenden Ubungsblatt
genauer ansehen diirfen.

Satz 28 (iiber den Dualraum): Seien K ein Korper und V' ein K-Vektorraum.

(i) Jede Basis B von V definiert durch ©p: V — V* v = 3.5 AN(b)b —
>aen A(D)b* eine Identifikation von V' mit einem Untervektorraum des
Dualraums V*. Ist V endlichdimensional, dann ist © g ein Isomorphismus.

(ii) Jede anisotrope Bilinearform [3: V xV — K definiert durch ©g: V — V*,
w — L, = p(-,w) eine Identifikation von V' mit einem Untervektorraum
von V*. Ist V' endlichdimensional, dann ist ©g ein Isomorphismus.

(iii) Durch V.— V* v — A, = (f — f(v)) erhalten wir eine kanonische
FEinbettung von V' in V**. Ist V endlichdimensional, dann handelt es sich
um einen Isomorphismus.
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Der Dualraum verdankt seinen Namen dem lateinischen Wort , dual®, welches
wzweifach®, oder ,,zwei betreffend“ heifit. Hier ist dual am besten zu verstehen
als ,, gegenldufig”, oder ,Pfeile drehen sich um* — gemeint sind Abbildungspfeile.

Zum Beispiel in der Analysis oder der Geometrie haben Dualraume vielfaltige
Anwendungen. Ein prominentes Beispiel sind Tangentialraume und Kotangenti-
alrdume. Ist beispielsweise X eine Fliche im R? und p ein Punkt der Fliche X,
dann heften wir einen R-Vektorraum 7, X, den Tangentialraum an X in p, an
diese Flache an. Diesen Vektorraum konnen wir uns vorstellen als den Graph
der linearen Abbildung, die die Fliche X in p ,am besten approximiert“[] Auf
natiirliche Weise ist dieser Tangentialraum in den umgebenden R? eingebettet
und erbt so das Standardskalarprodukt.

Ist f: X — R eine stetig differenzierbare Funktion, und gehort v zu T,.X,
dann heifit D, f(p) die Richtungsableitung in Richtung p. Wir erhalten eine
Abbildung

Df(p): T,X — R, v+— D, f(p).

Diese Abbildung Df(p) gehort zum Dualraum von 7,X, dem sogenannten
Kotangentialraum, der tiblicherweise mit 77X bezeichnet wird. Nach dem Satz
von Riesz gibt es genau einen Vektor w € T, X, sodass fiir alle v € T, X gilt:
D, f(p) = (v,w). Dieser spezielle Vektor heifit Gradient von f in p.

4. Tensorprodukte

Seien Vi, V5 und W Vektorrdume iiber dem selben Korper K. In diesem
Abschnitt mochten wir ,,die Mutter aller bilinearen Abbildungen V; x Vo — W*
kennen lernen. Die fithrt zum Begriff des Tensorprodukts Vi ®x V5.

Dieses Konzept hat viele Anwendungen in der Analysis, der Geometrie und
wird insbesondere in vielen Ingenieurswissenschaften hiufig gebraucht.

Fiir einen K-Vektorraum V und einen Untervektorraum U haben wir in der
Linearen Algebra I den besonderen Vektorraum V/U kennengelernt. Dieser
hief3 ,Quotientenvektorraum® oder auch , Faktorraum® und war definiert als
die Menge der Aquivalenzklassen V/U = {[v]. | v € V'} beziiglich der auf V/
erkliarten Aquivalenzrelation

v~w = v —w € U,

welchen wir per [v] + [w] := [v+w] und A[v] := [Av] eine K-Vektorraumstruktur
aufgeprigt haben. Fiir ein v € V ist die Aquivalenzklasse [v] genau die Menge

st X beispielsweise der Graph einer differenzierbaren Funktion, dann ist der Tangential-
raum in einem Punkt der Graph der totalen Ableitung dieser differenzierbaren Funktion
an einer geeigneten Stelle.
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4. Tensorprodukte

v+ U = {v+u | u € U}. Die Restklassenabbildung 7: V' — V/U, v +— [v] heifit
kanonische Projektion und ist per Konstruktion der K-Vektorraumstruktur
von V/U trivialerweise eine lineare Abbildung.

AuBlerdem haben wir den Homomorphiesatz in der Linearen Algebra I kennen-
gelernt: Fiir K-Vektorraume V und W, eine lineare Abbildung ¢: V' — W und
einen Untervektorraum U C V mit U C Kern(¢) haben wir das kommutative
Diagramm

vV —— VU

quj

1%

Das heifit es gibt genau eine lineare Abbildung ¢: V/U — W mit pom=o.

Bemerkung VII.4.1: Seien K ein Korper, n und m natiirliche Zahlen, V} := K",
Vo= K™ und T := K™*™. Ferner sei

T:VixVy—T, (z,y) — xy'.
Dann gilt:

(i) Die Abbildung 7 is bilinear.

(ii) Fir die Standardbasen (eq,...,e,) und (e},..., e}, ) die Standardbasen
von K™ beziehungsweise K™ gilt 7(e;, €;) = Ej j, wobei E; ; die Element-
armatrix in K™*™ bezeichnet, die durch E; ; = (0;10;¢)1<k,e<n definiert
ist.

Beispiel VII.4.2: Seien V; = R2, V5, = R? und T = R?*3. Fiir die Abbildung 7

aus |Proposition VII.4.1| haben wir beispielsweise
1 1 1 10 2
) g e a- (G0 )
2
0 0 0 000
A0 - (e o= 1)

Proposition VII.4.3 (Universelle Abbildungseigenschaft): Die Abbildung T aus
[Proposition VII.4.1| hat folgende Eigenschaft: Fiir jeden K-Vektorraum W und
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jede bilineare Abbildung 5: Vi x Vo — W gibt es genau eine lineare Abbildung
¢o: T — W mit pot =[5, d. h. wir haben das kommutative Diagramm

K" x K™ =V, x V, ™ Ylineerp _ frnxm

¢ linear
B bilinear v

w

Beweis: Wieder bezeichne (eq, ..., e,) beziehungsweise (¢}, ..., e, ) die Stan-
dardbasis von K™ beziehungsweise K. Die Menge der Elementarmatrizen
{E;;|1<i<mn,1<j<n} bildet eine Basis von T' = K"*"™.

Nach dem Fortsetzungssatz fiir lineare Abbildungen gibt es genau eine lineare
Abbildung ¢: T'— W mit ¢(E; ;) = B(e;, €;) und fiir dieses ¢ gilt tatsichlich

¢oT = [f. Seien dazu v ="' ; \je; in V4 und w = P )\;e; in V5. Dann ist

(7 (v, w) (T(Xn:)\lez,i)\ ))

i j=1
¢(

=1
Do AiNT(es €] )
17

M:

i=1j5=1

.

I
M=

/\i)\;¢(7'(6i, e;))

AN B(er e5) = (ZAe,,ZA >_ w).

1

<.
I

I
NE
Ms

% 1

1j

Auflerdem ist ¢ eindeutig, da insbesondere ¢poT(e;, €}) = B(e;, €)) gelten muss.O]

Beispiel VII.4.4: Seien V; = Vo = K" und 7: K" x K™ — K™" (z,y) — zy".
Ferner sei 3: K" x K™ — K die Einheitsform, d.h. f(x,y) = z'y. Was ist
die Abbildung ¢: K™*"™ — K aus der vorangegangenen Proposition? Auf den
Elementarmatrizen £; ; muss ¢ folgendes machen:

O(E;;) = Blei, e;) = ejej = 6.

Fir eine Matrix A = (q; ;) € K™*" ist also

= ¢<Zzai,jEi,j> = ZZ ai,j5i,j = Zam,
i=1

i=1j=1 i=1j=1

d.h. ¢(A) gibt die Summe der Diagonaleintrige von A zuriick.
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Definition VII.4.5: Seien K ein Kérper, n eine natiirliche Zahl und A = (a; ;)
in K™ eine Matrix. Dann heif}t

tI‘(A) = Zai,i e K
=1

die Spur von A. Die Abbildung tr: K" — K, A — tr(A) ist eine lineare
Abbildung, d.h. insbesondere tr € (K"™*")*.

Das Tupel (T, 7) aus [Proposition VIL.4.3|nennt man auch ein Tensorprodukt
von Vi und V5. Dadurch, dass wir uns bereits fiir beliebige natiirliche Zahlen n
und m davon tberzeugt haben, dass K™ und K™ ein Tensorprodukte haben,
haben wir allgemeiner fiir endlichdimensionale Vektorraume die Existenz von
Tensorprodukten etabliert. Es ist allerdings ein natiirliches Bediirfnis, solche
Tensorprodukte auch fiir unendlichdimensionale Vektorraume zu haben, wie zum
Beispiel fiir Polynomringe. Damit wollen wir uns im Folgenden beschéftigen.

Definition VII.4.6 (Tensorprodukt): Seien K ein Korper, Vi, Vo und T' Vek-
torrdume iiber K und 7: V; x V5 — T eine bilineare Abbildung. Gibt es fiir
jeden K-Vektorraum W und jede bilineare Abbildung 3: V; x Vo — W genau
eine lineare Abbildung ¢: T'— W mit ¢ o 7 = 3, dann heifit das Tupel (7', 1)
ein Tensorprodukt von Vi und V5 iber K.

Notation VII.4.7: In der Situation von [Proposition VII.4.6|schreiben wir fiir
das Tensorprodukt V) @ Vo := Vi ® V5 := T und fir v; € Vi, vy € V5 schreiben
wir v ® vy 1= T(v1, Va).

Wir werden zeigen: Je zwei K-Vektorrdume V und W haben ein Tensorpro-
dukt, und Tensorprodukte sind eindeutig bis auf Isomorphie.

Satz 29 (Existenz von Tensorprodukten): Seien Vi und Vy Vektorriume diber
K. Dann existiert ein Tensorprodukt (T, T) von Vi und Vs, iber K.

Fiir endlichdimensionale Vektorrdume V; und V5 liefert [Proposition VII.4.1]
das Gewiinschte. In dieser Situation haben wir {(e;, €}) [ 1 <i <n,1 < j <m}
auf die Basis {E;; | 1 <i<n,1 <j <m} von K" abgebildet.

Erinnerung VII.4.8 (Abbildungen mit endlichem Triger): Seien M eine Men-
ge und K ein Korper.

(i) Fir eine Abbildung f: M — K heifit Tr(f) :={m € M | f(m) # 0} der
Trager von f.
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(ii) Wir schreiben
Abby(M,K) :={f: M — K | #Tr(f) < oo} C Abb(M, K)

fiir den Untervektorraum der Abbildungen mit endlichem Tréger.
(iii) Fir m € M bezeichne f,,: M — K die Abbildung mit

1, fallsm=m',

fm(m/) = {

0, sonst.
Die Menge {f,, | m € M} bildet eine Basis von Abby(M, K).

Beispielsweise fiir M = 7 ist Abbg(M, K) die Menge der endlichen K-
wertigen Folgen indiziert tiber Z. Fiir M = R? und (0,0) € R? ist

1, fallsxz=0und y =0,

R xR, T,Y) —
f(o,o) (z.9) {0, sonst.

Beweis (von [Satz 29): Im ersten Schritt mochten wir uns einen ersten (zu
grofien) Kandidaten fiir unser Tensorprodukt einfiihren. Wir setzen

F := Abby(V] x Vs, K), T: Vix Vo —F, (v1,02) = fo1,00)

mit f(, v,) Wie in|Proposition VI1I.4.8/ Bis jetzt gut an diesen Kandidaten fiir
T und 7 ist, dass wir eine Basis { f(y,.00) | (v1,v2) € Vi X V2} von F kennen,
d. h. fir jeden K-Vektorraum W und jede Abbildung 3: Vj x Vo — W erhalten
wir per Fortsetzungssatz eine eindeutige lineare Abbildung gg: F — W mit
$om = B. (Dazu definieren wir ¢ auf der Basis durch Qg(f(vl,w)) = B(v1,v2).)
Schlecht ist, dass 7 weit entfernt davon ist, bilinear zu sein.

Im zweiten Schritt méchten wir unseren Kandidaten verbessern. Fiir alle
vy, V) € Vi, vg, v € Vo und oy, s € K brauchen wir, dass

T(Qqv1 + v, agvg + vh) = @it (v, v2) + a7 (v, Vh) + T (v, v2) + T (U7, Vh).

Wir wollen im Folgenden durch geeignete Quotientenbildung ,erzwingen®, dass
genau das gilt, was wir uns Wﬂnschenﬂ Sei R der Untervektorraum von V', der
von den Elementen

{f(awl—i-vi,agvg-i-vé) - a1a2f(v1,vg) - Oélf(m,vé) - OéQf(vi,vg) - f(v’l,vé)}

2Gelegentlich nennt man so etwas auch ,,Pippi-Langstrumpf-Mathematik®,
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erzeugt wird. Wir setzen T' := F/ R, bezeichnen mit 7 die kanonische Projektion
7: F — T = F/R und definieren 7: V; x V5 - T = F/R durch 7 := wo 1y,
also (v1,v2) = [for0)] = fwiwe) + R. Dieses 7 ist tatsdchlich bilinear: Fiir
vy, vy €V, vg,vy € V' und ay, a9 € K gilt per Definition von 7' = F/R und
per Definition der Vektorraumstruktur auf 7', dass

T(ayvy + V], agvy + vy)
= [f(avr 0] azva o)
= [ florwp) + Q2 f @) 00) + Fror ) + @102 f(0 00)]
= a10:2[ f(o,00)] + Q1 fror,0)] + 2 for 0] + [f) )]
= ayaaT(v1, v2) + a1 T(vy, vy) + T (v, ve) + T(V), V).

Durch die Definition von T und 7 haben wir die folgende Erweiterung des
Diagramms von oben:

VixVy —— F —"— T=F/R
I
w

A

Ko6nnen wir zeigen, dass R C Kern(¢), dann folgt aus dem Homomorphiesatz,
dass es eine lineare Abbildung ¢: T — W gibt, die das rechte Dreieck im
Diagramm kommutativ macht, d. h. die ¢ o m = ¢ leistet. Insgesamt ergibt das

por=gomorn =domn =p,

A~

d.h. wenn R C Kern(¢), dann ist (7, 7) ein Tensorprodukt von V; und V5.
Um zu zeigen, dass R im Kern von ¢ liegt, gentigt es, das fiir die Erzeuger
nachzurechnen. Fir vy, v] € Vi, vy, vy € V5 und oy, ay € K gilt

¢(f(alvl+vll,a2vz+vé)>
= B(ayvy + v}, agvy + vy)
= 106 (v1,v2) + o1 By, v5) + B0, v2) + B(vy, v3)
= a1000(f(o100)) T 1O(flor.0p) + O(fw) 02)) + O(fw) )

was mit der Linearitat von gg die Behauptung liefert. Schlieffich ist ¢ eindeutig,
weil {[fiv,00)] | 11 € Vi,v2 € Va} ein Erzeugendensystem fiir 7' ist. O

Da wir v1 ® va = 7(v1,v2) = T(f(,,0,)) Vereinbart haben, und die Menge
{fwr,00) | 11 € V1,02 € Vi } eine Basis von F ist, ist {v1 ® va | v1 € Vi, vy € Va}
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ein Erzeugendensystem von T = V] ®k V5. Das bedeutet: Nicht jedes Element

von V1 ® V5 ist von der Form v; ® vo; ein beliebiges Element von V; ® V5, konnen

wir aber als endliche Summe von Elementen der Form v; ® v9 schreiben.
Sind > 4 rv; € V4 und Z;”:l sjw; € Vs, dann ist

n m n m
(Z m%) & ( Z Sjwj> = T(Z r;V;, Z sjwj>
=1 j=1 i=1 j=1
n m n

=D misiT(viwy) = )Y Tisiv @ wj.

i=1j=1 i=1j=1

Proposition VIL.4.9: Seien K ein Korper, Vi und Vo Vektorrdume tiber K. Ein
Tensorprodukt (T, ) von Vi und Vy ist eindeutig bis auf eindeutige Isomorphie,
d.h. sind (T, 1) und (T',7") Tensorprodukte von Vi und V4 tiber K, dann gibt
es einen eindeutigen Isomorphismus ¢: T — T' mit 7/ = ¢ o T.

Beweis: Wir befinden uns in der Situation

VixVy ——=T

S

T/

und sowohl 7: V4 x Vo — T als auch 7/: V4 x Vo — T" sind bilinear. Uber die
universelle Abbildungseigenschaft von (7, 7) erhalten wir also eine eindeutige
lineare Abbildung ¢: T — T’ mit ¢ o 7 = 7" und wegen der universellen
Abbildungseigenschaft von (77, 7') gibt es eine eindeutige lineare Abbildung
: T =T mitpor =r.

Wir haben also (¢ o ¢) o7 =1 o7/ = 7 und auflerdem ist id o7 = 7. Wegen
der Eindeutigkeitsaussage in der universellen Abbildungseigenschaft fir (7, 7)
erhalten wir ¢ o ¢ = id. Analog erhalten wir, dass ¢ o @) = id. Damit ist ¢ ein
eindeutiger Isomorphismus mit Inverser . 0

Proposition VII.4.10: Seien K ein Korper, Vi und Vs zwei Vektorrdume tber
K und B eine Basis von V| sowie C eine Basis von V,. Dann ist

D={b®@c|beB,ceC} VW
eine Basis von Vi @ V.

Beweis: Wir haben zu zeigen, dass D das Tensorprodukt V; ® V5 erzeugt und,
dass D linear unabhangig ist. Wir kennen bereits ein Erzeugendensystem fiir
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4. Tensorprodukte

Vi ® V,, namlich {v; ® vy | v1 € V], vy € Vo}. Wir zeigen fiir die Erzeugendenei-
genschaft von D, dass D dieses Erzeugendensystem erzeugt. Seien dazu v, € V;
und vy € V5. Dann gibt es eindeutige Linearkombinationen vy = >2" ; r;b; und
vy = 370 sj¢; und

n m

V1 ® Vg = (Zﬁbl) & <ZSjCj> = ZZTiSjbi ® Cj,
i=1 j=1

i=1j=1
d.h. v; ® vy gehort zu Lin(D) wie gewiinscht.

Nun zu linearen Unabhangigkeit: Sei 0 = 7", >77" r; jb; ® ¢; eine Null-
darstellung. Wegen der universellen Abbildungseigenschaft von V; ® V, gilt

fir jede Bilinearform 8: Vi x V5, — K und die zugehorige lineare Abbildung
¢p: Vi ®@ Vo — K, dass

n m

0=05(0) = ¢ﬁ(iirm‘bi ® Cj) =D rigBbi ).

i=1j=1 i=1j=1

Seien 1 < k < nund 1 < ¢ < m. Insbesondere fir die Bilinearform erklart
durch

1, falls (i, ) = (k, ),

B(k,é): Bx(C— K, (bi,Cj) — {
0, sonst.

gilt die obige Gleichung, d.h. 0 = i, 7%, 73 ;8(x,6)(bs, ¢j) = 7%, und somit
ist D linear unabhéngig. 0

Korollar VII.4.11: Seien K ein Kérper und Vi und Vs endlichdimensionale
Vektorraume tiber K. Dann gilt

dim(V; ® V3) = (dim V4)(dim V5).

Bemerkung VII.4.12: Seien K ein Korper, Vi, Vo, V/, V] Vektorrdume tiber
K und ¢: Vi = V5, ¢: V] — V] lineare Abbildungen. Ferner bezeichne ¢ x 1
die Abbildung Vi x V{ — Vo x V, (v1,v1) — (¢(v1),%¢(vq1)). Dann haben wir
das Diagramm

Vi X V1/ . n Vi ® V1/
| ~
Pxp T20(pX ) Lz»@w
v ~
‘/vz X ‘/2/ T2 ‘/vz ® ‘/vQ/

und die Abbildung ldngs des roten Pfeils ist bilinear. Das heifit fiir den roten
Pfeil erhalten wir eine eindeutige lineare Abbildung von Vi ® V{ nach Vo @ V),
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die wir suggestiv mit ¢ ® ¥ bezeichnen wollen, die fiir alle v; € V; und v} € V/
erfillt:

(¢ @) (v1 ® vy) = p(v1) ® P(vy).

Bemerkung VII1.4.13 (Abbildungsmatrix von ¢ ® 1): Seien alle Vektorriau-
me in [Proposition VII.4.12| endlichdimensional mit Basen B = (b, ..., b,,) von
Vi, C = (c1,...,cp)von Vo, B = (by,...,b,) von V/ und C" = (¢q,...,c,,) von

Vy. Ferner bezeichne D¢, 5(¢) = (8i;) € K™™ und Der i (¥) = (yr) € K™*™
die Darstellungsmatrizen. Fiir die Basen

D= (b @Y, ... by RV b @V, .. by @b .. by @Y. by @),

Dy:=(c;®¢),...,c1 QC,,....ca®@Cy,...,chn @)
und die Darstellungsmatrix A := Dp, p, (¢ ® ¢) gilt

BraDer g (V) BraDerp (V) -+ PrmDeo,p (¥)
Ao Bo1Der g (V) BopDorp(¥) ... BomDeorp(¥)
BurDor () BuzDerr(8) - BumDersr ()
Man nennt A auch das Kroneckerprodukt von D¢ g(¢) und Der g (9).
Beweis: Fir 1 <i:<mund 1 <j <m/ gilt
(¢ @ V) (b; @ b) = p(b;) ® (b))
= (iﬁm%) ® <§;W,jclz> = anjl eﬁ; Briveice @ cp.

Die Zeilen von A sind indiziert durch die Basiselemente ¢; ® ¢; und die Spalten
von A sind indiziert durch die Basiselemente b; ® b;. O

Proposition VII.4.14: Seien K ein Korper, (A,+,0,-) und (B,+,0,-) zwei
Algebren tiber K und A @ B = A® B das Tensorprodukt von A und B als
K -Vektorrdume. Dann wird das Tensorprodukt A® B zu einer K-Algebra durch

e AR BXxA® B — A® B,

i= j=

1(CLZ' (¢} a;) & (bz 9] b;)

m n

=17

Insbesondere gilt fir a,a’ € A, b, € B und die reinen Tensoren a @ b, a’ @V,
dass (a®@b)e(a @)= (aocd)® (bol).
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4. Tensorprodukte

Beweis: WIr haben zu zeigen, dass die Multiplikation ,0* auf A ® B wohldefi-
niert ist. Dass diese Verkniipfung A ® B zu einer K-Algebra macht, ist eine
Standardrechnung, wobei man auf die Algebreneigenschaften von A und B
zuriickfiihrt.

Wir erinnern uns daran, dass A ® B per Konstruktion der Vektorraum
F/R ist, wobei F' = Abbg(A x B), fiir den {fp | @ € Ab € B} eine
Basis bildet, und R C F' der Unterraum ist, der von Elementen der Form
f(ra1+a2,sb1+bz) _Tsf(a1,b1) _rf(al,bz) _Sf((IQ,bl) _f(az,bz) erzeugt wird. Seienr, s € K,
a,ay,as; € Aund b, by,by € B. Dann haben wir

(7"(11 + ag) ® (Sbl + bz) L] (a ® b)

= (ray +az)oa® (sby +by) 0b
=rsaioa®@biob+rajoa®@byob+ay0a®sbyob+ayoa®byob
:(rsa1®b1+m1®b2+a2®sb1+a2®b2)0(a®b). O

Proposition VII.4.15: Seien K ein Korper, A und B kommutative unitdre
K-Algebren.

(i) Die Abbildungen

ty: A— AR® B, ar—a®l1
tp: B— A® B, b— 1®0b

sind K -Algebren-Homomorphismen.

(ii) Das Tensorprodukt A ® B hat die folgende universelle Abbildungseigen-
schaft: Fir jede kommutative unitire K-Algebra C' und K-Algebren-
Homomorphismen ¢4: A — C, ¢p: B — C gibt es genau einen K-
Algebren-Homomorphismus ¢: A® B — C, der das folgende Diagramm
kommutativ macht:

A2, AQB+2 B
k%‘o%
C

Beweis: (i) Fir ay,as aus A gilt
LA((II e} CLQ) =a100a9® 1= (a1 & 1) [ J (CLQ & 1) = LA(al) ® LA(G,Q),

ferner ist 14(1) = 1 ® 1 die Eins von A ® B. Die weiteren Eigenschaften folgen
aus der Bilinearitdt des Tensorprodukts.
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(ii) Die Abbildung
B: Ax B— C, (a,b) — da(a)o ¢a(b)

ist bilinear, was uns einen eindeutigen Homomorphismus ¢: A ® B — C von
K-Vektorraumen liefert, der p(a ® b) = ¢4(a) o ¢p(b) erfiillt. Dieses ¢ ist sogar
ein K-Algebren-Homomorphismus, denn fir ay,as € A und by, by € B gilt

o((a; @ by) @ (as ®bg)) = (a0 ay ® by o by)
= ¢a(a; o ag) o pa(by oby)
= ¢A(Gl) © ¢A(a2) © ¢B(bl) © ¢B(52)
= ¢alar) o op(b1) © Pa(az) o ¢p(bs)
= p(a; ® by) o p(az @ by). O

Mochte man auch nicht-kommutative K-Algebren betrachten, so fordert man
bei der universellen Abbildungseigenschaft, dass fiir a € A und b € B gilt:

pala) o pp(b) = ¢p(b) o pa(a).
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Kapitel VIII.

Euklidische und unitare
Vektorraume

Fiir eine quadratische Gleichung der Form ax? + bz + ¢ = 0 mit a # 0 sind die
Losungen, wenn sie existieren, gegeben durch

—b+Vb? — dax

2a

T2 =

Die Zahl D := b? — 4ac heifit Diskriminante. An der Diskriminante kénnen wir
ablesen, wie viele Losungen es gibt: Ist D > 0, dann gibt es zwei Losungen; ist
D =0, dann gibt es eine Losung und ist D < 0, dann gibt es keine Losung.

1. Skalarprodukte

In diesem Abschnitt moéchten wir Skalarprodukte erneut betrachten, die De-
finition auf C-Vektorrdume erweitern und verstehen, welche zuséatzlichen In-
formationen diese zur Vektorraumstruktur liefern. Zum Beispiel erlaubt ein
Skalarprodukt die Messung von Langen. Von immenser Wichtigkeit ist auch
das Konzept der Orthogonalitéit, was mit gewissen Optimalitéitseigenschaften
einhergeht.

Sowohl in der reinen Mathematik als auch in der angewandten Mathematik
und in anderen Wissenschaften spielen Skalarprodukte an vielen Stellen eine
prominente Rolle.

Erinnerung: Seien V' ein R-Vektorraum und 5: V x V' — R eine Bilinearform.
Gilt fiur alle v,w € V, dass (v, w) = p(w,v), so heiit § symmetrisch. Gilt
fir alle v € V — {0}, dass f(v,v) > 0, dann heifit 5 positiv definit. Eine
symmetrische positiv definite Bilinearform auf V' heifit Skalarprodukt auf V.
Ublicherweise schreibt man (v, w) := (v, w).
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Insbesondere ermoglicht die positive Definitheit die gewiinschte Definition
der induzierten Norm.

Fir die obige Definition mochten wir ein Analogon auf C-Vektorrdumen
geben. Um von positiver Definitheit sprechen zu kénnen, miissen wir aber die
Eigenschaft, symmetrisch zu sein, durch etwas ersetzen, was sicherstellt, dass
B(v,v) fur jedes v € V reell ist.

Erinnerung: Die Abbildung
c: C— C, z=a+bi— z:=a—bi

heiit komplere Konjugation. Es handelt sich um einen Kérperhomomorphismus.
Der komplexe Betrag |-|: C — C ist definiert durch |z| := (2Z)'/2. Es bezeichne
h:CxC—C, (2,2) = 2z/. Fir A € C und 2z, 29, 2z € C gilt

h(z1 + Az9,2) = (21 + A\22)Z2 = 212 + Az0Z = h(212) + AR(22, 2),
h(z, 21 4+ A2g) = 2(21 + Az) = 221 + A2Zo = h(z, 21) + Mh(2, 2),

h(Z',2)=2'z2=22=h(z2).

Definition VIII.1.1: Seien V ein C-Vektorraum und s: V x V — C eine Ab-
bildung. Gilt fiir alle A € C, uy, us, u, vy, v9,v € V', dass

(1) s(Auy + ug,v) = As(uy,v) + s(uz, v),
(i) s(u, Moy +vg) = As(u,v1) + s(u, vy),

dann heifit s eine ,,Sesquilinearform*[T]
Ist h: V x V — C eine Sesquilinearform und gilt fir alle v,w € V, dass
h(v,w) = h(w,v), dann heifit h eine hermitesche Form.

Beispiel VIII.1.2: (i) Die Abbildung

h: C" x C" — C, xtg:(xl :En> : Zzn:xz'?]i
=1

ist eine hermitesche Form.

L Sesqui® ist das lateinische Wort fiir ,,anderthalb®, eine Sesquilinearform ist also ,andert-
halbfach linear®.

2Die hermitsche Form verdankt ihren Namen dem franzésischen Mathematiker Charles
Hermite (1822-1901).
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(ii) Ist A € C™*" und bezeichnet
ha: C" x C" — C, (2,y) — ' Ay,
dann ist hy eine Sesquilinearform. Genau dann ist i 4 hermitesch, wenn A" = A.

Definition VIIL1.3 (Adjungierte Matrix): Fiir A € C"*" heifit A* := A" :=
At die adjungierte Matriz zu A. Gilt A = A*, dann heiit A hermitesch.

Proposition VIII.1.4:

(i) Ist h: C" x C" — C eine Sesquilinearform, dann ist h = hg fir die
Matriz G = (g;;) mit g;j = h(e;, e;).

(ii) Ist V ein endlichdimensionaler Vektorraum dber C mit geordneter Basis
B = (by,...,by), ist h: V x V. — C eine Sesquilinearform und ist die
Matriz G = (g;;) definiert durch g; ; = h(b;, b;), dann gilt fir alle v, w in
V, dass h(v,w) = Dg(v)!GDg(w).

(iii) Ist B" = (b},...,b),) eine weitere Basis von V und ist G' die Matriz
G' = (g;;) definiert durch g;; = h(b;,b}), dann gilt G' = D 5 GDp pr.

1) 7]

Bemerkung VIII.1.5: Seien V' ein C-Vektorraum und h: V x V — C eine

hermitesche Form auf V, dann gilt fiir alle v in V, dass h(v,v) = h(v,v).
Insbesondere ist h(v,v) eine relle Zahl.

Definition VIII.1.6: Seien V ein C-Vektorraum und h: V x V — C eine her-
mitesche Form auf V.

(i) Gilt fir alle v € V — {0}, dass h(v,v) > 0, dann heiit h positiv definit.

(ii) Eine positiv definite hermitesche Sesquilinearform h: V' x V' — C heifit
Skalarprodukt auf V. In diesem Fall schreibt man fiir gewohnlich (v, w)
fir h(v, w).

Beispiel VIII.1.7 (Standard-Skalarprodukt): Auf C" ist die Form

h: C" x C" — C, (z,y) — o'y =D 27
=1

ein Skalarprodukt, das sogenannte Standard-Skalarprodukt auf C".

Ublicherweise schreibt man K stellvertretend fiir den Koérper der reellen
Zahlen R oder den Korper der komplexen Zahlen C.

185



Kapitel VIII. Euklidische und unitére Vektorraume

Definition VIII.1.8 (Prahilbertraum, euklidischer- oder unitirer Vektorraum):
Ein K-Vektorraum mit Skalaprodukt heifit Prahilbertraum. Ein R-Vektorraum
mit Skalarprodukt heiflt euklidischer Vektorraum. Ein C-Vektorraum mit Ska-
laprodukt heifit unitdrer Vektorraum.

Manchmal wird in der Literatur fiir euklidische- oder unitare Vektorraume
endlichdimensionalitat verlangt.

Definition VIII.1.9 (Norm, Lange, Abstand): Sei (V, (-, -)) ein Prahilbertraum.

(i) Fiir v € V heift ||v]| := (v,v)}/? die Norm oder Linge von v.

(i) Fir v,w € V heiBt d(v,w) = |v — w| Abstand von v und w. Die
Abbildung
d: V xV — Ry, (v, w) — d(v,w)

heifit Metrik zu (-, -).

Satz 30 (Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung): Sei (V, (-,-)) ein Prihilbertraum.

(i) Firv,w €V gilt |(v,w)* < (v, v){w,w), und somit |{v,w)| < ||v|||Jw].

(ii) Gleichheit in (i) gilt genauw dann, wenn v und w linear abhdngig sind.

Beweis: (i) Fir w = O stimmen beide Behauptungen. Wir durfen also
annehmen, dass w # 0. Wir betrachten zunéchst den Fall (v, w) € R* und
definieren f: R — R durch A — ||v + Aw||®. Dann ist

f) = v+ w, v+ Aw) = (v,v) + AMw, v) + Mo, w) + 2 (w, w)
= (v,v) + 2\ (v, w) + A\*{w, w)

Die Zahlen a := (v,v), b := 2(v,w) und ¢ := (w, w) sind reelle Zahlen, auflerdem
ist a # 0 per Voraussetzung. Das heifit, f ist in Wahrheit eine quadratische
Funktion — mit Schulwissen erkennt man, dass der zugehorige Graph eine
,hach oben geoffnete Parabel“ ist. Per Definition der Funktion f gilt fiir alle
A € R, dass f(A) >0, d.h. f hat hochstens eine Nullstelle, was dquivalent zu
oD = b? — 4ac < 0“ ist. Ausgeschrieben erhalten wir also

Al(v, w)[* = 4w, w)(v,v) <0,

wobei die Betragsstriche um (v, w) keine Rolle spielen, da (v, w) nach Voraus-
setzung eine reelle Zahl ist. Umstellen liefert die Behauptung.
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1. Skalarprodukte

Nun betrachten wir den allgemeinen Fall (v, w) € C** Die komplexe Zahl
o := (v,w)/|{v,w)| hat Betrag Eins. Wir setzen v := o~ 'v und erhalten daraus

woh = (12N 0} = 0w,

(v, w)

Nun kénnen wir schreiben |(v, w)|* = [{av’, w)|? = |a|?|{(v/, w)|?. Weil (v, w)
nach der obigen Gleichung eine reelle Zahl ist, liefert der erste Schritt, dass

|<an>|2 < <UI,U,><’LU,QU> = (a_lv,a_1v><w,w> = |O‘2|<U’U><w7w>v

wie gewiinscht.

(ii) Im ersten Schritt von (i) gilt Gleichheit in der Cauchy-Schwarz’schen
Ungleichung genau dann, wenn D = 0 oder w = 0. Die Diskriminante ist Null
genau dann, wenn f eine Nullstelle A hat, was wegen der positiven Definitheit
bedeutet, dass v = —Aw. In beiden Fallen sind v und w linear abhéngig.

Im zweiten Schritt von (i) gilt Gleichheit in der Cauchy-Schwarz’schen
Ungleichung genau dann, wenn v’ und w linear abhingig sind. Wegen der
Definition von v als Vielfaches von v gilt Gleichheit also genau dann, wenn v
und w linear abhangig sind. O

Korollar VII1.1.10 (Winkeldefinition): Sei (V, (-,-)) ein euklidischer Vektor-
raum. Dann gilt:

(i) Fir allev,w € V—{0} ist =1 < (v, w)/(||v||[||w]]) <1, d. h. es gibt genau
ein a € [0, 7] mit cos(a) = (v, w)/(||v||[|w]]). Wir schreiben £(v,w) = «.

(ii) Zwei Vektoren v,w € V sind orthogonal genau dann, wenn (v,w) = 0,
also wenn o = L(v,w) = 7/2.

Proposition VIIL.1.11: Seien (V,(-,-)) ein Prihilbertraum und

I|lI: V — R, v— v = (v, 0)2.
Die Abbildung ||-|| hat folgende Figenschaften:

(i) Fir allev € V ist ||v]| > 0 und |lv|| = 0 gilt genau dann, wenn v = 0[]
(i) Fiir alle v € V und X € K ist ||| = |A|lv]| F]

3Positive Definitheit
4Homogenitét
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(iti) Fiir alle v,w € V gilt |o +w| < ||Jo|| + |lw|| ]
Beweis: Aussagen (i) und (ii) kann man direkt nachrechnen. Zu (iii): Es gilt

lv +wl* = (v +w,v +w)
= [[v[* + (v, w) + (w,v) + [Jw]
= [[v]|* + 2Re(v, w) + [Jw]*
< [Joll* + 2/, w)| + wll* < [[ol* + 2[jvllwll + w]* = (o] + [w])?.

Wegen der Monotonie der Wurzel folgt die Behauptung. O

Definition VIIIL.1.12: Sei V ein K-Vektorraum. Eine Abbildung N: V' — R mit
den Eigenschaften (i), (ii) und (iii) aus|Proposition VIIL.1.11| heit Norm auf V.
Das Tupel (V, ||]|) heiit normierter Vektorraum tber K oder kurz normierter
Vektorraum.

Proposition VIII.1.13: Seien (V,||-||) ein normierter Vektorraum und
d:VxV —R, (v,w) — d(v,w) = |Jv — w||.
Die Abbildung d hat folgende Eigenschaften:

(i) Fir alle v,w € V ist d(v,w) > 0 und d(v,w) = 0 genau dann, wenn
v =w
(i) Fir alle vyw €V ist d(v,w) = d(w,v).
(iti) Fir alle u,v,w € V ist d(u,v) + d(v,w) > d(u,w)]]
Beweis: Aussage (i) folgt aus der positiven Definitheit der Norm und Aussage

(ii) folgt aus der Homogenitéat der Norm. Fir (iii) miissen wir nur einmal die
Dreiecksungleichung fiir die Norm verwenden; fiir u, v, w € V ist ndmlich

d(u,v) +d(v,w) = [lu = [+ [[v —w| = lu —v+ v —w| = [Ju —w| = d(u,w)
wie gewiinscht. O

Definition VIII.1.14: Sei X eine Menge. Eine Abbildung d: X x X — R mit
den Eigenschaften (i), (ii), (iii) aus |[Proposition VIII.1.13| heifit Metrik auf X.

Achtung: Nicht jede Norm kommt von einem Skalarprodukt und nicht jede
Metrik wird von einer Norm induziert!

5Dreiecksungleichung
6Positive Definitheit
"Dreiecksungleichung
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2. Orthogonale und unitare Endomorphismen

In diesem Abschnitt mochten wir die strukturerhaltenden Abbildungen eines
Préhilbertraums (V, (-,-)) kennenlernen, das heifit wir suchen Abbildungen
¢: V. — V, die die Vektorraumstruktur erhalten (solche nennt man linear)
die gleichzeitig das Skalarprodukt erhalten, d. h. fiir alle v,w € V soll gelten:
(v,w) = (p(v), p(w)) — solche Abbildungen erhalten dann auch die Langen.

Definition VIIL.2.1: Seien (V,(:,-)) ein Préhilbertraum und ¢: V" — V ein
Endomorphismus. Ist K = R und gilt fir alle v,w € V| dass (¢(v), p(w)) =
(v, w)y, dann heift ¢ orthogonal beziglich (-,-) oder kurz orthogonal. Ist I = C
und gilt fir alle v,w € V, dass (¢p(v),d(w)) = (v,w), dann heifit ¢ unitar
beziiglich (-, -) oder kurz unitdr.

Bemerkung VIII.2.2: Seien (V,(-,-)) ein Préahilbertraum und ¢ € End(V)
orthogonal beziehungsweise unitar.

(i) Fir alle v € V gilt [|[¢(v)|| = ||v]|. Abbildungen mit dieser Eigenschaft
nennt man [sometrie.

(ii) Seien v,w € V. Genau dann gilt (v, w) = 0, wenn (¢(v), d(w)) = 0. Das
heifit, orthogonale respektive unitdre Abbildungen erhalten die Orthogonalitét.

(iii) Isometrien sind injektiv. Ist ndmlich v € V mit ¢(v) = 0, dann ist
lo(v)|| = 0, d.h. ||v|| = 0 und wegen den Eigenschaften der Norm heifit das
v=0.

(iv) Ist ¢ regulir, dann ist auch ¢! orthogonal beziehungsweise unitér.

(v) Kompositionen orthogonaler beziehungsweise unitarer Abbildungen sind
orthogonal beziehungsweise unitir. Genauer: Ist auch ¢): V' — V orthogonal
beziehungsweise unitir, dann ist ¢ o ¢) und @ o ¢ orthogonal beziehungsweise
unitar.

Bemerkung VIIIL.2.3: Seien nun V = K", A € K™" und fa = ¢: K" — K",
r +— Az und (-,-) das Standardskalarprodukt auf K". Genau dann ist fa
orthogonal beziehungsweise unitar, wenn fiir alle x,y € K" gilt:

' AL Ay = (Ax) Ay = (Ax, Ay) = (z,y) = 2'y.
Das ist genau dann der Fall, wenn A'A = I,,, was dquivalent ist zu A*A = I,,.

Definition VIII.2.4 (Orthogonale und unitare Matrizen):
(i) Eine Matrix A € R™" mit A'A = I,, heiit orthogonal.
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(ii) Eine Matrix A € C™*" mit A*A = I,, heifit unitdr.

Insbesondere sind orthogonale und unitédre Matrizen regulér. Ist A orthogonal,
dann ist A7!' = A® und ist A unitar, dann ist A7 = A*.

Proposition VIII.2.5 (Charakterisierung orthogonaler und unitirer Matrizen):
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) A € K™™ is orthogonal beziehungsweise unitdr,

(ii) Die Spaltenvektoren von A bilden eine Orthonormalbasis des IK"™ beziiglich
des Standardskalarprodukts,

(iii) Die Zeilenvektoren von A bilden eine Orthonormalbasis des IK™ beziiglich
des Standardskalarprodukts.

Seien (V, (-,-)) ein endlichdimensionaler Prihilbertraum, G die Gram-Matriz
des Skalarprodukts beziiglich der geordneten Basis B. Genau dann ist ein
Endomorphismus ¢ € End(V') orthogonal beziehungsweise unitdir, wenn

Dp p(¢)'GDpg(¢) = G.

Ist B eine Orthonormalbasis, dann ist G = I,, und das heif§t, dass ¢ orthogonal
beziehungsweise unitdr ist genau dann, wenn Dp g(¢p) orthogonal beziehungs-
weise unitdr ist. Insbesondere folgt fiir eine orthogonale oder unitire Matriz S
und eine Matriz B € K": Genau dann ist B orthogonal beziehungsweise unitdr,
wenn SBS™ orthogonal beziehungsweise unitdr ist.

Ist ¢ € End(V) orthogonal beziehungsweise unitir und ist A € Spec(¢),
dann ist || = 1. Insbesondere gilt fir orthogonale ¢ beziehungsweise A, dass
Spec(¢) C {£1} bezichungsweise Spec(A) C {£1}.

Beweis: Wir verwenden die Aquivalenz ,AA* = I, & A*A =1, < A'A = [,“
aus dem vorangegangenen Beweis. Die dritte Gleichheit gilt genau dann, wenn
die Spalten von A eine Orthonormalbasis des K" beziiglich des Standardskalar-
produkts bilden. Die zweite Gleichheit ist dquivalent dazu, dass A orthogonal
beziehungsweise unitér ist. Schliefllich gilt die erste Gleichheit genau dann,
wenn die Zeilen von A eine Orthonormalbasis des IK™ beziiglich des Standards-
kalarprodukts bilden.

Wir erinnern uns, dass die Abbildungsmatrix charakteriert ist durch , Fiir alle
v e Vist Dg(¢(v)) = Dp p(¢)Dp(v)". Der Endomorphismus ¢ is orthogonal
beziehungsweise unitir genau dann, wenn fir alle v, w € V gilt: (p(v), p(w)) =
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(v,w). Wir haben also die folgenden Aquivalenzen fiir alle v,w € V:

Dg(¢(v))'GDp(¢(w)) = Dp(v)GDp(w))
<= (Dp,s(¢)D5(v))'GDp 5(¢)Dp(w) = Dp(v)GDp(w)
<= Dp(v)'Dp p(¢)'GDp 5(¢)Dp(w) = Dp(v)GDg(w)
— DB,B(¢)tGDB,B(¢)t =G.

Wir zeigen die Aussage fiir orthogonale beziehungsweise unitédre Endomor-
phismen. Sei ¢ ein solcher und A € Spec(¢) ein Eigenwert. Dann gibt es
v € V —{0}, sodass ¢(v) = Av, d. h. ||¢(v)|| = ||[\v]|, woraus wir wegen ||v]| # 0
folgern konnen, dass [A| = ||¢(v)]|/||v]|| = 1. O

Bemerkung VIIIL.2.6: Sei B eine geordnete Basis des K", dann haben wir
folgende Aquivalenzen:

B ist eine Orthonormalbasis <= Dp p ist orthogonal beziehungsweise unitar

<= Dp g ist orthogonal beziechungsweise unitar

Das folgt aus Proposition 2.5 (i), Bemerkung 2.2 (iv) und Bemerkung 2.3.

Definition VIII.2.7 (Orthogonale und unitire Gruppe): Sei n eine nattrliche
Zahl. Dann ist

O(n) := {A € R™" | A orthogonal}
eine Untergruppe der Gl,(R) und heifit orthogonale Gruppe. Die Teilmenge
SO(n) :={A e R"" | A€ O(n),det(A) =1} C O(n)

ist eine Untergruppe der speziellen linearen Gruppe Sl,(R) und heifit spezielle
orthogonale Gruppe.
Die Menge
U(n) :={A € C"" | A unitéar}

ist eine Untergruppe der Gl,(C) und heifit unitire Gruppe. Die Teilmenge
SU(n) :={A e C"" | AecU(n),det(A) =1} C U(n)
ist eine Untergruppe der speziellen linearen Gruppe Sl,,(C) und heifit spezielle

unitdare Gruppe.

191



Kapitel VIII. Euklidische und unitére Vektorraume

Beispiel VIIL.2.8: (i) Fiir jede reelle Zahl ¢ ist die Matrix

A [cose —sinp
“ \singp  cosp

orthogonal, denn wir haben

AAf — (C(?S(p —smgp) ( cos ¢ smgo) _ (1 0> '
singp  cosp) \—singy cosp 01
Aufgefasst als Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung beztiglich der Stan-

dardbasen ist A eine Drehung um den Winkel ¢.
(ii) Auch die Matrix
1 0
0 —1

ist orthogonal. Aufgefasst als Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung
¢o: R? — R? beziiglich der Standardbasen beschreibt sie eine ,,Spiegelung an
der z-Achse".

(iii) Fir reelle Zahlen ay, ay ist

exp(iay) 0
0 exp(iag)
eine unitare Matrix.

(iv) Fir die Basis B = (({), (1)) des R™ haben wir die Basiswechselmatrizen
DE,B = ([1) %) und DB,E = DE’IB = ((1) _11) Fur A = DB,B(ng) mit gbg wie in (11)

gilt
L1\ (1 0\ (1 1) _(1 2
A= DppDpp(¢2)Dps = (0 1) (0 —1> (0 1) - (0 _1>

und AA! = (%, 7?) ist jedenfalls nicht die Einheitsmatrix, d.h. A ist nicht
orthogonal. Das ganze geht schief, weil B keine Orthonormalbasis beziiglich
des Standardskalarprodukts ist.

(v) Die Eigenschaft eines Endomorphismus, orthogonal zu sein, hingt ehrlich
vom gewdhlten Skalarprodukt ab. Fiir das Skalarprodukt ((-,-)), das durch die
Gram-Matrix G = (2 }) gegeben ist, gilt

o) O -6 (- 0 ()

aber ({e1,e5)) = 1, d. h. ¢ ist nicht orthogonal beziiglich ((-,-)).
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3. Normale Matrizen

Sei A € C™*" gegeben. Wir erinnern uns daran: Ist AA* = [,,, dann heifit A
unitdr. Ist A = A*, dann heifit A hermitesch. Die beiden Eigenschaften sehen
ahnlich aus, kommen von sehr verschiedenen Eigenschaften her. Das Ziel des
Abschnitts wird es sein, zu zeigen, dass hermitesche und unitdre Matrizen
diagonalisierbar sind, und dass es Orthonormalbasen aus Eigenvektoren gibt.

Definition VIIL.3.1 (Normale Matrix): Sei A € C™*" gegeben. Gilt AA* =
A*A, dann heifit A normal.

Insbesondere sind hermitesche und unitare Matrizen normal.

Bemerkung VIII.3.2: Seien K ein Korper und A € K™*". Genau dann ist A
diagonalisierbar, wenn es B € Gl,,(K) gibt, sodass A = Bdiag(A1,...,\,)B™!
und das ist dquivalent dazu, dass A eine Basis aus Eigenvektoren hat.

Genauer: Ist B = (by]...|b,), dann ist (by,...,b,) eine Basis aus Eigenvek-
toren, denn b; = Be; fiir die Standardbasis eq, ..., e,.

In der speziellen Situation, dass K = K ist und wir das Standardskalar-
produkt zur Verfiigung haben, gilt: Die Matrix A ist diagonalisierbar durch
eine orthogonale beziehungsweise unitdre Matrix (d.h. es gibt S € O(n) be-
ziechungsweise S € U(n) mit A = Sdiag(A1,...,\,)S™!) genau dann, wenn es
eine Orthonormalbasis von K™ gibt, die aus Eigenvektoren von A besteht.

Satz 31 (Spektralsatz fiir normale Matrizen): Sei A € C™*" gegeben. Genau
dann ist A normal, wenn es einen unitiren Basiswechsel S € U(n) und Zahlen
A, Ay € C gibt, sodass A = Sdiag(\i,...,\,)S™L.

Der Beweis dieses wichtigen Satzes erfordert einiges an Vorbereitung.

Notation VIIIL.3.3: Seien K ein Korper, A € K™*" und U C K" ein Unterraum.
Dann schreiben wir AU = {Az |z € U}.

Proposition VIII.3.4 (Invariante Unterrdume fiir kommutierende Matrizen):
Seien K ein Kérper und A, B € K™*" mit AB = BA. Ist A € Spec(A), dann
ist BEig(A,\) C Eig(A, \), d. h. Eig(A, \) ist B-invariant.

Im speziellen Fall K = C ist ferner B*Eig(A,\)* C Eig(A, \)* beziiglich
des Standardskalarprodukts auf C".

Insbesondere erhalten wir fir eine mormale Matrix A eine A-invariante
Zerlegung C™ = Eig(A, \) @ Eig(A, \)*1.
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Beweis: (i) Seiz ein Eigenvektor von A zum Eigenwerte A. Dann gilt ABz =
BAX = BAx = ABx, d.h. auch Bz ist ein Eigenvektor von A zum Eigenwert
A

(ii) Seien z € Eig(A, \)* und y € Eig(A, \). Dann haben wir
(B*w,y) = (B"2")"y = 2'By = 2'By = (z, By) =0,
da By € Eig(A, \) nach (i) und x € Eig(A4, \)*. Damit gehort B*z zu Eig(4, \).

(ili) zeigt man genau wie die anderen Aussagen unter Verwendung von

AA = AA und AA* = A*A. O

Proposition VIIL.3.5 (Von A und A* erzeugte C-Algebra): Sei A € C™*" ei
ne normale Matrixz. Die Menge

m m k

A= C[A, A7 = {ZZZbl]A’A* .k e Wb €

=0 j=07=1
heifit die von A und A* erzeugte Unteralgebra von C™*™ und es gilt:

(i) A ist eine Unteralgebra von C™*™,
(i) A ist kommutativ.

(iii) A ist abgeschlossen unter Adjunktion, d. h. fir B € 2 ist auch B* € 2.

Beweis: Zu (i): Dass 2 ein Untervektorraum von C™*" ist, ist klar. Bleibt zu
zeigen, dass 21 unter Multiplikation von Matrlzen abgeschlossen ist. Seien dazu
My =SS0 by AT (A*) und My = Y YK b, A"(A*)* Elemente von 2.

s=0 "r,s
Dann gehort auch

m k m K ko W
MMy =353 S by bl JA(AYAT(AT) =33 SN Arr(Anyit
=0 j=0r=0 s=0 120 =0 7=0 520

zu 2 und die letzte Gleichheit gilt, da A normal ist. Damit haben wir auch
sofort eingesehen, dass My M, = MyM;y, d. h. auch (ii) ist gezeigt.

Zu (iii): Die Adjungierte des Elements M = 1", Z?:o b; ;A" (A*)? von 2 ist

=k 0 bi;AI(A*) und gehért auch zu 2A. O

Satz 32 (Simultane Orthonormalbasis): Sei 2 C C**™ eine kommutative Un-
teralgebra, die unter Adjunktion abgeschlossen ist. Dann gibt es eine Ortho-
normalbasis B = {by,...,b,} des C" beziiglich des Standardskalarprodukts von
simultanen Figenvektoren, d. h. fir jedes A € A sind by, ..., b, Figenvektoren
von A.

194



4. Die adjungierte Matrix

Beweis: Wir zeigen die Aussage per Induktion nach der Dimension n. Fir
n = 1 ist nichts zu zeigen, die kanonische Basis B = {1} leistet offensichtlich
das Gewtinschte.

Die Aussage gelte nun fiir eine natiirliche Zahl n — 1 grofergleich Eins. Ist
A = CI, = {diag(\,...,A) | A € C} oder A = {0}, dann gilt die Behauptung
mit der Standardbasis.

Ist 2 keine der beiden oben genannten Algebren, dann gibt es Ag € A — CI,,.
Weil C algebraisch abgeschlossen ist, hat A einen Eigenwert A und C" zerfallt
in C" = Eig(4, \) ® Eig(4, \)*. Weil irgendeine andere Matrix B € 2l mit A
kommutiert, ist wegen [Proposition VIII.3.4[auch B Eig(A, \) C Eig(A, \) sowie
B*Eig(A,\)* C Eig(A, M)+, d.h. sowohl Eig(A, \) als auch Eig(A4,\)* sind
invariant unter allen Elementen von 2.

Da dim Eig(A, \) > 0 kénnen wir die Induktionsvoraussetzung auf Eig(A, \)
und Eig(A, \)1 anwenden und erhalten Orthonormalbasen B; von Eig(A, \)
sowie By von Eig(A4, \)* aus simultanen Eigenvektoren fiir 2. Die Vereinigung
B := B1UB, liefert eine Orthonormalbasis von C™ aus simultanen Eigenvektoren

von 2. 0
Beweis (von [Satz 31)): ,—* folgt aus Proposition 2.5 und [Satz 32
,<=": Seien S eine unitare n X n-Matrix und Aq,..., \, komplexe Zahlen,

sodass S*AS = diag(Aq, ..., A,). Dann ist
S*TAA*S = STASSTATS
= diag(A1, ..., ) diag(A, ..., \y) = (S*A*S)(S*AS) = S*A*AS,

d.h. A ist in der Tat normal. O

4. Die adjungierte Matrix

Definition VIIT.4.1: Sei A € C"*™ eine Matrix. Dann heifit A* € C™*", die
eintragsweise definiert ist durch (A*);; = A;;, die Adjungierte zu A.

Firz e C™, y € C", A € C"™™ und die Standardskalarprodukte auf C™ und
C™ gilt

(Az,y) = o' Ay = 2" A% = 2" Axy = (z, A™y). (VIIL.1)

Zu einer linearen Abbildung ¢: V. — W wollen wir eine ,Adjungierte

¢*: W — V definieren, die die Eigenschaft erfiillt. Dazu miissen V

und W jeweils mit Skalarprodukten ausgestattet sein. Fur unendlichdimensio-

nale Préahilbertraume V und W muss es so eine Adjungierte nicht geben, im

endlichdimensionalen Fall ist aber alles in Ordnung.
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Sind die Vektorrdume endlichdimensional und sind B beziehungsweise C'
Orthonormalbasen von V' beziehungsweise W, dann gilt fiir die Darstellungs-
matrizen:

Dpc(¢*) = (Dep(9))"

Fiir das was folgt, wird der Satz von Riesz fiir endlichdimensionale Préahil-
bertraume eine entscheidende Rolle spielen. Wir wollen uns deshalb nochmal
an seine Aussage erinnern:

Erinnerung: Seien (V,(-,-)) ein Prahilbertraum und
0:V —V" W Lyt v = (v,w)).

Dann ist © eine injektivee antilineare Abbildung und falls V' endlichdimensional
ist, dann ist © eine antilineare Bijektion von Vektorrdumen.

In [Proposition VII.3.11 haben wir die Aussage fiir anisotrope Bilinearformen
eingefiihrt, der Beweis geht aber genau so fiir Skalarprodukte tiber C durch.

Durch (f, g) :== (©71(g),©7(f)) wird V* zu einem Prahilbertraum und ©
ist dann vertraglich mit diesem Skalarprodukt.

Lemma VIII.4.2: Seien (V,(-,-)) ein Prdahilbertraum und vy,vy € V. Gilt fir
alle v e V', dass (vy,v) = (v, v), dann ist v; = vs.

Beweis: Fiir Vektoren vy, vy mit der gegebenen Eigenschaft ist L,, = L,,, und
wegen der Injektivitat von © ist v; = vs. 0

Proposition VIII.4.3 (Eindeutigkeit der Adjungierten): Sei ¢: V — W eine
lineare Abbildung zwischen Prdhilbertraumen uber IK. Fiir jedes w € W gibt es
héchstens ein ¢*(w) € V', sodass fir alle v € V' gilt:

(¢(v), w) = (v,¢"(w)). (VIIL2)

Beweis: Das ist eine direkte Konsequenz aus [Proposition VIII.4.2] 0

Definition VII1.4.4 (Die Adjungierte): Seien V und W Prahilbertraume tiber
K und ¢: V — W eine lineare Abbildung. Gibt es fir jedes w € W ein

¢*(w) € V mit der Eigenschaft |Gl. (VIII.2), dann heifit die Abbildung
oW —V, w — ¢ (w)

die Adjungierte Abbildung oder auch adjungierte Abbildung zu ¢.
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Proposition VIII.4.5 (Linearitdat der Adjungierten): Seien V' und W Prihil-
bertraume uber K und ¢: V. — W linear. Falls die adjungierte Abbildung
Q" W — V existiert, dann ist sie linear.

Beweis: Fir alle wy,wy € W, v € V und a € K gilt:

= (p(v), aw; + wy)
= a(p(v), wr) + (d(v), wa)
= a(v, ¢ (w1)) + (v, ¢"(wa)) = (v, ad"(w1) + ¢™(w2)).

Aus [Proposition VIIL4.2|folgt jetzt ¢*(awy + wa) = ad*(wy) + ¢*(w2). O

(v, " (awy + wy))

Bemerkung VIII.4.6: Es sei V' = IK. Die Abbildung
m:V — Hom(KK, V), v (¢ — cv)

ist ein kanonischer Isomorphismus von K-Vektorraumen mit Umkehrabbildung
m~': Hom(K,V) — V, f — f(1). Betrachte die Abbildung

©:V 2 Hom(K,V) — Hom(V,K) = V¥, v — m(v) — m(v)*,

wobei wir IK mit dem Standardskalarprodukt ausstatten. In dieser Situation ist
genau m(v)* = L, und © is die Abbildung aus dem Satz von Riesz, denn fiir
alle v' € V ist

m(v)"(v') = (m(v)* (), 1) = (v, m(v)(1)) = (v, v)

Definition VIII.4.7 (Selbstadjungiert, Normal): Seien V ein K-Prahilbertraum
und ¢ € End(V') ein Endomorphismus, dessen Adjungierte ¢*: V' — V existiere.

Gilt ¢* = ¢, dann heifit ¢ selbstadjungiert. Ist ¢ o ¢* = ¢* o ¢, dann heifit ¢

normal.

Bemerkung VIII1.4.8: Seien V ein endlichdimensionaler IK-Préhilbertraum und
¢ € End(V). Genau dann ist ¢ orthogonal beziehungsweise unitar, wenn ¢*
existiert und ¢* = ¢! gilt.

Beweis: ,—“: Fiir alle v,w € V ist

(@(v),w) = ((v), p(¢~ " (w))) = (v,67" (w)),

da ¢ per Voraussetzung orthogonal beziehungsweise unitar ist.
,<=": Fur alle v,w € V haben wir (¢(v), p(w)) = (v, d*(¢(w))) = (v, w),
sodass ¢ orthogonal beziehungsweise unitér ist. O
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Erinnerung VIII.4.9: Seien V ein K-Prihilbertraum und B eine Basis von V.
Genau dann gilt fir alle v,w € V, dass (v,w) = (Dg(v), Dp(w)), wenn B eine
Orthonormalbasis ist, denn beim Ubersetzen in den K" ,ersetzen“ wir B durch
die Standardbasis und statten IK™ immer mit dem Standardskalarprodukt aus.

Proposition VIII.4.10 (Adjungierte im Endlichdimensionalen): Seien V' und
W endlichdimensionale Prdhilbertraume tiber K und ¢: V. — W linear. Dann
gilt:

(i) Die Adjungierte ¢*: W — V ezistiert.

(ii) Sind B respektive C° Orthonormalbasen von V' respektive W, dann ist gilt
Dpc(¢*) = Dep(¢)*, d. h. adjungierte Matriz und adjungierte Abbildung
PASSEN ZUSAMIMEN.

Beweis: Wir sind in der Situation

vV—" w sy
DBJ De lDB
m T Az \Pn m
K K =A% K

mit A := Dpc(¢). Es bezeichne (-, -) g beziehungsweise (-, -) g das Standards-
kalarprodukt auf K™ beziehungsweise IK™ und definiere v: W — V durch
w + D5'(A*De(w)). Fiir v € V und w € W haben wir dann

(9(v), w) = (Do (9(v)), Do(w)) e
= (ADp(v), Do(w))
= (Dp(v), A"Do(w))p = (Dp(v), Dp(d(w)))p = (v, (w)),

d.h. 9 ist die Adjungierte von ¢ und insbesondere gilt Behauptung (ii), was
den Beweis beschlief3t. O

Korollar VIII.4.11: Seien V' ein endlichdimensionaler IK-Prahilbertraum, ¢ €
End(V) und B eine Orthonormalbasis von V. Dann gilt:

(i) Genau dann ist ¢ selbstadjungiert, wenn Dp 5(¢) = Dp p(¢)*, d. h. wenn
Dg g(¢) symmetrisch beziehungsweise hermitesch ist.
(ii) Genau dann ist ¢ normal, wenn Dg g(¢) normal ist.

(iii) Genau dann ist ¢ orthogonal beziehungsweise unitir, wenn Dp p(¢p) or-
thogonal beziehungsweise unitdr ist.
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5. Anwendungen des Spektralsatzes

Bemerkung VIIL.5.1: Sei A € R" ™ normal, d.h. A’A = AA'. Sind alle kom-
plexen Eigenwerte von A reell, dann gibt es eine Orthonormalbasis des R™ aus
Eigenvektoren von A.

Beweis: Sei 2 die von A und A' erzeugte R-Unteralgebra von R™*". Nach
gibt es eine Orthonormalbasis des C" aus simultanen Eigenvektoren fiir 2. Es
gibt also eine unitidre Matrix S € U(n), sodass

A% := {SBS™' | B € A} C {diag(a,..., ) | o1,...,a, € C}.

Weil aber 2% erzeugt wird von SAS™ und SA*S~!, die nur reelle Diagonal-
eintrage haben, da alle Eigenwerte von A per Voraussetzung reell sind, ist in
Wahrheit 2% C {diag(ay,...,a,) | a1,...,a, € R}.

Nun liefert der Beweis von [Satz 31| der iiber R genau so durchgeht, die
gewiinschte Orthonormalbasis aus simultanen Eigenvektoren. 0

Beispiel VIIL.5.2: Seien ¢ eine reelle Zahl und

A (cosgp —sm<,0> € 0(2)

sin ¢ Ccos

die Drehung um ¢ (in mathematisch positiver Richtung). Das charakteristische
Polynom von A ist

cosp) — X —sin

_get (¢ oy
XA—det< sin (cos) — X = X*—2(cosp)X + 1,

die zugehorigen Nullstellen sind X; o = cos ¢ £ +/cos? ¢ — 1. Fiir ¢ & Zm sind
diese Nullstellen nicht reell, d. h. fiir ¢ € R — Zm ist A nicht diagonalisierbar.

Satz 33 (Spektralsatz fiir orthogonale und unitire Endomorphismen):

(i) Seien (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler unitirer Raum und ¢ € End(V)
unitdr. Dann gibt es eine Orthonormalbasis von V' aus Eigenvektoren von
¢. Fir die Figenwerte \; von ¢ gilt |\;| = 1.

(ii) Seien (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler euklidischer Raum und ¢ €
End(V') orthogonal. Dann gibt es eine Orthonormalbasis B von V', sodass

DB,B<¢> = dlag(l, e 1, —1, ce —1,A1, . ,Ak)

cos(a;) —sin(ay)

sin(ay) cos(y) ) und reellen Zahlen o

mit Drehmatrizen A; = (
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Beispiel VIIL.5.3 (Der Spektralsatz in Dimension 2): Seien V = R? ausge-
stattet mit dem Standardskalarprodukt und ¢: R?> — R? definiert durch
x — Az fir eine orthogonale Matrix A € O(2) C U(n). Aufgefasse als kom-
plexe Matrix liefert [31| erhalten wir eine Orthonormalbasis B = (by, by) des C?
bestehend aus Eigenvektoren von A zu den Eigenwerten A\j, Ay € C, die beide
komplexen Betrag 1 haben.

Bezeichne ¢': C* — C? die Abbildung x — Ax. Beziiglich B ist die Darstel-
lungsmatrix von ¢’ sehr einfach, ndmlich Dp p(¢') = diag(A1, A2), und auerdem
ist ¢'|gz = ¢, wobei wir R? mit einem Unterraum des C? identifizieren.

Gehort \; zu C—R, dann ist Aby = Aby = A\by = \iby, d. h. by ist Bigenvektor
zum Eigenwert \; # \;. Weil A nur zwei Eigenwerte hat, muss das heiBien, dass
Ay = ;\1; wir diirfen also annehmen dass b; = by. Wir definieren

1
2

1
2

1
21

1

b—by) =
(b1=01) 2

c1 := Re(by) = = (bi+b1) = = (b +by), ¢ = Im(by) = (by—0s).

Dann ist C' = (v/2¢1, v/2¢;) eine Orthonormalbasis des C? und

1 (1 —i 1 /1 1
DB,C—\/§<1 i)’ DC,B—\/§<i —i)'

AuBerdem ist C sogar eine Orthonormalbasis des R?, d.h. die Eintrage von c;
und ¢y sind reell. Wir haben

Dc.c(¢') = Do gDp p(¢')Dp o

Wegen |A;| = 1 ist auch [A\|* = Re(\1)? + Im(\;)* = 1, d. h. es gibt » € R mit
cos(p) = Re(\1) und sin(p) = —Im(p). Wir konnen D¢ (¢') also schreiben

als .
N [cosp —sing
De.c(é) = (singp cos go) '
Da C eine Orthonormalbasis des R? ist, gilt auflerdem D¢ o(¢) = Dec(¢).
Gehort Ay zu R, dann ist auch A\, eine reelle Zahl, da det A = A\ Ay und
wegen |A1]| = |Ag| = 1 haben wir A;, Ay € {£1}. Nach |Proposition VIIL.5.1| gibt
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es eine Orthonormalbasis C' des R?, sodass

pecore{(s 1) (0 -0)- (0 ) (0 )}

Beweis: (i) Folgt direkt aus dem Spektralsatz [Satz 31|

(ii) Wir wahlen eine Orthonormalbasis von V und identifizieren V' mit R"
vermoge Dpg, wir diirfen also ohne Einschrankung annehmen, dass V' = R”
versehen mit dem Standardskalarprodukt und dass ¢: R™ — R™ die Abbildung
x — Az mit A € O(n) ist. Nach gibt es eine Orthonormalbasis B’ =
(b, ..., b)) des C" bestehend aus Eigenvektoren von A, sodass b; Eigenvektor
von A zum Eigenwert )\; ist.

Wir sortieren ),...,b, soum, dass \y =--- =X\, =1, Aoy = -+ = A5 =
—1 und Ag4q,..., A, € C— R. Wie im vorangegangenen Beispiel definieren wir
¢': C" — C" durch x — Az. Wie im vorangegangenen Beispiel erhalten wir:
Ist v ein Eigenvektor von ¢’ zum Eigenwert A\, dann ist v ein Eigenvektor von
¢ zum Eigenwert .

Durch Umsortierung konnen wir erreichen, dass As11 = Agy2,..., A1 = Ay
I N / 1/
und by = b, 5, ..., 0, =10,.

Verfahren wir fiir U := Lin(,, o; 4, b,,,;) wie im vorangegangenen Beispiel,
d. h. setzen wir

Cs42i—1 = \/ﬁRe(b;+2i—1)> Cs+2i = \/§Im(b;+2i_1),

dann ist (csi9i-1,Csy2;) eine Orthonormalbasis von U und durch Zusammen-
setzung all dieser Basen zu C' := (b, ..., bs, Csp, ..., Cn_1,¢y) erhalten wir eine
Orthonormalbasis des R", sodass Dg p(¢) die angegebene Form hat. O

Korollar VIIL.5.4 (Spektralsatz fiir Matrizen): (i) Ist A € U(n), dann gibt
es eine Orthonormalbasis des C" bestehend aus Figenvektoren von A und
es gibt eine unitire Matriz S € U(n), sodass SAS™' = diag(\, ..., \n)
mit A,...,\, € C.

(ii) Ist A € O(n), dann gibt es eine orthogonale Matriz S € O(n), sodass

S—LAS die in (m) angegebene Form hat.

Satz 34 (Hauptachsentransformationssatz):

(i) Seien (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler euklidischer beziehungsweise
unitirer Raum und ¢ € End(V) selbstadjungiert. Dann gibt es eine
Orthonormalbasis B von V' bestehend aus Eigenvektoren von ¢ und alle
FEigenwerte sind reell.
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(i) Ist A € C"*" hermitesch, dann gibt es eine unitire Matriz S € U(n),
sodass ST'AS = S*AS = diag(A1, ..., \,) mit reellen Zahlen Ay, ..., \,.

(iii) Ist A € R™"™ symmetrisch, dann gibt es eine orthogonale Matriz S €
O(n), sodass ST'AS = S'AS = diag(\i,...,\,) mit reellen Zahlen
Ay ooy A

Proposition VIIL.5.5 (Eigenwerte hermitescher Matrizen): FEigenwerte hermi-
tescher Matrizen sind reell.

Beweis: Seien A € C™*" hermitesch und A € C Eigenwert von A zum Eigen-
vektor vinC™ — {0}. Dann haben wir

Mol = Mo, v) = Ow,v) = (Av,v) = (v, A*v) = (v, Av) = (v, \v) = A%,

d.h. A = \ wie gewiinscht. ([l

Beweis (von [Satz 34): In[Satz 31} |Proposition VIII.5.5/und [Proposition VIII.5.1|
haben wir die ganze Arbeit bereits geleistet. 0

Seien V' ein K-Vektorraum mit Basis B und h: V xV — K eine Bilinearform
beziehungsweise Sesquilinearform. Im Folgenden schreiben wir G (h) fir die
Gram-Matrix von h beziiglich B.

Ist B’ eine weitere Basis von V, dann gilt nach (Proposition I1.1.4) folgende
Gleichung;:

GB/(h) - DtB7B/GB(h)DB7B/.

Definition VIIL.5.6 (Positiv definite Matrix): (i) Sei G € K"*" eine sym-
metrische beziehungsweise hermitesche Matrix. Gilt fiir alle x € K™ — {0},
dass Gz > 0, dann heifit G positiv definit. Gilt fir alle z € K" — {0},
dass 2!G7 < 0, so heifit G negativ definit.

Die symmetrische beziehungsweise hermitesche Matrix ist also positiv
beziehungsweise negativ definit genau dann, wenn die zugehorige Bili-
nearform beziehungsweise Sesquilinearform hg positiv beziehungsweise
negativ definit ist.

(ii) Seien V ein endlichdimensionaler IK-Vektorraum mit Basis B, h: V X
V' — K eine symmetrische beziechungsweise hermitesche Form und G =
Gp(h) die Gram-Matrix von h beziiglich B. Ist Gg(h) positiv definit
beziehungswiese negativ definit, so heifit h positiv definit beziehungsweise
negativ definit.

202



5. Anwendungen des Spektralsatzes

(iii) Seien G € K™ symmetrisch bezichungsweise hermitesch und A €
Gl,,(K). Genau dann ist G positiv definit, wenn A‘G'A positiv definit ist,
was dquivalent zur positiven Definitheit von AGA* ist.

Das sieht man so: Nach (Proposition II.1.4) ist A’GA die Gram-Matrix
von hg beziiglich der Basis B = (by,...,b,) mit A = (by]...|b,). Die
zweite Aquivalenz folgt nach Ersetzung von A durch A’.

Bemerkung VIIL.5.7 (Determinanten positiv definiter Matrizen): Sei G € K"*"
symmetrisch beziehungsweise hermitesch und positiv definit und hg: K" x K" —
K das zugehorige Skalarprodukt. Wir wahlen eine Orthonormalbasis B des K"
beziiglich hg — das diirfen wir machen, da das Gram-Schmidt’sche Orthogona-
lisierungsverfahren auch iiber Skalarprodukte tiber C funktioniert. Dann ist G
die Gram-Matrix von hg beziiglich der Standardbasis des K™ und I, ist die
Gram-Matrix von hg beztglich B.

Aus (Proposition I1.1.4) folgt mit dem Basiswechsel A := Dp g € Gl,,(K),
dass G = A'I,A = A'A. Insbesondere erhalten wir

det G = det Atdet A = det A - det A = det A2 > 0.

Beispiel VIIL.5.8 (Positiv definite Diagonalmatrizen): Seien \;,..., \, reelle
Zahlen. Genau dann ist diag(\, ..., \,) positiv definit, wenn Ay, ..., A, > 0.

Korollar VIIL.5.9: Seien G eine symmetrische beziehungsweise hermitesche
Matriz. Genau dann ist G positiv definit, wenn alle Figenwerte von G grofier
als Null sind.

Beweis: Nach dem Hauptachsentransformationssatz gibt es eine orthogona-
le Matrix S € O(n) beziehungsweise eine unitare Matrix T € U(n), so-
dass S'GS = diag(\1, ..., \,) beziehungsweise TGT* = diag(\y, ..., \,) mit
SpecG ={A1,..., A\ }

Per ist G positiv definit genau dann, wenn diag(\y, ..., \,) positiv
definit ist. Nach ist das aquivalent zu Aq,..., A, > 0. O

Satz 35 (Hurwitz-Kriterium): Sei G = (g;;) € K™ eine symmetrische bezie-
hungsweise hermitesche Matriz. Fir 1 < k < n heift

g1 0 g1k
G = | : :
k1 " Gkk

der k-te Hauptminor. Genau dann ist G positiv definit, wenn die Determinanten
det(Gy), ..., det(G,,) der Hauptminoren positiv sind.
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Beweis: ,—>“: Es bezeichne E = (ej,...,e,) die Standardbasis des K",
h: K" x K" — K, (z,y) — 2'Gy bezeichne das zu G gehorige Skalarpro-
dukt und fir 1 < k£ < n bezeichne h; die Einschrankung von h auf den
Teilraum Lin(ey, ..., e;) x Lin(ey, ..., ex). Ferner bezeichnen wir mit Gy die
Gram-Matrix von hj beziiglich der Standardbasis.

Da h positiv definit per Voraussetzung ist, sind auch die Einschrénkungen
hy, positiv definit und aus erhalten wir det(Gy) > 0 fir alle k.

,<=": Wir zeigen die Behauptung per Induktion nach n. Fiir n = 1 ist nichts
zu zeigen. Die Aussage gelte nun fiir n — 1. Per Induktionsvoraussetzung sind
die Einschrankungen Gy, fir 1 < k < n — 1 positiv definit, und so auch die hy.

Wegen des Verfahren von Gram-Schmidt gibt es eine Basis B’ = (v1,...,v,_1)
von Lin(ey, ..., e, 1), die beztglich h,_; orthonormal ist. Wir erhalten eine
Orthogonalbasis des K™ durch v, = e, — >, h(v},e,)v;, da v, nicht zu
Lin(vy,...,v,—1) = Lin(ey, . .., €,-1) gehort und auBerdem firi € {1,...,n—1}
gilt, dass

n—1
h(vn, v;) = h(ey,v;) — Z h(vj, en)h(vj, v;) = h(en, v;) — h(v;, e,) = 0.
j=1

Die Gram-Matrix von h beziiglich B ist G' = diag(1, ..., 1, c) mit einer reellen
Zahl c. Wegen G' = D, G Dp p erhalten wir ¢ = det G’ = |det D p| det G > 0,
d.h. G’ ist eine positiv definite Matrix und damit auch h. O

Satz 36 (Trigheitssatz von Sylvester): Seien h eine symmetrische Bilinear-
form beziehungsweise eine hermitesche Sesquilinearform auf einem euklidischen
beziehungsweise unitdren endlichdimensionalen Vektorraum V. Dann gilt:

(i) Es gibt eine Basis B von V', sodass
Gy(h) = diag(1,...,1,-1,...,-1,0...,0)

mit k vielen Einsen,  vielen Minus-Einsen und m vielen Nullen auf der
Diagonalen.

(ii) Die Anzahlen k, ¢ und m hdngen nicht von der gewdhlten Basis ab.
Genauer: Ist G eine Gram-Matriz von h, dann ist k die Anzahl der
positiven Eigenwerte von G (mit Vielfachheiten gezdhlt), ¢ die Anzahl
der negativen Eigenwerte von G (mit Vielfachheiten gezdihlt) und m ist
dimV — RangG.

Beweis: Wir geben alle Argumente fiir den Fall K = C, fiir den reellen Fall
funktioniert der Beweis genau so.
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(i) Seien B eine beliebige Basis von V und G := Dg(h) die Gram-Matrix
von h beziiglich b. Dann ist G hermitesch. Nach dem Hauptachsentransfor-
mationssatz gibt es eine unitére Matrix S = (s; ;) € U(n) und reelle
Zahlen Ay, ..., A\, sodass S*GS = diag(A1, ..., \,). Da S regulér ist, ist auch
S regulir.

Nun gibt es eine Basis B’ von V mit Dg p = S; genauer: Die Vektoren
b == >%_ 8;.b; bilden eine solche Basis. Beziiglich dieser neuen Basis B’ haben
wir

DB/(h) = DtB7B/DB(h)DB7B/ = S*DB(h)S = diag()\l, ey )\n),

es gilt also h(b}, b)) = \id; ;. Jetzt definieren wir B = (by,...,b,) durch

(2]

b |)\i|71/2, falls \; 7é 0,
A sonst.
und erhalten h(b;,b;) = sign()\;)d; ; wie gewiinscht.

(ii) Seien B = (by,...,b,) und B’ = (b}, ..., b)) Basen so, dass Dg(h) k-viele
Einsen, /-viele Minus-Einsen und m-viele Nullen auf der Diagonalen tragt und
so, dass Dp/(h) k'-viele Einsen, ¢’-viele Minus-Einsen und m/-viele Nullen auf
der Diagonalen tragt. Wir setzen

V, = Lin(by, ..., by), Vi :=Lin(b}, ..., b)),
V.= Lil’l(bk+1, c ,karg), V,/ = Lin(b;gurly SR ;g/+£/>7
Vo = Lin(brreq1s - - -, bn), Vo == Lin(b i1, - -, 0r)

und erhalten Zerlegungen V =V, @ V_ @ Vo =V, &V & Vy mit V. L V_,
Vi L Vound V_ L V; und den gleichen Eigenschaften fiir V[, V! und V{. Ferner
sind h[y4 und hly; positiv definit, Aly. und hlys negativ definit und A[Vy und
hly; konstant Null. Wir wollen zeigen, dass dann bereits alle Summanden
iibereinstimmen miissen.

Angenommen es wére k&' = dim V} > k = dim V.. Dann wére V N (V_ @ 1))
nicht-trivial, d. h. es gidbe 0 # u € V] N (V_ ® ;). Dieses u konnen wir auf
eindeutige Weise schreiben als ©u = u_ + ug mit u_ € V_ und vy € Vj und
erhalten

h(u,w) = h(u_,u_) + h(u_,up) + h(ug, u_) + h(ug, uo) = h(u_,u_) <0

im Widerspruch zu u € V. Aus Symmetriegriinden gilt auch k& < k', sodass
k = k’. Schliellich erhalten wir analog, dass auch ¢ = ¢ und m = m’. O
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6. Singularwertzerlegung

Fiir eine gegebene Matrix A € K"*™ suchen wir fiir die lineare Abbildung
wa: K™ — K", z +— Az geeignete Orthonormalbasen des K™ und K™ beziiglich
des Standardskalarprodukts, die die Abbildungsmatrix von ¢4 besonders schon
machen. Wir zeigen die Aussagen dieses Abschnittes nur fiir K = R, iiber den
komplexen Zahlen gehen die Argumente aber genau so durch.

Satz 37 (Singuldrwertzerlegung): Sei A € R"*™ gegeben.

(i) Ist m > n, dann gibt es Matrizen U; € O(n) und Uy € O(m) sowie

nicht-negative reelle Zahlen iy, . .., jb,, sodass
m 0 --- 0
U, AU, = : :
Lo O - 0

Die Zahlen piy, . .., p, sind durch A eindeutig bestimmt und heiffen Sin-
guldrwerte von A. Die Quadrate u3, ..., u2 sind die Eigenwerte von AA?
(mit Vielfachheit angegeben).

(ii) Ist m < n, dann gibt es Matrizen U; € O(n) und Uy € O(m) sowie

nicht-negative reelle Zahlen iy, . .., fbm, sodass
M1
_ Fom
U AU, = 0 .. 0
0 0
Die Zahlen py, . .., jiy sind eindeutig durch A bestimmt und heiffen Sin-
gulirwerte von A. Die Quadrate 1, ... u2, sind die Figenwerte von
AtA.

Lemma VIIL6.1 (Die Symmetrisierung A*A): Sei A € R"™™ gegeben.
(i) Die Matriz A*A symmetrisch und fiir A\ € Spec(A*A) gilt A > 0.
(ii) Es ist Kern(A'A) = Kern(A) und somit auch Rang(A*A) = Rang(A).

Beweis: (i) Die Symmetrie ist klar, denn (A*A)" = A'A. Sei nun \ ein
Eigenwert von A zum Eigenvektor v # 0. Dann haben wir

||Av||2 = (Av, Av) = (v, A" Av) = (v, W) = Mo, v) = )\|v|2
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(ii) Die Inklusion Kern(A) C Kern(A*A) ist klar. Fiir die andere Inklusion
sei v € Kern(A'A) gegeben, d.h. A*Av = 0. Dann ist

0 = (A'Av,v) = (Av, Av) = ||Av]?,

sodass Av = 0 wegen den Eigenschaften der Norm, also v € Kern(A) wie
gewiinscht. O

Beweis: Wir zeigen nur Aussage (ii), die Aussage (i) erhalt man dann durch
Transposition. Da A*A symmetrisch ist, liefert der Hauptachsentransformati-
onssatz die Existenz einer Matrix S € O(m) und nicht-negativer reeller Zahlen
Ay voy Am, sodass STA'AS = diag(\, ..., \y). Ohne Einschrankung diirfen
wir annehmen, dass die Eigenwerte sortiert sind, sagen wir Ay, ..., A, > 0 und
Apt1s -« -5 Am = 0 mit p = Rang(A"A) = Rang(A).

Es bezeichne die Standardbasis F = (eq, ..., €,,) des R™ und v; := Se; € R™,
1 <i<m.Dann ist S = (v{|...|v,), der Vektor v; ist Eigenvektor von A'A
zum Eigenwert A; und (vq, ..., v,,) ist eine Orthonormalbasis, da .S orthogonal
ist. Es ist also

<A’Ui, AU]'> = GEStAtASGj = 62 diag()\l, ey )\n)ej = )\15U

Insbesondere ist Av; Z0 fir 1 <¢<pund Av;, =0 firi>p. Fir1 <i<n
definieren wir p; 1= A; /2 und fiir 1 <1 < p setzen wir w; := p; ! Av;. Dann ist
(wi, w;) = (pipj)  {(Av;, Av;) = b5, d. h. wir haben ein Orthonormalsystem im
R™ erhalten. Dieses erganzen wir zu einer Orthonormalbasis (wy, . .., w,) des R™
und es gilt insbesondere Av; = pw; fiir 1 <4 < n. Nun ist Uj := (wy]. .. |w,)
orthogonal und wir setzen U; = U/ ™",

Sind (ey, .. ., €,,) die Standardbasis des R™ und (€, . .., €},) die Standardbasis
des R™, dann ist fir 1 <i < m:

UlAUQGi = UlAUZ' = /LZUle = uieé,

d.h. U; AU, hat die gewtlinschte Form. Nun bleibt zu zeigen, dass ¥ eindeutig
ist. Fir USA'ULU; AU, erhalten wir

H1
[ 0 --- 0 T M% 0
. . . HFm [ _ .
: : 0O --- 0 o ?
fn O <o+ 0 : : 0 u2,
0O --- 0

das heiBt p3,. .., u? sind die Eigenwerte von A'A mit Vielfachheit gezdahlt und
damit eindeutig. d
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Korollar VIIL.6.2: Die Singuldrwertzerlegung geht analog tiiber C mit unitdren
Matrizen und nicht-negativen reellen Zahlen piy, . .., .

Beispiel VIIL.6.3 (Trick 17): (i) Seien

1 0
ZZ:(% g 8), st= o 1/3],
0 0
dann sind

(196D = )6

(ii) Fir die Matrizen

1 0 00 L 00
=10 3 0 0 Y= 0 1/3 0
0000 7 00 0
0O 0 0
erhalten wir

100 0100

¥wwht=1(01 0], Yy =
00 0 0000
0 00O

Proposition VIII.6.4 (Konstruktion einer Pseudo-Inversen): Zu A € R"*™

mit Singuldrwertzerlegung A = U XU,y wie in definiere 1 und AT aus
R™™ durch

0 sonst,

(EWH_{M% falls 1 <i=j<p,
,] —
und At := ULSTUL. Dann gilt:
(i) AAY st dhnlich zu (7 3) € R™™.
(ii) A*A ist dhnlich zu (7 3) € R™™.
) AATA=A und ATAAT = AT,
(iv) AAT und AT A sind symmetrisch.

(ii
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Bemerkung VIIL.6.5: Eine Matrix AT mit den Eigenschaften aus
heifit Pseudo-Inverse. Eine Matrix AT mit den Eigenschaften aus
(iii) heiBt meist Moore-Penrose-Inverse oder auch allgemeiner partielle Isome-
trie. Die Pseudo-Inverse hat vor allem praktische Relevanz in der Numerik bei
der Losung linearer Gleichungssysteme. Genauer kann man die Pseudo-Inverse
verwenden, um fiir lineare Gleichungssysteme, die nicht 16sbar sind, eine Losung
anzugeben, die in einem speziellen Sinne eine moglichst gute Naherung darstellt.
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Kapitel IX.

Etwas mehr Strukturmathematik

1. Gruppenoperationen

Seien G eine Gruppe und X eine Menge. Wir wollen zunachst an Beispielen
untersuchen, was Gruppenoperationen kénnen sollten. Die Paradebeispiele fiir
Gruppenoperationen sind die folgenden beiden Abbildungen:

(i) G =GlL,(K), X = K" und
Gl,(K) x K" — K", (A, z) — Az,
(i) G=5,, X ={1,...,n} und
SpxA{1,...,n} — {1,...,n}, (0,1) — o(i).

Wie passen die angegebenen Abbildungen mit der Gruppenstruktur auf den
jeweiligen Gruppen zusammen? Wir haben (I,,z) — x respektive (id,i) —
i und fur A, B € Gl,(K) respektive 1,09 € S, ist (AB,x) — (AB)x =
A(Bzx) respektive (01 0 09,1) — (07 0 02)(i1) = 01(02(7)). Von diesen Beispielen
abstrahierend erhalten wir

Definition IX.1.1 (Gruppenaktion): Seien (G, *) eine Gruppe mit neutralem
Element 14, X eine nichtleere Menge und a: G x X — X eine Abbildung.
Falls gilt

(i) Fur alle z € X ist a(1g,z) = .
(ii) Fur alle g1,92 € G und x € X ist a(gy * g2, ) = (g1, a(ga, x))

so heifit « eine Gruppenaktion von G auf X. Gelegentlich werden Gruppenak-
tionen auch Gruppenoperationen genannt.
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Notation IX.1.2: Seien (G, %) eine Gruppe, X eine nichtleere Menge und a: G x
X — X eine Gruppenoperation. Dann schreiben wir ¢-x := «a(g, x). Die beiden
Bedingungen an die Gruppenaktion lesen sich dann als

<1> lg -z ==z,

(i) (g1 % g2) -z =g1- (92" 7).

Bemerkung IX.1.3: In der Sitation von [Proposition [X.1.1]| gilt: Fiir alle z,y €
X und g € G ist g - = y genau dann, wenn x = g~ - 3.

Beispiel IX.1.4: (i) Seien n eine natiirliche Zahl, K ein Korper und
a: GlL,(K) x K" — K", (A, x) — Az.

Dann ist a eine Gruppenoperation, wie wir uns vorher schon iiberlegt haben.
Man nennt o auch Aktion durch Matrizenmultiplikation.

(ii) Seien X eine nichtleere Menge und G = Perm(X) = {f: X — X bijektiv}.
Dann ist
a: Perm(X) x X — X, (0,2) — o(x)

eine Gruppenoperation. Man nennt diese Gruppenoperation auch Aktion durch
Permutation.

(iii) Seien X = R?, G = (R, +) und

a: R xR* — R?, (@ (m)) — (C(_)St —S1nt> (1‘)’
Yy sint cost) \y

Dann ist auch dieses a eine Gruppenoperation.
(iv) Seien X = (Z/27.)%, G = (Z./27,+) und

a: 7.)27 x (Z.]27.)° — 7.]277, a,

N QLRI
W <RI
QI I QI

_|_
_|_
_|_

(v) Seien X ={1,2,3,4}, G = Z/27 x Z/27 und definiere a: G x X — X
durch

o 1 2 3 4
0,001 2 3 4
(1,0)|2 1 4 3
0,1)|3 4 1 2
(L,1) {4 3 2 1
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1. Gruppenoperationen

Proposition IX.1.5: Seien X eine nichtleere Menge, (G, %) eine Gruppe und
a: G x X — X eine Gruppenaktion. Dann erkldrt

Ty~ Xy dgeG:g-x1 =19
eine Aquivalenzrelation auf G.

Beweis: Die Reflexivitat ist klar, denn fiir jede x € G ist © = 1g - x per
Definition der Gruppenaktion und damit x ~ .

Zur Symmetrie seien x; und x5 in X mit x; ~ x5. Das heifit es gibt g € G,
sodass x5 = ¢ - x; und aus [Proposition IX.1.3| wissen wir, dass x; = ¢! - 2,
also ist auch x5 ~ x;.

Zur Transitivitat seien xq, o und x3 in X mit 1 ~ x5 und x5 ~ x3. Per
Definition gibt es also g; und g aus G mit x9 = g1 - * und x3 = g5 - 2. Es ist
also x3 = go - xo = g2+ (g1 - ¥1) = (g2 * g1) - 1 und damit z; ~ x3. O

Definition IX.1.6 (Bahn): Seien X eine nichtleere Menge, (G, *) eine Gruppe,
a: G x X — X eine Gruppenaktion und ,~*“ die Aquivalenzrelation, die durch
a auf X erklart wird.

(i) Die Aquivalenzklasse G -z := [x]. := {g -z | g € G} heifit Bahn von .

(ii) Gibt es nur eine Bahn, dann heiit die Operation « transitiv. Genau dann
ist « transitiv, wenn es fiir alle x,y € X ein g € G gibt, sodass y = g - .

(iii) Seien xy,...,x, und yy,...,y, jeweils k paarweise verschiedene Elemente
von X und (z1,...,2k), (y1,-..,yx) die zugehorigen Tupel. Gibt es fiir je
zwei solche Tupel ein g € G mit (y1,...,9x) = (¢ x1,...,9 - xx), dann
heifit die Operation k-transitiv.

(iv) Fur x € X heifit Stab(z) := {g € G | g - * = x} der Stabilisator von x
oder Fizgruppe von x oder auch Isotropiegruppe von x.

(v) Fir eine Teilmenge S C X heift
Fix(S) :={g e G |Fiurallex € Sist g-x =z}

die Fizgruppe von S oder auch punktweiser Stabilisator von S.

(vi) Gibt es fir jedes g € G — {1} ein x € X mit g -2 # x, dann heifit «
treu.

(vii) Gilt fir alle z € X und g € G — {1}, dass g - ¢ # z, dann heifit die
Aktion fizpunktfrei.

213
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Bemerkung IX.1.7: Aus|Proposition [X.1.5(folgt: Die Bahnen bilden eine Parti-
tion der Menge X, d. h. X ist die disjunkte Vereinigung seiner Bahnen. Insbeson-
dere gilt: Ist X eine endliche Menge, die aus den k£ Bahnen By, ..., B besteht
und wahlen wir aus jeder Bahn B; ein Element z; — man nennt {z1,...,x;} ein
vollstandiges Reprasentantensystem oder Vertretersystem der Bahnen — dann

gilt #X =%  #G - ;.

Beispiel IX.1.8: In [Proposition [X.1.4] erhalten wir folgende Bahnen und Sta-
bilisatorgruppen:

(i) Fir alle A € Gl,(K) gilt A-0 = 0, das heiit G- 0 = {0}. Ist bei-
spielsweise = e; der erste Standardbasisvektor, dann liefert A - e; die erste
Spalte der Matrix A. Weil wir wissen, dass wir jeden von Null verschiedenen
Vektor z € K™ — {0} in einer Basis des K" wiederfinden kénnen (das sagt
der Basisergdnzungssatz), finden wir eine Matrix, deren erste Spalte genau der
Vektor x ist. Das heif3t, es gibt genau zwei Bahnen unter dieser Operation,
namlich {0} und K™ — {0}.

Beispielsweise fiir z = 0 ist Stab(0) = Gl,,(K) und fiir x = e, ist
1 %

0 = *
Stab(e;) = o | € GL.(K)

0 * --- x%

Die Aktion ist treu, aber nicht fixpunktfrei.

(ii) Die Permutationsgruppe Perm(X) operiert transitiv, denn fir z,y € X
definiert

x, falls z =y,
f+ X —X, zr— Sy, falls z =z,
z, sonst,

eine bijektive Abbildung von X nach X, die x nach y verschiebt. Fiir irgendein
z € X ist Stab(z) = Perm(X — {z}). Ferner ist die Gruppenaktion « treu, und
k-transitiv fiir jede natiirliche Zahl k, aber « ist nicht fixpunktfrei.

(iii) Ist z € R? — {0}, dann ist G -z = dB(0, ||z||) = {y € R* | ||ly|| = ||z||}
und ist z = 0, dann ist G - 0 = {0}. Fiir ein x € R? — {0} ist Stab(z) = 27Z =
{27k | k € Z} wegen der 2m-Periodizitat des Sinus und Kosinus und fir z = 0
ist Stab(x) = G = R. Die Operation « ist nicht transitiv und auflerdem nicht
treu, denn fiir ¢ = 27 gilt fiir alle x € X, dass g - = = x.
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(iv) Diese Aktion hat 4 Bahnen, die jeweils diagonal gegentiberliegene Punkte
zusammenfasst und aulerdem ist die Aktion fixpunktfrei.

(v) Aus der Definition der Aktion kénnen wir ablesen, dass die Aktion
transitiv ist. Auflerdem kann man bei genauer Betrachtung der Definition
erkennen, dass es keine Fixpunkte gibt und die Operation deshalb treu ist.

Proposition IX.1.9 (Gruppenaktionen als Gruppenhomomorphismen): Seien
(G, *) eine Gruppe, X eine nichtleere Menge und Sym(X) = Perm(X) die
Gruppe der bijektiven Selbstabbildungen zusammen mit der Komposition von

Abbildungen.

(i) Ist g € G fest und a: G x X — X eine Gruppenaktion, dann ist
al(g,+): X — X ein Element von Sym(X) und

&: G — Sym(X), g— (x+—g-x)

ist ein. Homomorphismus von Gruppen.

(i) Ist &: G — Sym(X) ein Gruppenhomomorphismus, dann erklart
a:Gx X — X, (g,2)— (a(g))(z)

eine Gruppenoperation auf X .

Beweis: (i) Die Abbildung = + ¢ - x ist eine Permutation, denn z — g~! -z

ist die zugehorige Umkehrabbildung. Bleibt zu zeigen, dass & ein Gruppenho-
momorphismus ist. Fir ¢g;,9, € G und x € X gilt

(G(g1 * g2))(x) = (g1 % g2) - @
=91 (92 )
= (a(91))(g2 - ) = (&(g1))(a(g2)(x)) = (&(g1) - a(g2))()
wie gewiinscht.

(ii) Wir miissen die Axiome einer Gruppenaktion nachweisen. Erstens gilt
fir ein x € X, dass a(1,z) = (&(1))(z) = id(z) = x, und zweitens haben wir
fir g1, 90 € G

a(g1 * g2, ) = (g1 * g2)) ()
= (&(g1) © a(g2))(z) = &(g1)(a(g2, x)) = (g1, (g2, 7)),

sodass « eine Gruppenaktion ist. O
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Bemerkung IX.1.10: Die beiden Konstruktionen aus |Proposition IX.1.9|sind
invers zueinander. Etwas salopp gesagt ist eine Gruppenaktionen von G auf
X nichts anderes als ein Gruppenhomomorphismus von G nach Sym(X) (mit
Komposition von Abbildungen).

Besitzt die Menge X eine Zusatzstruktur (beispielsweise eine Vektorraum-
struktur oder die Struktur eines metrischen Raums), dann werden fir Sym(X)
oft nicht alle bijektiven Mengenabbildungen von X nach X zugelassen, sondern
nur die strukturerhaltenden Selbstabbildungen.

Bemerkung IX.1.11 (Treue von Gruppenaktionen): Seien G eine Gruppe, X
eine Menge, a: G x X — X eine Gruppenaktion und &: G — Sym(X) der
zugehorige Homomorphismus aus [Proposition IX.1.9. Genau dann ist « eine
treue Aktion, wenn & injektiv ist.

Satz 38 (Bahnformel): Seien G eine endliche Gruppe, X eine Menge und
a:Gx X — X, (g,x) — g-x eine Gruppenaktion. Fir jedes x € X gilt

#G = #Gx# Stab(x).
Beweis: Fir ein x € X wird auf G durch
g~ ¢ = gr=gr g 'g € Stab(z)

eine Aquivalenzrelation erklirt. Es bezeichne G/~ die Menge der Aquivalenz-
klassen beziiglich dieser Aquivalenzrelation. Dann erhalten wir die wohldefinierte
Abbildung

v: G/~ — Gz, [gl—rg-x

denn per Konstruktion gilt g; ~ g» genau dann, wenn g; - * = g - ©. Aulerdem
ist ¢ surjektiv per Definition der Bahn und schliefllich ist ¢ injektiv, denn es
gilt g1 - = go - & genau dann, wenn [g1| = [¢o]. Insbesondere ist #G/~ = #Gx.

Flr ein festes ¢ € G und ein Gruppenelement ¢’ gilt per Voriiberlegung,
dass ¢’ € [g] genau dann, wenn g~'¢’ € Stab(x). Wir haben also Abbildungen
V: [g] = Stab(z), ¢ — g~'¢’ und ¥': Stab(z) — [g], ¢ — g - ¢, die Invers
zueinander sind. Insbesondere ist # Stab(x) = #|g].

Da G die disjunkte Vereinigung der Aquivalenzklassen ist und jede Aquiva-
lenzklasse # Stab(x)-viele Elemente hat, haben wir

#G = #G /~# Stab(z) = #Gx# Stab(z). O

Korollar IX.1.12: Seien G eine endliche Gruppe, X eine endliche Menge und
a: G x X — X eine Gruppenaktion.
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1. Gruppenoperationen

(i) Fir jedes x € X ist #Gx ein Teiler der Ordnung von G.

(ii) Falls es nur endlich viele Bahnen gibt und {x1,...,x} ein Vertretersys-
tem der Bahnen ist, dann gilt
k
#G
X = #G e Grpy=Y ————.

# #Gry + -+ #Guy ;#Stab(xi)
Beispiel 1X.1.13: Sei (G, *) eine Gruppe. Dann operiert G auf sich selbst durch
g1 g2 ‘= g1 * g2, d. h., die Abbildung

a: GxG— G, (91,92) — g1 * g2

ist eine Gruppenaktion. Diese Operation ist treu (da die Eins bewegt wird)
und transitiv (weil wir invertieren kénnen).

Satz 39 (von Cayley): Fiir jede Gruppe (G,*) gibt es eine Einbettung (d. h.
einen injektiven Gruppenhomomorphismus) &: G- — Sym(G). Insbesondere ist
jede endliche Gruppe isomorph zu einer Untergruppe einer symmetrischen Grup-
pe, genauer: Ist #G = n, dann ist Sym(G) = S,, und G kann als Untergruppe
von S, aufgefasst werden.

Beweis: Sei G eine Gruppe. Nach [Proposition [X.1.13|operiert G treu auf sich
selbst durch Linksmultiplikation, was heifit, dass der zugehoérige Homomorphis-
mus &: G — Sym(G) injektiv ist. O

Der Satz von Cayley liasst uns das Studium endlicher Gruppen als das
Studium der Untergruppen der Permutationsgruppen interpretieren.

Beispiel IX.1.14: Seien K und L Koérper mit K C L (man sagt, L sei eine Kor-
pererweiterung von K) und G := Aut(L) = {¢: L — L Koérperautomorphismus}.
Dann operiert G auf L durch

a:GxL—L, (p,0) — ().

Dann heifit Aut(L|K) := Fix(K) = {¢ € Aut(L) | Fir alle ¢ € K ist ¢(c) = ¢}
die Automorphismengruppe der Koérpererweiterung L|K. Fiir sogenannte ga-
lois’sche Erweiterungen schreibt man auch Gal(L|K) := Aut(L|K).

In der Vorlesung ,, Algebra“ wird die Beziehung zwischen Gruppen und
Korpererweiterungen intensiv studiert und gipfelt in folgendem unglaublichen
Satz: Ist K C L eine endliche galois’sche Korpererweiterung, dann haben wir
eine Bijektion

{Zwischenkorper K C E C L} +— {Untergruppen von G = Gal(L|K)},
E +— Gal(L|E).
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Diese Korrespondenz ermoglicht unter anderem einen Beweis dafiir, dass es
keine allgemeine Losungsformel fiir Gleichungen des Grades mindestens 5 geben
kann.

Ein ungelostes Problem ist folgende Frage: ,Sei K = Q. Gibt es fir jede
endliche Gruppe G eine endliche galois’sche Korpererweiterung @ C L, sodass
Gal(L|Q) = G?“ Ein bisher nicht erfolgreicher Losungsansatz von Emmy
Noether verwendet als Grundidee den Satz von Cayley.

2. Teilbarkeit in Ringen

Das Ziel dieses Abschnittes ist das systematische Studium der Konzepte ,Teil-
barkeit” und ,, grofiter gemeinsamer Teiler um beispielsweise zu erkennen, auf
welche Ringe sich das wichtige Lemma von Bézout verallgemeinert.

Definition IX.2.1: Sei (R, +, ) ein kommutativer unitiarer Ring.

(i) Seien a,b € R. Gibt es ¢ € R mit b = ca, dann sagen wir a teile b und
schreiben a | b.

(ii) Sei @ € R—{0}. Gibt es ¢ € R — {0} mit ac = 0, dann heifit a ein echter
Nullteiler.

(iii) Gibt es in R keine echten Nullteiler, dann heit R nullteilerfrei. Das
heifft: Sind a,b € R mit ab = 0, dann ist a = 0 oder b = 0. Ein
nullteilerfreier kommutativer unitarer Ring heifit auch Integritatsring
oder Integritétsbereich.

(iv) Sei a € R. Gibt es b € R mit ab = 1, dann heifit a invertierbar. Die
Menge R* := {u € R | u ist invertierbar} heifit Finheitengruppe oder
multiplikative Gruppe von R und ist eine Gruppe mit Multiplikation.

Bemerkung 1X.2.2 (Kiirzungsregel, Einheitenteiler): Sei R ein kommutativer
unitarer Ring.

(i) Genau dann ist R nullteilerfrei, wenn fur alle a, ¢, € R mit a # 0 gilt:
Wenn ac = ac’, dann ist ¢ = .
(ii) Teiler von Einheiten sind selbst Einheiten.
Beweis: (i) Ist ac = ad, dann ist a(c — ) = 0, d. h. wegen der Nullteilerfrei-
heit von R ist ¢ — ¢ = 0 und damit ¢ = ¢.

(ii) Seien a € R, u € R* und a teile u. Dann gibt es ¢ € R mit u = ac und
v’ € R mit uu’ = 1. Aber dann erhalten wir a(cu’) = uu’ = 1, d. h. a ist eine
Einheit. U
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Bemerkung IX.2.3 (Teilbarkeit ist fast eine Ordnungsrelation): Seien R ein
kommutativer unitérer nullteilerfreier Ring und a, b, ¢ € R. Dann ist Teilbarkeit
fast eine Ordnungsrelation auf R:

(i) Jedes a € R teilt sich selbst, denn a = 1a.

(ii) Sind a,b,c € R mit a | b und b | ¢, dann gibt es ¢/,0' € R mit b = ad’
und ¢ = bV, d.h. ¢ = bb' = ad’t’ und damit teilt a auch c.

(iii) Sind a,b € R mit a | b und b | a, dann gibt es @’ und o’ aus R mit
b=daund a =00, d.h. b =d'a = al'b, sodass 1 = d'b/, d.h. a'b/ gehort zu
R*.

Uns stort, dass wir in (iii) keine Gleichheit, sondern nur Gleichheit bis auf Mul-
tiplikation mit einer Einheit haben. Der passende Ausweg aus dieser misslichen
Lage sind Aquivalenzrelationen: Wir sollten diejenigen Elemente zusammenfas-
sen, die sich nur durch Multiplikation mit einer Einheit unterscheiden.

Proposition IX.2.4 (Assoziiertheit und Teilbarkeit): Seien R ein kommutati-
ver unitarer nullteilerfreier Ring und a,b € R. Es gilt a | b und b | a genau dann,
wenn es u € R* mit b = ua gibt. Solche Elemente a,b nennen wir zueinander
assoziiert. Assoziiertheit ist eine Aquivalenzrelation auf R.

Sind a,b € R und a’,b' € R so, dass a und a' sowie b und b’ assoziiert sind,
dann gilt a | b genau dann, wenn a' | V.

Wir nennen R*a := {ua | v € R*} = [a]. die Assoziiertheitsklasse von a.
Teilbarkeit ist eine Ordnungrelation auf der Menge der Assoziiertheitsklassen.

Beweis: Ist a | b und b | a, dann liefert [Proposition IX.2.3(iii) ein u € R* mit
b = ua. Ist b = ua, dann gelten sowohl a | b als auch b | a wegen u='b = a. Dass
Assoziiertheit eine Aquivalenzrelation ist, ist klar.

Sind a,b € R und a/,b" € R so, dass a und o’ sowie b und b’ assoziiert sind,
dann wissen wir, dass @' | a, a | b und b | '. Wegen [Proposition IX.2.3| folgt
daraus o' | V.

Dass Teilbarkeit eine Ordnungsrelation auf der Menge der Assozziertheits-
klassen ist, ist klar — genau das war das Ziel. 0

Definition IX.2.5 (Grof3ter gemeinsamer Teiler): Seien R ein kommutativer
unitdrer nullteilerfreier Ring und a,b, g € R. Gilt g | a, g | b und gilt fiir alle
¢ € Rmit ¢’ | aund ¢ | b, dass g | ¢/, dann heifit g ein gréfiter gemeinsamer
Teiler von a und b.

Bemerkung IX.2.6: Seien a,b, g,¢9' € R und g ein grofiter gemeinsamer Teiler
von a, b. Genau dann ist ¢’ assoziiert zu g, wenn ¢’ auch ein grofiter gemeinsamer
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Teiler von a und b ist, d. h. grofite gemeinsame Teiler sind nur bis auf Assozi-
iertheit eindeutig. Wir schreiben in diesem Fall ¢ = ggT(a,b) beziehungsweise
R*g = ggT(a,b). Wenn ggT(a,b) = 1 beziechungsweise ggT(a,b) = R*, dann
heiflen a und b teilerfremd.

Erinnerung IX.2.7: Seien R ein Ring und I C R eine nichtleere Teilmenge.

(i) Gilt fiir alle a,b € I und r € R, dass a+b € [ und ra € I, so heifit I ein

Ideal in R.
(ii) Gibtes ay,...,a, mit I ={riay+---+rya, | ri,...,r,}, dann schreiben
wir [ :={ay,...,a,).

(iii) Gibt es g € R mit I = (g), dann heiit I ein Hauptideal.
(iv) Sind alle Ideale in R Hauptideale, dann ist R ein Hauptidealring.
(v) Die Ringe Z und K[X] (fiir einen Kérper K) sind Hauptidealringe.

Bemerkung IX.2.8: Seien R ein Integrititsring und a,b,d € R. Es gilt d | a
und d | b genau dann, wenn (a,b) C (d).

Beweis: Es gilt (a,b) C (d) genau dann, wenn a,b € (d), was per Definition
gerade bedeutet, dass d | @ und d | b. O

Satz 40 (Verallgemeinerter Bézout): Seien R ein Integrititsring, a,b,g € R
und (a,b) ein Hauptideal. Es gilt genau dann g = ggT(a,b), wenn (g) = (a,b).

Beweis: ,—“: Ist g = ggT(a,b), dann haben wir per [Proposition 1X.2.8] dass
(a,b) C (g). Weil (a,b) per Voraussetzung ein Hauptideal ist, gibt es ¢’ € R
mit (¢') = (a,b). Wieder mit [Proposition 1X.2.8 erhalten wir ¢’ | @ und ¢’ | b,
sodass ¢’ ein Teiler von g sein muss, was gerade ¢’ € (g) bedeutet. Schlielich
erhalten wir (g) C (¢') = (a,b).

=" Ist (g) = (a,b), dann gibt [Proposition 1X.2.8, dass ¢ | a und g | b.
Fiir ¢ € R mit ¢’ | @ und ¢’ | b liefert [Proposition IX.2.8| (¢’) D (a,b) = {g),
d.h. ¢ |g. O

Korollar IX.2.9: Aus folgt insbesondere:

(i) Ist R ein Hauptidealring, dann gibt es fir je zwei Elemente a,b € R einen
grofsten gemeinsamen Teiler.

(ii) Ist R ein Hauptidealring und sind a,b,g € R mit g = ggT(a,b), dann gibt
es k., € R, sodass g = ka + (b. Insbesondere gilt das Lemma von Bézout
in beliebigen Hauptidealringen.

Achtung! In beliebigen Integritatsringen muss es keine grofften gemeinsamen
Teiler geben!
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3. Euklidische Ringe

Das Hauptwerkzeug fiir den Beweis, dass der Polynomring tiber einem Kor-
per K[X] und der Ring der ganzen Zahlen Z Hauptidealringe sind, war die
Teilbarkeit mit Rest. In diesem Abschnitt wollen wir die Teilbarkeit mit Rest
allgemeiner fassen und die Ringe — sogenannte euklidische Ringe — studieren,
in denen es so etwas gibt.

Definition IX.3.1 (Euklidischer Ring): Sei R ein Integritédtsring. Gibt es auf
R eine Funktion ¢: R — Ny mit den Eigenschaften

(i) Es gilt ¢(r) = 0 genau dann, wenn r = 0,
(ii) Fir allea € Rund b € R — {0} gibt es ¢ € R, sodass p(a — bc) < ¢(b),

dann heiit ¢ eine Gradfunktion. Das Paar (R, ) heifit euklidischer Ring. Sind
keine Verwechslungen zu befiirchten, so sprechen wir vom euklidischen Ring R.

Beispiel IX.3.2 (Erste euklidische Ringe): (i) Sei R der Ring der ganzen
Zahlen Z und ¢: Z — Ny, z +— |z|. MIt dieser Gradfunktion ist Z ein euklidi-
scher Ring.

(ii) Seien K ein Korper, R = K[X] und ¢ die Funktion

0, falls f =0,

o: KIX] = Mo, fr= {deg(f) + 1, sonst.

Dann ist K[X] ein euklidischer Ring.

Proposition IX.3.3 (Euklidische Ringe sind Hauptidealringe): /st R ein eu-
klidischer Ring, dann ist R ein Hauptidealring.

Beweis: Wie damals schon angemerkt geht der Beweis von auch in
dieser allgemeineren Situation durch. U

Korollar IX.3.4 (Existenz des ggT): Seien R ein euklidischer Ring und a,b €
R. Dann gibt es g € R mit g = ggT(a,b).

Beweis: Das folgt sofort aus |Proposition 1X.2.9] 0
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Beispiel IX.3.5 (Iteriertes Teilen mit Rest): Seien R der Ring der ganzen Zah-
len Z und a, b die ganzen Zahlen a = 93, b = 42.

93= 1-93+40-42
42=0-93+1-42
9= 1-93-2-42
6= —4-93+9-42
3= 5-93—-42

0=—-14-93 —11-42

Unser grofiter gemeinsamer Teiler ist ggT(93,42) =3 und 3 =5-93 — 11 - 42.

Proposition IX.3.6 (Euklidischer Algorithmus): Seien R ein euklidischer Ring
und a,b € R —{0}. Wir berechnen r;, q;, x; und y; iterativ wie folgt: Es seien

r-1=4a, T-1= 17 Y1 = 07 o = ba Ty = 07 Yo = 1.

Seien fir 1 > 0 alle Werte r;, z;, y; und q; bereits bestimmt. Wahle dann q;11
mit o(ri—1 — qiv1r:) < @(r;) und definiere

Tit1 = Ti-1 — qi+1T4, Tit1 = Ti—1 — i+1%4, Yit+1 = Yi—1 — Gi+1Yi-
Dann gilt:
(i) Es gibt eine nichtnegative ganze Zahl n mit v, = 0.

(i) Far —1 <i<n+1 istr; = x;a+ y;b.

(iii) Es ist r, = ggT(a,b) und somit ggT(a,b) = x,a + y,b.

Beweis: (i) Wegen 0 < ¢(7;41) < ¢(r;) muss das Verfahren terminieren.

(ii) Per vollstandiger Induktion zeigen wir, dass r; = z;a + y;b. Der Indukti-
onsanfang fiir i € {—1,0} ist klar. Die Aussage gelte nun fir eine natiirliche
Zahl 7. Dann haben wir

Tiy10 + Yir1b = (o1 — @ip1)a + (Yio1 — @ig1i)b

Ti—10 + Yi1b — qip1(zia + yib) = im0 — QivaTi = Tiga,

und der Induktionsschluss ist vollzogen.

222



4. Primelemente in Ringen

(iii) Ist g ein gemeinsamer Teiler von a und b, dann ist g wegen (ii) ein
Teiler von r,. Nun zeigen wir per Induktion fir —1 < i < n, dass r, | ;.
Der Induktionsanfang ¢« = n ist klar. Fior ¢ = n — 1 haben wir 0 = r,; =
Tn-1 — Qna1Tn, alsO 7,1 = qni17n, sodass r, ein Teiler von r,_; ist.

Die Aussage gelte nun fiir ¢. Per Induktionsvoraussetzung haben wir, dass r,
ein Teiler von r; und von r;,; ist. Unter Verwendung von r;,1 = r;_1 — @117
erhalten wir r;_; = ;41 +¢;117;, sodass 7, ein Teiler von r;_; ist. Wegenr_; = a
und ro = b folgt die Behauptung. O

4. Primelemente in Ringen

In diesem Abschnitt wollen wir das Konzept Primalitat verallgemeinern. Wir
werden sehen, dass es in euklidischen Ringen eine eindeutige Primfaktorzerle-
gung gibt. Wie aus der Schule bekannt heifit eine natiirliche Zahl prim, falls sie
keine Teiler auler Eins und sich selbst hat, d. h., ist n eine natiirliche Zahl und
gilt fir alle natiirlichen Zahlen a,b mit ab = n, dass a = 1 oder b = 1, dann
heifit n prim. Ferner ist aus der Schule bekannt, dass sich jede natiirliche Zahl
auf eindeutige Weise als Produkt endlich vieler Primzahlen schreiben lésst.

Proposition I1X.4.1: Sei p eine natirliche Zahl grofer als Fins. Genau dann
ist p prim, wenn fir alle natirlichen Zahlen a,b mit p | ab gilt, dass p | a oder

plb.

Beweis: ,—“: Seien a und b natiirliche Zahlen mit p | ab, d. h. es gibt k € IN
mit ab = kp. Wie aus der Schule bekannt, lassen sich a, b und k in eindeutige
Weise in Primfaktoren zerlegen, sagen wir a = [[/-;p;, b = [[[~,; ¢ und k =
[I;_; ¢; mit Primzahlen py,...,pn, ¢1,...,Gn und ¢1,...,¢,. Dann ist

ab = (Ep&(ﬁ%) = <z:ﬁ1£l>p

Wegen der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung ist p € {p1, ..., Pn,sG1s- - Gm}s
also p | a oder p | b.

,<=": Seien a, b natiirliche Zahlen mit p = ab. Per Voraussetzung ist p | a
oder p | b, ohne Einschrdankung dirfen wir annehmen, dass p | a. Es gibt also
eine natiirliche Zahl ¢, sodass a = tp, d. h. p = ab = tbp. Mit der Kiirzungsregel
diirfen wir 1 = tb folgern, sodass t,b € IN* gelten muss, also t = b = 1. Damit
ist p prim. 0
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Kapitel IX. Etwas mehr Strukturmathematik

Fir die Implikation ,—* haben wir die Primfaktorzerlegung verwendet, fir
»<=" haben wir nur die Kiirzungsregel gebraucht.

Definition IX.4.2: Seien R ein Integritatsring und m € R — (R* U {0}).
(i) Gilt fir alle a,b € R mit m = ab, dass a € R* oder b € R*, so heifit m

irreduzibel.

(ii) Gilt fiir alle a,b € R mit m | ab, dass m | a oder m | b, dann heifit m
pTIm.

Bemerkung 1X.4.3: Seien R in Integritétsring und m € R — (R* U{0}). Ist m
prim, dann ist m auch irreduzibel. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht!

Proposition IX.4.4 (Primalitit vs. Irreduzibelitdt in Hauptidealringen): Seien
R ein Hauptidealring und m € R — (R* U{0}). Genau dann ist m prim, wenn
m irreduzibel ist.

Beweis: ,,—“: Siehe |Proposition 1X.4.3

,<=": Seien a und b Elemente von R mit m | ab und sei g := ggT(a, m).
Insbesondere ist dann a = r1g und m = rog mit r; und r, aus R. Wegen der
Irreduzibelitéat von m ist ro oder g eine Einheit. Ist 5 eine Einheit, dann haben
wir a = riry'm, d.h. m | a. Ist andernfalls g eine Einheit, dann liefert das
Lemma von Bézout, dass es z,y € R mit g = xa + ym gibt und wir erhalten
b= g tgb, sodass b = g~'(xab + ymb), also wird b von m geteilt. (Il

Definition IX.4.5: Seien R ein Integritatsring und I C R ein Ideal. Gilt fir
alle z,y € R mit xy € I, dass x € I oder y € I, so heifit I ein Primideal.

Bemerkung IX.4.6: Seien R ein kommutativer unitiarer Ring und 0 # m ein
Element von R, das keine Einheit ist. Genau dann ist m prim, wenn (m) ein
Primideal ist. Ferner ist (0) ein Primideal genau dann, wenn R nullteilerfrei ist.

Satz 41: Seien R ein Integritdtsbereich und r € R—(R*U{0}). Ist R zusdtzlich
ein Hauptidealring, dann gilt:

(i) Es gibt Primelemente py,...,pn € R mit r =py---p,.

(ii) Die Zerlegung ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der Faktoren und
Assoziiertheit.

Proposition IX.4.7 (Aufsteigende Idealketten): Seien R ein Integritdtsbereich
und i1, I, ... Ideale in R mit Iy C Iy C .... Dann gilt:
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(i) Die Vereinigung I := U,ew I ist wieder ein Ideal.

(ii) Ist R ein Hauptidealring, dann wird die Idealkette stationdr, d. h. es gibt
einen Index n, sodass fir alle k > n gilt: I, = I,,.

Beweis: (i) Seien a und b Elemente von I. Dann gibt es Indizes k; und ko,
sodass a € I, und b € I,,. Wir diirfen annehmen, dass k1 < k9, d.h. @ und b
liegen in [Ij,. Weil I, ein Ideal ist, gehort auch a + b zu I,, und wir haben
a+bel.

Sind a ein Element von I und r» € R, dann gibt es einen Index k, sodass
a € I, und weil [ ein Ideal ist, gehort auch ra zu I. Aber dann ist auch
ra € 1.

(ii) Da R ein Hauptidealring ist, ist I ein Hauptideal. Das heifit es gibt
a € R, sodass I = (a). AuBerdem gibt es einen Index N, sodass a € Iy. Da
dann aber auch (a) C Iy, muss I = Iy fur alle k£ > N gelten. O

Integritéatsringe, in denen jede aufsteigende Kette von Idealen stationar
werden, heiflen Noethersch. Die Forderung, dass alle aufsteigenden Ketten von
Idealen in einem Ring stationar werden, ist aquivalent dazu, dass alle Ideale
dieses Rings endlich erzeugt sind.

Der Polynomring K[Xj, ..., X,], ein zentrales Objekt des Interesses in der
algebraischen Geometrie, ist kein Hauptidealring, aber Noethersch.

Beweis (von [Satz 41): (i) Es bezeichne
S:={re R—(R*U{0}) | Es gibt keine Primfaktorzerlegung von r}

die Menge der Storenfriede. Angenommen, S wére nicht leer. Dann gébe es
x € S, und dieses = wire reduzibel (da wir uns in einem Hauptidealring
befinden, ware ein irreduzibles Element von S auch prim und héatte deshalb eine
Zerlegung in Primelemente). Es gébe also z1,y; € R — R*, sodass = = x1y;.
Es miisste (x) C (x) gelten, denn sonst wéren x und x; zueinander assoziiert,
d. h. y; wéire eine Einheit.

Waren z; und y; irreduzibel, dann waren beide insbesondere prim, was
x € S widerspriche. Ohne Einschrinkung diirfen wir also annehmen, z; wére
irreduzibel. Wir finden also wieder z9,y, € R — R* mit 1 = w9y, und
(x1) € (x3). Induktiv erhielten wir eine nicht stationir werdende aufsteigende
Kette von Idealen in R, was nicht sein kann. Die Menge S muss also leer sein,
und jedes Element von R — (R* U {0}) hat eine Primfaktorzerlegung.

(ii) Sei x € R — (R* U {0}) und angenommen, es gibe zwei Zerlegungen
T=p1 Do =" Gy mit Primelementen py,...,pn, q1,- .., Gn. Dann miisste
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p1 das Produkt ¢; - - - g, teilen. Ohne Einschrénkung dirften wir annehmen, dass
1| q1,d. h.esgibe ey € Rmit ¢; = e1p;. Wegen der Irreduzibelitit von ¢; folgte
€1 € R*, d.h. p; wire assoziiert zu ¢; und wir hétten py ---p, =€1p1-q2 - G-
Per Kiirzungsregel erhielten wir ps-p, = @2 - - - ¢ Induktiv erhielten wir n = m
und fir 1 <7 <n, dass p; ~ ¢;. O

Der zweite Teil des Beweises benotigt nur, dass R ein Integritatsbereich
ist. Ein Integritdtsbereich R, in dem es fir jedes r € R — (R* U {0}) eine
Primfaktorzerlegung gibt (die dann auch eindeutig bis auf Reihenfolge und
Assoziiertheit ist), heifit faktorieller Ring.

5. Moduln

In diesem Abschnitt mochten wir das Konzept eines Vektorraums tiber einem
Korper verallgemeinern zu dem eines Moduls tiber einem Ring.

Definition IX.5.1: Seien R ein kommutativer Ring mit Eins, (M, +) eine abel-
sche Gruppe und
CRxM-—M

eine Abbildung. Falls gilt:

(i) Fir alle m € M ist 1-m =m.

(ii) Firaller,s€ Rund me M ist (r+s)-m=r-m+s-m,r-(m+n) =
re-m-4r-n.

(iii) Far aller,s € Rund m € M ist (r-s)-m=r-(s-m),
dann heiflen M ein R-Modul und ,,-* eine Skalarmultiplikation

Proposition IX.5.2 (Multiplikation mit 0ps): Seien R ein kommutativer Ring
mit Fins, M ein R-Modul und r € R. Dann ist r - 0y; = Ops. Hierbei bezeichnet
natirlich Oy das neutral Element von M beziglich ,+ “

Beispiel IX.5.3: Sei R ein kommutativer Ring mit Eins.

(i) Ist R ein Korper, dann fallen die Begriffe R-Modul und R-Vektorraum
zusammen.

(ii) Fir eine natiirliche Zahl n wird R™ := [[; R mit komponentenweiser
Addition und skalarer Multiplikation zu einem Modul tiber R.
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(iii) Der Ring Z/nZ wird mit

7 x 7./nZ — 7./nZ, (a,b) —> ab

zu einem Z-Modul.

(iv) Eine beliebige abelsche Gruppe (M, +) wird zu einem Z-Modul durch
die folgende skalare Multiplikation:

Zle m, falls k € Ny,

.:ZXM—>M7 (k,m)'_> T
Eizl(—Tn), falls —k € IN.

(v) Ist I C R ein Ideal, dann ist I ein R-Modul mit den Einschrankungen
der Addition und Skalarmultiplikation.

Definition IX.5.4 (Modulhomomorphismus): Seien R ein kommutativer Ring
mit Eins, M; und M, Moduln iiber R und ¢: M; — M eine Abbildung. Ist
@: (My,+) — (M, +) ein Gruppenhomomorphismus und gilt fiir alle r € R,
my € My, dass p(rm) = rep(m), dann heifit ¢ ein R-Modul-Homomorphismus
oder kurz R-linear.

Bemerkung IX.5.5: Seien R ein kommutativer unitiarer Ring und M;, My Mo-
duln iitber R. Wir schreiben

Hompg (M, Ms) := {p: M; — M, linear}.

Zusammen mit der punktweisen Addition und der punktweisen Skalarmultipli-
kation bildet Hompg(M;, M) selbst einen Modul tiber R.

Definition IX.5.6 (Untermoduln): Seien R ein kommutativer Ring mit Eins,
M ein R-Modul und U eine Teilmenge von M. Ist (U, +) eine Untergruppe
von (M, +) und ist fir alle € R und m € U auch rm in U, dann heifit U ein
Untermodul. Insbesondere ist U in diesem Fall selbst ein R-Modul.

Beispiel IX.5.7: (i) Seien M = Z = R und n eine nichtnegative ganze Zahl.
Dann ist nZ ein Untermodul von M.

(ii) Sind M; und M, Moduln iiber dem kommutativen unitdren Ring R und
w: My — M, linear, dann sind jeweils

Kern(yp) :={m € M; | ¢(m) = 05, } C M,
Bild(y) := {p(m1) | mi € My} C M

Untermoduln.
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Bemerkung IX.5.8: Analog zur entsprechenden Aussage fiir K-Vektorrdume
haben wir: Sind M ein Modul tiber dem kommutativen unitaren Ring R und
U ein Untermodul von M, dann ist M/ UEI ein R-Modul.

Es gilt genau wie fiir Vektorrdume der Homomorphiesatz, d.h. fir einen
weiteren R-Modul N und eine lineare Abbildung ¢: M — N mit U C Kern(p)
gibt es genau eine R-lineare Abbildung ¢: M /U — N, sodass pom = . Hierbei
bezeichnet 7: M — M /U wie immer die kanonische Projektion.

Bemerkung IX.5.9 (Tensorprodukt): Die Begriffe ,multilineare Abbildung*,
,bilineare Abbildung® (siehe Definition II.1.1) und ,Tensorprodukt® (siehe
IProposition VIL.4.6) werden genau so wie fiir Vektorrdume definiert. Der Satz
von der Existenz des Tensorprodukts geht genau so fiur R-Moduln
durch. Genauer: Sind M; und Ms; Moduln tiber R, dann gibt es einen R-Modul
T = M; ®g M5 und eine bilineare Abbildung 7: M; x My — T = M; ®gr Mo,
sodass gilt: Fir jede bilineare Abbildung h: M; x Ms — N in einen anderen
R-Modul N, gibt es genau eine lineare Abbildung ¢: T'— N mit ¢ o 7 = h.

Beispiel IX.5.10 (Was so schief gehen kann): Wir betrachten die Z-Moduln
M, = Z/2Z und M, = Z/3Z sowie eine bilineare Abbildung h: M; x My — N
in einen beliebigen anderen Z-Modul N. Fur a € Z/27 und b € Z/37Z haben

wir
h(a,b) = h(3-a,b) = h(3a,b) = 3h(a,b) = h(a,3b) = h(a,0) = Oy.
Das Tensorprodukt Z /27 ®@z 7./3Z. ist also der Nullmodul.
Definition IX.5.11: Sei R ein kommutativer unitirer Ring.
(i) Sei (A,+,0) ein weiterer Ring. Gibt es eine Abbildung
tRxA— A, (r,a) — ra,

sodass (A, +, ) ein R-Modul und ,,0¢ R-bilinear ist, dann heifit A eine
R-Algebra.

(ii) Seien A; und A zwei Algebren iiber R und ¢: A; — A, eine Abbildung.
Falls fir alle a,b € A; und r € R gilt, dass

pla+b)=p(a)+¢b), plaob)=gpla)opd),  ¢(ra)=rpe(a),

dann heifit ¢ ein R-Algebrenhomomorpshismus.

LM/U ist die Menge der Aquivalenzklassen beziiglich folgender Aquivalenzrelation auf M:
smeenism—neU
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6. Freie Moduln
Definition IX.6.1: Seien R ein kommutativer Ring mit 1 und M ein R-Modul.

(i) Sei X eine Teilmenge von M. Dann ist
Lin(X) := (X) :=()(U | U € M Untermodul mit X C U)
ein R-Untermodul von X, genannt FErzeugnis von X. Genau wie fiir
Vektorraume haben wir Lin(X) = {7, r;m; | n € No,r; € R,m; € X}.

(ii) Gibt es in Lin(X) nur die triviale Nulldarstellung, d.h. ist fir eine
naturliche Zahl n, ry,...,7, € Rund z1,...,2, € X mit >0 ;r,x; =0
immer schon ry = --- =r, =0, dann heifit X linear unabhdngig.

(iii) Ist B eine linear unabhéngige Teilmenge von M mit Lin(B) = M, dann
heilt B eine Basis von M.

Alle Aussagen in der obigen Definition lassen sich zeigen wie fiir Vektorraume.

Beispiel IX.6.2 (Modul ohne Basis): Seien n eine natiirliche Zahl, R der Ring
der ganzen Zahlen Z und M = Z/nZ aufgefasst als Z-Modul. Ist X = {a} eine
Teilmenge von M — {0}, dann ist X bereits linear abhiingig, da na = na = 0.

Definition IX.6.3 (Freier Modul): Seien R ein kommutatativer unitdrer Ring
und M ein R-Modul. Hat M eine Basis, dann heifit M frei.

Beispiel IX.6.4 (Zwei Moduln oder einer?): (i) Seien n eine natiirliche Zahl
und R ein kommutativer unitarer Ring. Dann ist R™ ein freier Modul mit Basis
(617 e en), wobei e, = (5ij)1§j§n-

(ii) Sei S eine beliebige Menge. Dann ist Abby(S, R) ein freier R-Modul.

Beweis: Eigentlich miissen wir nur (ii) zeigen, denn (i) folgt dann mit der
speziellen Wahl S = {1,...,n}. Also zu (ii): Fur s € S setze

1, fallst=s,

0, sonst

fs: S — R, tl—>{

und definiere B := {fs | s € S}. Dann ist dieses B eine Basis von Abby (S, R).O]

Bemerkung IX.6.5: Fiir eine natiirliche Zahl n ist Z/nZ aufgefasst als Z-Modul
nicht frei; als Z/nZ-Modul ist er aber frei.
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Proposition IX.6.6 (Fortsetzungssatz fiir Moduln): Seien R ein kommutati-
ver unitdarer Ring, M ein freier R-Modul mit Basis B und M’ ein weiterer
R-Modul. Dann gibt es fiir jede Abbildung f: B — M’ genau eine R-lineare
Abbildung ¢: M — M’', die das folgende Diagramm kommutativ macht:

B— M

3!
INGEL

M/

Der Beweis geht genau wie fiir Vektorraume. Man benétigt |[Proposition 1X.6.6]
fir Abbg(M; x My, R) im Beweis zur Existenz des Tensorprodukts M; ®g Mo.

7. Kategorientheorie

In diesem Abschnitt moéchten wir das Studium algebraischer Strukturen samt
ihrer strukturerhaltenden Abbildungen systematisieren.

Definition IX.7.1 (Kategorie): Sei Obj(C) eine Klasse’| und es gebe fiir zwei
Elemente A und B von Obj(C) eine Menge Morc(A, B), deren Elemente wir
Morphismen nennen. Falls gilt:

(i) Fir Elemente A, B, C von Obj(C') gibt es eine Abbildung
o: Morg(B,C) x Morg(A, B) — Mor¢(A, C), (9, f)—>gof.
(ii) Fir jedes A € Obj(C) gibt es eine Abbildung idy4, sodass gilt: Fiur alle
f € Morg(A, B) ist foidg = fund idgof = f.

(iii) Fur Elemente A, B, C, D von Obj(C) und Morphismen f € Morc(A, B),
g € Morg(B,C) und h € Morg(C, D) ist ho(go f) = (hog)o f.

dann heifit C eine Kategorie. Ist C aus dem Kontext klar, dann schreiben wir
auch kurz Mor(A, B) statt Morc(A, B). Fir f € Mor(A, B) schreiben wir auch
f:A— B.

Beispiel I1X.7.2 (Viele Kategorien): Das Folgende sind alles Kategorien:

» Die Kategorie der Mengen Set mit Mengen als Objekte und gewohnlichen
Mengenabbildungen als Morphismen.

2Eine saubere Einfiihrung des Begriffs ,,Klasse“ wiirden Rahmen dieser Vorlesung deutlich
sprengen, weshalb wir an dieser Stelle darauf verzichten.
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o Die Kategorie der Gruppen Gr mit Gruppen als Objekte und Gruppenho-
momorphismen als Morphismen.

Analog werden die nachfolgend aufgelisteten Gebilde Kategorien. Wir schreiben
K-Vr fir die Kategorie der Vektorraume iiber einem Kérper K, K-Vri® fir die
Kategorie der endlichdimensionalen K-Vektorraume, Ri fiir die Kategorie der
Ringe, kuRi fiir die Kategorie der kommutativen unitédren Ringe, R-Mod fiir
die Kategorie der Moduln iiber dem Ring R, R-Alg die Kategorie der Algebren
iiber einen Ring R und Fields fiir die Kategorie der Korper.

Sei nun X eine Menge zusammen mit einer Ordnungsrelation ,<“ Dann
erhalten wir eine Kategorie Cy, wenn wir Obj(C;) = X setzen, und fir z,y € X
definieren
{(z,y)}, fallsz <y,

a, sonst.

Morg, (z,y) := {

Insbesondere ist # Morg, (z,y) < 1.
Wir erhalten eine Kategorie Cy durch Obj(Cs) := {(X, d) metrischer Raum}

zusammen mit stetigen Abbildungen als Morphismen, genauer: Fiir metrische
Réaume (Xi,d;) und (X, ds) ist

MOI"CQ((Xl, d1), (Xg,dg)) = {f X1 — XQ stetig}.

Definition IX.7.3 (Isomorphismus): Seien C eine Kategorie, A und B Objekte
von C und f: A — B ein Morphismus. Gibt es einen Morphismus g: B — A
mit fog=1idg und go f =idy,, dann heilit f ein Isomorphismus.

Beispiel IX.7.4 (fiir Isomorphismen): Fiir alle bis auf eine Kategorie aus
sind Morphismen f: A — B Isomorphismen, wenn sie bijektiv als
Mengenabbildungen sind.

In der Kategorie der metrischen Rédume mit stetigen Abbildungen ist das
falsch! Seien X; = (0,00) X (—m, 7] und X, = R? — {0} jeweils mit der Ein-
schrinkung der euklidischen Metrik. Dann ist die Polarkoordinaten-Abbildung

f: X5 — Xy, (r,9) — (rcos?, rsin )’

bijektiv und stetig, aber kein Isomorphismus, da die Umkehrabbildung nicht
stetig ist.

Beispiel IX.7.5: Seien n eine natiirliche Zahl, R ein kommutativer unitarer
Ring und Gl,(R) := {A € R™™ | Es gibt B € R"*" mit AB = BA = 1,}.
Fir einen Homomorphismus kommutativer unitarer Ringe f: Ry — Rs
erhalten wir einen Homomorpismus f": GL,(Ry) — Gl,(R2) per A = (a;;);; —
f'(A) :== (f(a;;))i . Fir diese Zuordnung haben wir auerdem (fi0f2) = fio f3.

231



Kapitel IX. Etwas mehr Strukturmathematik

Definition IX.7.6 (Funktor): Scien C; und C, zwei Kategorien. Haben wir
eine Abbildung Obj(C;) — Obj(Csy), A — F(A) und fir je zwei Objekte
A, B € Obj(C;) eine Abbildung

F = Fup: Morg, (A, B) —s Morg,(F(A), F(B)),

sodass fiir je drei Objekte A, B,C' € Obj(C;) und Morphismen f € Mor(A, B)
und g € Mor(B,C) gilt, dass F(go f) = F(g) o F(f), F(ida) = idp(a),
dann heiit F' ein kovarianter Funktor. Wir schreiben in dieser Situation oft
F Cl — CQ.

Haben wir eine Abbildung F' dhnlich wie oben mit
Fyup: Morg, (A, B) = Morg, (F(B), F(A))
und sodass F'(go f) = F(f) o F(g), dann heifit F' ein kontravarianter Funktor.

Beispiel IX.7.7 (einige Funktoren): (i) Fir eine natiirliche Zahl n ist die
Zuordnung Gl,,: kuRi — Grp aus [Beispiel [X.7.5]ein kovarianter Funktor.

(ii) Die Zuordnung G,,: kuRi — Grp, die den Ring R auf seine Einheiten-
gruppe R* und einen Ringhomomorhismus f: Ry — Ry auf die Einschrankung
fl R Ry — RJ schickt, ist ein kovarianter Funktor.

(iii) Die Zuornung V': Grp — Set, die die Gruppe G auf die zugrundeliegende
Menge G abbildet und den Gruppenhomomorphismus ¢: G — H schickt auf
die Mengenabbildung ¢: G — H, heifit Vergissfunktor. Der Vergissfunktor (in
diesem Fall fir Gruppen) ist ein kovarianter Funktor.

(iv) Die Zuordnung D: K-VR™ — K-VR™ mit V + V*, und der einen
Morphismus f: V — W auf die duale Abbildung f*: W — V schickt, heifit
Dualisierungsfunktor und ist ein kontravarianter Funktor (,dreht die Pfeile
um*), wovon sie sich auf dem kommenden Ubungsblatt iiberzeugen werden.

(v) Sei C, die Kategorie der metrischen Raume aus [Beispiel IX.7.2] Die Zu-
ordnung Cy — Grp, die auf Objektebene (X, d) — Mor(X, R) leistet und einen
Morphismus f: (X1, d;) — (X2, dy) schickt auf f*: Mor(X,, R) — Mor(Xy, R),

h — ho f,ist ein kontravarianter Funktor.

(vi) Seien M; und M, Moduln iiber dem kommutativen unitaren Ring R.
Dann ist die Zuordnung F': R-Mod — Set mit

N +— BL(M; x My, N) :={h: M; X My — N bilinear}
(f: N1 — Ng) — (f* BL(MIXMQ,Nl) — BL<M1><M2,N2), B — fOB)

ein kovarianter Funktor.
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7. Kategorientheorie

Definition IX.7.8 (Der Hom-Funktor): Seien C eine Kategorie und 4y € Obj(C)
ein Objekt. Dann haben wir folgende beiden Funktoren:

(i) Die Zuordnung hom,,: C — Set mit

C' —— Morg(Ay, C),
f: Cl — 02 — MOI'0<A0, Cl) — (MOI'0<A0, Cz), h— f [¢) h)
ist ein kovarianter Funktor.

(ii) Die Zuordnung 4, hom: C — Set mit

C' — Morc(C, Ay),
fI Ci — Oy — (Morc(CQ,Ao) — MOrc(Cl,A()), h+ ho f)

ist ein kontravarianter Funktor.

Beweis: Wir zeigen exemplarisch, dass homy,: C — Set ein Funktor ist. Fiir
A€ ObJ(C) ist hOIIlAO<idA) = (f* h idA oh = h) = idMor(Ao,A)-
Fir A, B und C aus Obj(C), f € Mor(A, B) und g € Mor(B, C) sind wir in

der Situation
A gofoh
AN
A1Sp _2ic
Fir h € Mor(Ap, A) = homy,(A) gilt
hom,(go f)(h) = (go f)oh
=go(foh)
= homy,(g)(f o h)
= homy, (g)(hom, (f)(h)) = (hom,(g) o hom, (f))(h),
)

sodass hom 4, (go f) = homy,(g) chomy,(f). Dass 4, hom ebenfalls ein Funktor
ist, zeigt man ganz genau so. 0

Definition IX.7.9 (Natiirliche Transformation): Seien F,G: C; — C, zwei
kovariante Funktoren sowie (ac: F(C) — G(C))cecobjc, eine Familie von
Morphismen. Kommutiert fiir jedes f € Morg, (A, B) das Diagramm
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dann heit a: F' — G eine natirliche Transformation. Ist fiir jedes Objekt
A von C; der Morphismus a4 ein Isomorphismus, dann heifit das « eine
funktorielle Aquivalenz.

Beispiel IX.7.10: Fiir die beiden Funktoren /' = Gl,,, G = R*: kuRi — Grps ist
a: F'— G mit ag: Gl,(R) - R*, A+ det A eine natiirliche Transformation.
Fiir einen Homomorphismus unitérer Ringe f: R — S haben wir namlich das
Diagramm

aL(mR) Y% al,.(9)

3l =

R —— 5~
f|R><

das wegen

n

det(f(a) = 3 sen() ] flaioq) = f( 3 sgn(o)

o€Sn =1 oc€ESy 7

.

<ai,g(i)>) = f(det(A))

1

kommutiert.

In der Kategorientherorie lésst man allgemeiner oft zu, dass fiir Objekte
A, B € Obj(C) auch Mor(A4, B) Klassen sein diirfen. Falls die Klassen von
Morphismen in Wahrheit immer Mengen sind, dann heiflen die Kategorien lokal
klein. Eine Kategorie C, fiir die Obj(C) eine Menge ist, heifit klein.

Kategorientheorie ist den Vierzigerjahren des letzten Jahrhunderts aus der
Topologie heraus erwachsen, die pragenden Namen sind hier MacLane und
Eilenberg. Kategorientheorie wird gelegentlich auch von Mathematikern als
yallgemeiner Unsinn® bezeichnet, ist es aber nicht.

8. Universelle Objekte

Erinnerung: Wir starten eine kleine Reise durch den Inhalt der Linearen
Algebra und wollen uns an Aussagen erinnern, in denen bereits von einer
yuniversellen Eigenschaft® die Rede war.

(i) ,,Der Fortsetzungssatz fiir lineare Abbildungen“, Satz 12, Lineare Algebra
I: Seien n eine nattrliche Zahl, [n] :=={1,...,n}, K ein Kérper und

b: [n] — K", i+ e; = (0i)1<j<n-

Fiir jeden K-Vektorraum W und jede Abbildung f: [n] — W gibt es genau
eine lineare Abbildung ¢: K™ — W, sodass ¢ ob = f.
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(ii) ,,Der Homomorphiesatz*, Satz 15, Lineare Algebra I: Seien K ein Korper,
V ein K-Vektorraum, U C V ein Untervektorraum und 7: V. — V/U die
kanonische Projektion. Fiir jede lineare Abbildung ¢: V' — W mit U C Kern(¢)
gibt es genau eine lineare Abbildung ¢: V/U — W, sodass ) o = ¢.

(iii) ,,Das Tensorprodukt*, Lineare Algebra II: Seien R ein kom-
mutativer Ring, M, M; Moduln iiber R und 7: My x My — M; ®g M- die
Tensorabbildung. Fiir jede bilineare Abbildung g: M; x M, — N in einen wei-
teren R-Modul N gibt es genau eine R-lineare Abbildung ¢z: My ®g My — N

mit gbﬁ oOT = B
Fir all diese Aussagen bietet die Kategorientheorie den richtigen Rahmen fiir
eine befriedigende Beschreibung.

Definition IX.8.1 (Darstellbarkeit, universelles Objekt): Scien C ecine Kate-
gorie und F': C — Set ein kovarianter Funktor. Gibt es ein Objekt C' € Obj(C)

und eine funktorielle Aquivalenz o: F' — hom¢, dann heifit F' darstellbar mit
darstellendem Objekt C'. Das Objekt C heifit auch universelles Objekt.

Satz 42 (Tensorprodukt als universelles Objekt): Seien R ein kommutativer
Ring und My, My Moduln iber R. Der Funktor F: R-Mod — Set, der auf
Objekten durch N — BL(M; x My, N) gegeben ist, und auf Morphismen durch
(f: My = My) — (fe: B — folfp), ist darstellbar mit universellem Objekt

Beweis: Wir schreiben C' := M; ®r My € Obj(R-Mod) und definieren eine
natirliche Transformation «: /' — homeg durch

anN: F(N) = BL(M1 X MQ,N) — homC(N) = HOIHR(Ml KRR MQ,N),
5!—) ¢5.

Wir zeigen zunéchst, dass « eine natiirliche Transformation ist. Fiir einen
Morphismus f: N; — Ny haben wir das Diagramm

BL(M; x My, Ny) —Y BL(M, x My, Ny)

JaNl J%

HOHIR(M1 ®R Mg, Nl) hm) HOHIR(Ml X Mz, NQ)

das kommutiert, da (fo¢g)oT = fo(pgoT)= fofoT = dspoT. Bleibt zu
zeigen, dass o sogar eine funktorielle Aquivalenz ist. Die Abbildung ayy ist ein
[somorphismus Set, da wir die Umkehrabbildung einfach angeben kann:

Homg(M; ®p My, N) — BL(M; x My, N), ¢ ¢ofp. 0
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Kapitel X.

Multilineare Algebra - Teil 2

1. Tensorpotenz und Quotienten

Erinnerung X.1.1: Seien R ein kommutativer unitéarer Ring, M und N Moduln
iiber R, n eine nichtnegative ganze Zahl, und h: M™ — N eine multilineare
Abbildung.

(i) Gilt fur alle 0 € S,, und my,...,m, € M, dass
h(mg(l), Ce ,mg(n)) = h(ml, Ce ,mn),

dann heifit h symmetrisch.
(i) Gilt fur alle my,...,m, € M, fir die es ¢ # j mit m; = m; gibt, dass
h(my,...,my,) = Oy, dann heiit h alternierend.

Wir erinnern uns, dass schiefsymmetrische multilineare Abbildungen spezielle
alternierende Abbildungen sind. Wir folgen der Konvention M° = R, M = M
und entsprechend M™ = M™ ! x M fiir n > 2.

Definition X.1.2: Seien R ein kommutativer unitiarer Ring, M und N Moduln
iiber R und n eine nichtnegative ganze Zahl. Dann schreiben wir:

(i) Multy;(N) :={h: M™ — N multilinear},
(ii) Sym?;(N) :={h: M™ — N symmetrisch und multilinear},
(iii) Alt};(N) :={h: M™ — N alternierend und multilinear}.

Alle drei sind R-Moduln zusammen mit den punktweisen Verkniipfungen von
Abbildungen.

Satz 43 (Tensorpotenzen): Seien R ein kommutativer unitarer Ring, M und
N Moduln tiber R und n eine nichinegative ganze Zahl.
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(i) Es gibt einen R-Modul T™(M) zusammen mit einer multilinearen Abbil-
dung t: M™ — T"(M) mit folgender universellen Abbildungseigenschaft:
Fiir alle R-Moduln N und h € Mult},(N) gibt es genau eine lineare
Abbildung ¢: T™(M) — N mit pot = h.

(ii) Es gibz einen R-Modul S™(M) zusammen mit einer symmetrischen multi-
lineare Abbildung s: M™ — S™(M) mit folgender universellen Abbildungs-
eigenschaft: Fir alle R-Moduln N und h € Sym',;(N) gibt es genau eine
lineare Abbildung ¢: S™ — N mit ¢ o s = h.

(iii) Es gibt einen R-Modul \"(M) zuammen mit einer alternierenden mul-
tilinearen Abbildung a: M™ — A\"(M) mit folgender universellen Abbil-
dungseigenschaft: Fir alle R-Moduln N und alle h € Alt’y,(N) gibt es
genau eine lineare Abbildung ¢: \"(M) — N mit poa = h.

Definition X.1.3: In der Situation von heien T"(M) die n-te Tensor-
potenz von M, S™(M) die n-te symmetrische Potenz von M und \"(M) die
n-te auflere Potenz von M.

Beweis (von [Satz 43): (i) Wir wollen per vollstindiger Induktion vorgehen.
Fiir n = 0 setzen wir T°(M) := R, fiir n = 1 setzen wir T'(M) := M und
fir n > 2 setzen wir T"(M) := M ®g T (M). Ferner setzen wir t, = idg,
t1 :=idps und fir n > 2 definieren wir

t=t,: M" — T"(M), (my,...,mp) — mq @t,_1(ma,...,my,).

Nun zeigen wir per vollstandiger Induktion die Giiltigkeit der universellen
Abbildungseigenschaft. Fiir n = 0 und n = 1 ist alles klar. Die Aussage gelte
nun fir ein n > 2 und es sei h: M™ — N eine multilineare Abbildung. Dann
sind wir in der Situation

tn

M TN Mox TY (M) —2— M @p T Y(M)
\ .

und wir mochten die Abbildung ¢ konstruieren.

Zur Existenz der Abbildung ¢: Wir definieren ¢': M™ — M x T" (M)
durch (mq,...,m,) — (mq,t,_1(ma,...,m,)). Fir jedes m; € M ist dann
By = h(my,-): M1 — N, (mg,...,m,) — h(my,...,m,) multilinear,

I

5 |
+
N
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1. Tensorpotenz und Quotienten

d. h., per Induktionsvoraussetzung gibt es einen Vektorraumhomomorphismus
Gy s TP H(M) — N mit ¢pyq 0ty 1 = Ay,

Nun definieren wir 3: M x T"" (M) — N per (my,w) > ¢, (w). Dann ist
Bot' = hund $3 ist bilinear.

Sei nun 7: M x T""Y(M) — M ®@g T" (M) die Tensorabbildung. Per Kon-
struktion ist dann auch 7ot = t,,. Wegen der universellen Abbildungseigenschaft
des Tensorprodukts existiert eine lineare Abbildung ¢: M @ g T" ' (M) — N
mit po7=0,d.h. pot,=¢oTot =pot =h.

Die Eindeutigkeit von ¢ folgt jetzt aus der Eindeutigkeit von £ und ¢.

(ii) Wir wirden gerne als Kandidaten 7™ (M) zusammen mit ¢, hernehmen.

Leider ist ¢, im Allgemeinen nicht symmetrisch, d.h. fir o € S,, — {id} und
my,...,my, € M ist im Allgemeinen

tma, ... ,my) =My @ - @My # M) @ -+ @ Mpn) = t(Mo(1), - -, Mo(n))-

Das Problem koénnen wir aber gut aus der Welt schaffen: Wir teilen den
Untermodul

Uy =Lin({m @ - @My —Me1) ® - @ Mo | 0 € Spyma, ..., my € M})

aus T"(M) heraus und erhalten S™(M) := T"(M)/U; zusammen mit der
kanonischen Projektion my: T"(M) — T"(M)/U; = S™(M). Die Komposition
si=mot: M" — S"(M) ist jetzt per Konstruktion sowohl multilinear, als
auch symmetrisch.

Fir ein multilineares symmetrisches h: M™ — N haben wir genau eine

lineare Abbildung ¢': T"(M) — N mit ¢’ o t,, = h. Wegen
¢ (Mo(1) @+ -+ @ Mg(m)) = ¢ (E(Mo(1), - - Ma(n)))
= h(mo(l), e ,ma(n))
=h(my,...,my) =¢ (M Q- @my,)
ist ¢ symmetrisch, d.h. ¢/(U;) = {0y }. Der Homomorphiesatz liefert uns jetzt
eine lineare Abbildung ¢: S"(M) — N mit ¢ o m; = ¢'. Dieses ¢ leistet wegen

der universellen Abbildungseigenschaft von 7" (M) und der Surjektivitét von
m das Gewtlinschte und ist eindeutig.

(iii) Analog zu (ii) definieren wir
Uy :=Lin({m1 ®---@my, | my,...,my, € M, 30 # j:m; =m;})
und setzen A\"(M) := T"(M)/U,. Es bezeichne mo: T"(M) — A"(M) die

kanoische Projektion auf den Quotientenvektorraum. Dann erfiillen A" (M) und
a := my o t die behauptete universelle Abbildungseigenschaft. O
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Bemerkung X.1.4 (Trivialitiiten): Natiirlich haben wir T°(M) = S°(M) =
A (M) = R sowie TY(M) = S* (M) = N'(M) = M.

Bemerkung X.1.5: Ahnlich wie beim Tensorprodukt kann jeweils aus der uni-
versellen Abbildungseigenschaft zeigen, dass die Potenzen T (M), S™(M) und
A" (M) eindeutig bis auf eindeutige Isomorphie sind.

Notation X.1.6: Seien R ein kommutativer unitarer Ring, M und N Moduln
iiber R und n eine nichtnegative ganze Zahl. Dann schreiben wir:

(i) m - @my, =t(my,...,my,),
(i) m1 © - @ my = s(my,...,my),
(iii) my A= Amy, = almy, ..., my).

Bemerkung X.1.7 (Erzeuger und Rechenregeln): Seien R ein kommutativer
unitarer Ring, M und N Moduln iiber R und n eine nichtnegative ganze Zahl.

(i) Der R-Modul T™(M) wird erzeugt von der Menge der reinen Tensoren
{m ®---@m, | my,...,m, € M}. Entsprechend wird S"(M) erzeugt von
{m1®---Omy, | mq,...,my, € M}und \"(M) von {miA---Am, | my,...,m,}.

(ii) Fiar my,...,m, € M, m; € M und r € R gilt

ml®"'®mi_1®mi—}—7“m;®mi+1®...®mn
=M@ - @M1 @M @ Mip1 Q- Q My,
Frm @ @M © My @My @ -+ @My,

und da auch ,®“ sowie ,A“ multlinear sind, gilt die gleiche Aussage auch fiir
diese Produkte.

(iii) Far alle mq,...,m, € M und o € S, gilt
MmO - -OMy = Me1)O - OMg(n), My A=Ay, = SGN(0) M (1) A+ + - A Mg ().
Gibt es ferner ¢ # j mit m; = m;, dann ist m; A--- Am, = 0.

Beispiel X.1.8: Seien M = R? zusammen mit der Standardbasis (eq, 2, €3) und
Fir v = 3e; 4+ 2e5, w = e1 + ey + Hes.

(i) In T?(M) gilt

v@w = (3e; + 2e2) @ (e1 + e + bes)
=3e1 ®ep+ 361 ® ey + 1561 @ eg + 2e4 @ €1 + 265 @ eg 4+ 10e; ® es.
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(ii) In S?(M) haben wir
vOw = (3e; + 2e3) © (e1 + €2 + Hes)
=361 ®er+ 561 ®eg+ 1561 ® eg 4 269 O e 4+ 10ey © e3.
(iii) In A*(M) ist
vAw = (3e; + 2e3) A (€1 + €2 + bes) = e1 A eg + 15e; A ez + 10ey A es.
Proposition X.1.9: Seien R ein kommutativer unitirer Ring und M ein freier
R-Modul vom Rang r mit Basis (by,...,b.). Dann gilt:
(i) T™(M) ist freier R-Modul mit Basis {b;, @ ---®@0b;, | 1 <iy,...,i, <7}
(i) S™(M) ist freier R-Modul mit Basis {b{* ® --- @ b | X0_ v; = n}[]
(iii) A™(M) ist freier R-Modul mit Basis {bj, \---Nb;, | 1 < iy < -+ <1, <r}.

Beweis: Dass die Mengen jeweils Erzeugendensysteme sind folgt aus
on X 1.7

(i) Folgt aus Proposition I11.3.11 (die dort verwendeten Argumente gehen
auch fir Moduln durch).

(ii) Fehlt.

(iii) Ist n > r, so ist A"(M) = {0}, d.h. die Behauptung ist wahr. Ist n = r,
so stimmt die Behauptung nach Proposition I11.6.8.

Sei nun n < r und seien 7, ;) € R fir 1 <4y <--- <, <7 mit

Z T(il,...,in)bh A A bin = 0
1<t < <in <r

Wir wollen fir jeden n-Tupel j = (j1,...,Jp) mit 1 < 53 < --- < j, <7
zeigen, dass r; = 0. Wihle dazu o; € S, sodass (1) = j1,...,0;(n) = j, und
oj(n+1),...,0(r) die Werte in {1,...,7} — {j1,..., jn} sind.

Jetzt ist

by A+ Abj, Abgnany Ao Abgyy = (=1) by Ao+ A b, (X.1)
mit einem Exponent £ € IN und es ist bj; A -+ Ab;, Abyiniy N+ ANbgyry =0,

falls (i1,...,in) # (J1,- .-, jn). Einsetzen in gibt

0= ( Z T(irynsin)0i N2 N bin> Aboimr1y N Aoy

1<i1 < <in <r

= (_1)£ Ty 01 A A by,

d.h. r¢,...i,) = 0, also die lineare Unabhangigkeit. O

INatiirlich meinen wir mit b}* das symmetrische Produkt b; ®- - - ®b; mit v;-vielen Faktoren.
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Korollar X.1.10 (Dimensionen der Potenzen): Seien K ein Korper und V' ein
d-dimensionaler K -Vektorraum. Dann gilt:

(i) T™(V) ist ein K-Vektorraum der Dimension d".
(ii) S™(V) ist ein K-Vektorraum der Dimension (d+2_1).

(iii) A™(V) ist ein K-Vektorraum der Dimension (Z)

Beweis: Wir konnen die in [Proposition X.1.9 angegebenen Basen mithilfe der
bekannten Urnenmodelle einfach abzéahlen: Die angegebenen Dimensionen sind
die Moglichkeiten, aus einer Urne mit d Kugeln n Kugeln zu ziehen. . .

e ...mit Zuriicklegen und mit Beachtung der Reihenfolge fir 7"(V),
e ...mit Zuriicklegen und ohne Beachtung der Reihenfolge fir S™(V),
e ...ohne Zuriicklegen und ohne Beachtung der Reihenfolge fiir A" (V). O

Proposition X.1.11 (Induzierte Morphismen auf Potenzen): Seien R ein kom-
mutativer unitirer Ring, My und My Moduln iber R und ¢: My — M,y eine

Homomorphismus von Moduln tiber R. Dann gibt es eindeutige R-lineare Abbil-

dungen

T"(p): T"(My) — T"(Ma),

§"(0): §° (M) — " 0k). A2 AOL) — A(M)
sodass fir alle vy, ..., v, gilt:

1) TM(@) (11 @ @ v,) = (V1) ®@ -+ @ p(vn),
(i) S™(@) (V1 O - Owp) = p(v1) © - © @(vy),
(iii) A"(@)(v1 A== Avy) = @(v1) A=+ A p(vn).

Beweis: Wir zeigen exemplarisch die Behauptung aus (iii). Dazu definieren wir
die alternierende multilineare Abbildung

h: M — N\(Ms), (my, ... ,my) — @(my) A+ A p(m,)
und erhalten aus der universellen Abbildungseigenschaft von A"™(M;) eine

lineare Abbildung A"(v): A"(M;) — A"(My), die auf reinen Tensoren (und
damit tiberall) das Gewiinschte leistet. O
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Proposition X.1.12 (Funktorialitdt): Seien R ein kommutativer unitirer Ring,
My, My und Ms Moduln tber R und ¢1: My — My sowie py: My — Mjy
Homomorphismen von Moduln tiber R. Dann gilt:

(i) T"(p2 0 ¢1) = T"(p2) o T"(sp1), S"(p2 0 1) = S"(p2) © S"(¢p1) sowie
A" (p20¢1) = N"(p2) o N"(¢1).

(ii) Fir jeden R-Modul M gilt T™(idpy) = idpmany, S"(idy) = idgn(an,
A"(idas) = idpn ).

Beweis: Wir zeigen exemplarisch die Aussagen tiber die Tensorpotenz. Fiir alle
mi,...,m, € M haben wir

(T"(p2) o T™ (1)) (M1 @ - - - @ my) = T"(p2) (01 (M) ® - -+ @ p1(ma1))
= p2(p1(m1)) ® -+ - @ Ya(p1(my))
=T"(p2001) (M1 @+ @my)

und da die reinen Tensoren die Tensorpotenz T"(M;) erzeugen, wissen wir,
dass die Abbildungen auch insgesamt tibereinstimmen. 0

2. Determinante und auflere Potenz

Erinnerung X.2.1: Seien R ein kommutativer unitarer Ring und n eine nicht-
negative ganze Zahl.

(i) Wir hatten in der Linearen Algebra I die Determinante als die Abbildung

det: H R" — R, (my,...,mp) — Z sgn(0) M1y -+ Mao(n)
=1 O'GSn

eingefithrt und gesehen, dass die Determinante eine alternierende multilineare
Abbildung mit det(ey,...,e,) =1 ist.

(ii) Auf R™"™ haben wir die Determinante definiert als det: R"*" — R,
A det(Aeq, ..., Ae,).

Bemerkung X.2.2 (,,Es kann nur eine geben*): Seien R ein kommutativer uni-
tarer Ring und n eine nichtnegative ganze Zahl.

(i) Wegen der universellen Abbildungseigenschaft von A"(R") gibt es genau
eine lineare Abbildung ¢ge: A" (R") — R mit ¢qer = a o det.
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(ii) Die auBere Potenz A"(R") ist ein freier R-Modul vom Rang 1 mit Basis
{e1 A---Ney}, d. h. es gibt genau eine lineare Abbildung ¢g: A"(R") — R mit
do(er A+ Ney) = 1; esist also ¢y = Pqer und wir erhalten unsere urspriingliche
Determinante zurtick als det = ¢ o a.

(iii) Aus (i) und (ii) folgt: ¢aet ist die eindeutige lineare Abbildung von
A"(R™) — R mit ¢get(e1 A+ Aey) =1 und det = Pqe © a.

Der dritte Punkt der vorangegangenen Bemerkung wird auch verwendet, um
det: J[7,; R — R und damit auch det: R"*"™ — R zu definieren. Insbesondere
folgt dann:

det A = det(Aey, ..., Ae,) = dget(Aer A -+ A Aey).

Proposition X.2.3 (Rechenregel fiir det A): Seien R ein kommutativer uni-
tarer Ring und A € R™" eine Matrixz. Dann gilt:

Aeg N+ N Ae, =det Ae; A--- Ne,.

Beweis: Unsere Abbildung ¢qer: A"(R™) — R ist ein Isomorphismus mit Um-
kehrabbildung ¢': R — A"(R") mit ¢/(r) =re; A --- A e,. Damit ist

) =
Aer A+ N Ae, = (¢ 0 daer)(Aer A -+ A Aey)
= ¢'(det(A)) = det( Jer A Aey. O

Fiir die néchste Aussage stellen wir zu nachst eine Voriiberlegung an. SInd
R ein kommutativer unitéarer Ring, M ein freier R-Modul vom Rang 1 und ¢
ein Endomorphismus von M, dann gibt es irgendein r € R, sodass ¢(m) = rm
fir alle m € M.

Bemerkung X.2.4: Seien R ein kommutativer unitarer Ring, M ein freier R-
Modul vom Rang n und ¢ ein Endomorphismus von M. Dann induziert ¢
eine R-lineare Abbildung A"(¢): A"(M) — A"(M). Da A"(M) frei und vom
Rang 1 ist, gibt es r € R, sodass A\"(¢) als Endomorphismus von A"(M) von
der Form A"(p)(mqy A--- Amy) =rmyg A--- Am, ist. Wir setzen det p 1= r.
Insbesondere gilt dann:

(i) Fur alle my,...,m, € M ist

n

p(mi) A Ap(my) = (AN@)(ma A= Amy) = detp(my A--- Amy).

und @ge(@(mq) A -+ A p(my,)) = daet(det p(my A -+ Amy,)) = det pdge (M1 A
Amy).
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3. Tensoralgebra, symmetrische Algebra und duflere Algebra

(ii) Fir M = R*, A€ RV und ¢ = pa: o — Ax ist det(A) = det(pa),
denn
det(A) = ¢aet(Aer A -+ A Aey)

= Qaet(paler) A Apalen)) = det(pa)daec(er A+ Aen) = det(pa).

Proposition X.2.5 (Regenregeln fiir Determinante): Seien n eine nichtnega-
tive ganze Zahl, R ein kommutativer unitdarer Ring, M ein freier Modul vom
Rang n, A € R™" eine Matriz und ¢ € End(M) ein Endomorphismus. Dann
qgilt:
(i) Fir alle z1,...,z, € R ist Axy A -+ N Az, = det(A)(z1 A -+ A xy).
(ii) Fir allemy,...,m, € M ist o(mi)A---Ap(m,) = (det )(miA---Amy,).
(111) Fir A17 AQ S R™™™ st det(AlAg) = det(/h) det(Ag)
(iv) Fir @1, 2 € End(M) ist det(p1 0 o) = det(p1) det(¢2).

)

(v) Ist B = (by,...,b,) eine Basis von M und A = Dgpg(p), dann ist

det(A) = det(p).
Beweis: (i) Folgt aus Bemerkung V.2.4 (ii) und Aussage (ii).
(ii) Folgt aus Bemerkung V.2.4 (i).
(iii) Folgt aus (iv) und Bemerkung V.2.4(ii).
(iv) Folgt aus Proposition V.1.12.

(v) Sei Dg: M — R™ die Koordinatenabbildung. Wir haben das kommuta-
tive Diagramm

M- M

D |2

Rn YA Rn

d.h. det(A) = det(p4) = det(Dp o ¢ o Dg') = det(Dg) det o det D' = det ¢
was wir zeigen wollten. U

3. Tensoralgebra, symmetrische Algebra und auflere
Algebra

Proposition X.3.1: Seien R ein kommutativer unitirer Ring, M ein Modul
tiber R und k und ¢ nichtnegative ganze Zahlen. Dann gibt es eine eindeutige
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bilineare Abbildung

hpe: TH(M) x TYM) — T*(M),
hie(mi @ - @my,mi & - @my) =m; @ @my, @M ® - -+ @ my.

Beweis: Wir zeigen die Behauptung mithilfe der universellen Abbildungs-
eigenschaften der Tensorpotenzen. Dafiir halten wir zunédchst den zweiten
Teil fest. Fiir jedes m’ = (m),...,m}) € M sei h,,: M* — TF(M),
(my,....mg) = My ® - @my @M| @ -+ ® my. Da hy, multilinear ist,
erhalten wir genau eine lineare Abbildung ¢, : TF(M) — TF(M) mit
Cr (M1 @+ @my) =y Q-+ @My, ® My & -+ @y

Nun erhalten wir eine multilineare Abbildung

h: MY — Hompg(T*(M), T*(M)), m' — o(m')(m),

fiir die es wegen der universellen Abbildungseigenschaft eine eindeutige lineare
Abbildung o: T*(M) — Hompg(T*(M), T**(M)) mit o(m| @ ---@m}) = .

Definieren wir nun die Abbildung hy¢: T*(M) x T*(M) — T*(M) iiber
(m,m’) = @ (m), dann gilt einerseits

hk,f(m1®®mk7m,1®®m/g):@m’(m1®®mk)
:m1®---®mk®m’1®---®m2

und andererseits ist hy ¢ per Definition bilinear. O

Definition X.3.2 (Unendliche SUmme von R-Moduln): Seien R ein kommu-
tativer unitarer Ring, I eine nichtleere Menge und fiir jedes ¢ € I sei M; ein
Modul tiber R. Dann heift

B M; := {(mi)ier | Fiir jedes i € I ist m; € M;, nur endlich viele m; # 0}
i€l

= {f € Abbo(I,U;cr M;) | Fiir jedes i € I ist f(i) € M;}

direkte Summe der M;. Mit komponentenweiser Addition und skalarer Multipli-
kation wird @,c; M; zu einem R-Modul. Fiir die Familie (m;);e; schreiben wir
> icrm; und halten fest, dass es sich per Definition immer um eine endliche
Summe handelt.

Gelegentlich nennt man diese direkte Summe auch duflere direkte Summe,
da sie — anders als die bisher aufgetretene direkte Summe — a priori nicht
innerhalb eines grofleren Vektorraums stattfindet. Tatséchlich lebt @;c; M;
im direkten Produkt [],c; M;, dem im Gegensatz zur direkten Summe die
Endlichkeitsforderung fiir die enthaltenen Familien fehlt. In diesem grofieren
Vektorraum fallen der alte und der neue Begriff fiir direkte Summe zusammen.
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3. Tensoralgebra, symmetrische Algebra und duflere Algebra

Definition X.3.3 (Die Hauptakteure): Seien R ein kommutativer unitérer Ring
und M ein Modul iiber R. Dann setzen wir:

(1) T(M) = @nelNo Tn(M)a
(if) S(M) = Bpew, S"(M),
(ili) A(M) = Bpew, A" (M).

Wir nennen T'(M) die Tensoralgebra von M, S(M) die symmetrische Algebra
von M und A(M) die Grassmann-Algebra von M.

Wir werden im Laufe des Abschnittes sehen, dass die Bezeichnung der obigen
R-Moduln als Algebren gerechtfertigt ist, d. h. wir werden die oben definierten
R-Moduln mit entsprechenden Multiplikationen ausstatten.

Bemerkung X.3.4: Seien R ein kommutativer unitarer Ring und M ein Modul
iber R.

(i) Far j € I ist ¢j: M; — @;er M;, mj — (0;;m;);cr ein injektiver R-
Modulhomomorphismus. Vermoége ¢; fassen wir M; als R-Untermodul von
@ie[ Mz auf.

(ii) Als R-Modul wird T(M) von {m;®---®@m,, | n € Ng, m; € M} erzeugt.
Genau so werden S(M) respektive A(M) von den reinen Tensoren endlicher
Lange erzeugt.

Definition X.3.5 (Multiplikation auf T'(M)): Seien R ein kommutativer uni-
téarer Ring und M ein Modul iiber R. Auf T'(M ) erklaren wir eine Multiplikation
wie folgt: Fiir m = >7;cn, mi, m' = 3 ;ew, m; setzen wir

m@m' =Y > hij(m;,m}).

1€Ng j€WNo

Insbesondere gilt fiur die reinen Tensoren m; ® --- ® my und m| ® --- @ my,
dass (M1 ® - @my) @ (ML ® - @mp) =m @ Qmy, @MY & - - - @ my.

Bemerkung X.3.6: Seien R ein kommutativer unitarer Ring und M ein Modul
iber R.

(i) Mit der Multiplikation aus|Proposition X.3.5|wird T'(M) zu einer unitéren
R-Algebra. Dabei kommt die Eins aus dem Ring R.

(ii) Auf analoge Weise erhalten wir Multiplikationen ,®“ und ,A“ auf S(M)
und A(M), die S(M) respektive A(M) zu R-Algebren machen.
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Satz 44 (Universelle Abbildungseigenschaft): Seien R ein kommutativer uni-
tirer Ring und M ein Modul iber R. Ist A eine unitire R-Algebra und ist
w: M — A eine R-lineare Abbildung, dann gibt es genau einen Homomorpismus
von unitdren R-Algebren ¢': T(M) — A, der das Diagramm

M —“— T(M)

Ay’
X ¥

A

kommutativ macht. Hierbei bezeichnet « = 1 die Einbettung aus
pX7]

Ist p: M — A eine R-lineare Abbildung, die zusdtzlich fir alle x,y € M
erfillt, dass o(x)(y) = o(y)p(z), dann gibt es genau einen Homomorphismus
von unitdren R-Algebren ¢': S(M) — A, sodass ¢' o1 = .

Ist p: M — A eine R-lineare Abbildung, die zusdtzlich fiir alle x € M erfiillt,

dass p(x)p(x) = 0, dann gibt es genau einen Homomorphismus von unitiren
R-Algebren ¢': N(M) — A, sodass ¢' o1 = .

Beweis: Fiir diesen Beweis schreiben wir ¢,: M™ — T™(M), (mq,...,my,) —
my ® -+ ® m,. Wir zeigen exemplarisch die erste universelle Abbildungseigen-
schaft. Die Strategie dafiir wird sein, induktiv Abbildungen auf den Potenzen
zu erkldren, und dann zu einer groffen Abbildung zusammenzusetzen.

Fiir n = 0 definieren wir ¢/ : R — A durch r + 714 und fiir n = 1 definieren
wir ' M — A durch m +— @(m). Fiir n > 2 wird ¢'™: T"(M) — A von
der multilinearen Abbildung

M" — A, (mq,...,my) — @(mq) - @(my,)

induziert; insbesondere gilt '™ (m; ® --- ® m,) = p(my)---¢(m,). Nun
erhalten wir eine R-lineare Abbildung

¢ T(M) — A, durch > +— Y ¢O(my).

i€Ng i€Ng

Es bleibt zu zeigen, dass ¢’ auch ein Homomorphismus von R-Algebren ist,
d.h. dass fur m,m' € T(M) gilt, dass ¢'(m ® m’) = ¢'(m)¢’(m’). Seien also
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3. Tensoralgebra, symmetrische Algebra und duflere Algebra

m = Yen, M und m' = e, m; Elemente von T'(M). Dann haben wir

p'(mem’) = 90’( > mi®m})

i€Ng j€Ng

= Z Z cp'(”j)(mi ®m;-)

1€INg j€Ng

= Z Z Spf(i)(mi)@/(j)(m;)

1€Ng j€Ng

—(Z ) ( T ¢ D)) = m)e'm).

i€Ng J€Ng

Der entscheidende Schritt war hierbei die folgende Gleichheit bilinearer Abbil-
dungen von T*(M) x T7(M) nach A:

@D o by = ((my, my)) @D (m;) ') (m3).

Da beide Abbildungen bilinear sind, gentigt es die Behauptung auf Erzeugern der
Tensorpotenzen nachzuweisen. Seien also my, ..., m, und mj, ..., m} Elemente
von M. Dann ist

@D (hyj(m1 @ - @ my,my @ - @ m)))
:¢’(i+j)(m1®---®mi®m/1®--~®m;)
= p(ma) - p(my) - p(my) - - p(m))
= /0 (M ® - ® mi)@/(j)(mll R ® m;)

und wir sind fertig. Die Beweise fiir S(M) und A(M) funktionieren analog. [

Proposition X.3.7 (Funktorialitdt): Seien R ein kommutativer unitirer Ring
und My, My und Ms Moduln tiber R. Ist f: My — My eine lineare Abbildunyg,
dann gibt es eindeutige R-lineare Abbildungen T(f): T (M) — T(Ms) bzw.
S(f): S(My) — S(Ma) bzw. N(f): A(S1) = A(S2), sodass

T(f)(mi @ @my) = f(mi) ® - @ f(mg),
S(fYmi @ Omg) = f(m) ©--- O f(myg),
A\

) =
A ma A Amg) = f(ma) A+ A f(mg).

Sind fi: My — My und fy: My — Ms Homomorphismen von R-Moduln,
dann gilt T(fy 0 f1) = T(f2) o T(f1) bzw. S(fz 0 f1) = S(f2) o S(f1) bzw.

A(f2 0 f1) = A(f2) o A(f1)-
Fir die identische Abbildung idy, : My — My gilt T(idy,) = idy, bzw.
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Beweis: Die erste Eigenschaft folgt aus fir A = T(M), S(M) bzw.
A(M). Die anderen beiden Eigenschaften folgen aus der Eindeutigkeit in der
universellen Abbildungseigenschaft. U

4. Polynomringe in mehreren Variablen

Definition X.4.1 (Polynomring in n Variablen): Seien R ein kommutativer uni-
tarer Ring, n eine natiirliche Zahl und I := IN§j. Die Menge

R[X1,...,X,] = {(a;)ic; € R" | Nur fiir endlich viele i € I ist a; # 0}
.= @ R = Abby(I, R)
iel
wird mit den Verkniipfungen (a;)icr + (b:)ier := (@i + bi)icr, 7(ai)icr == (ra;)ier

und (ai)iel : (bz‘>iel = (Zj+k:z’ ajbk)iela wobei (az‘)iela (bi)iel S R[Xh e 7Xn]
und r € R, zu einer kommutativen R-Algebra mit Eins.

Proposition X.4.2 (Einsetzungshomomorphismus): Seien R ein kommutati-
ver unitdrer Ring, A eine unitire R-Algebra und aq,...,a, € A. Dann gibt es
genau einen Homomorphismus von R-Algebren ¢: R[Xy, ..., X,| — A, sodass
o(X1) =ay,...,o(X,) = a,. Der Homomorphismus ¢ heifit Einsetzungshomo-
morphismus zu aq,...,a,.

Beweis: Man zeigt die Aussage analog zum Einsetzungshomomorphismus fiir
den Polynomring in einer Variable, d. h. man definiert ¢ durch

p= Zrinl---XfL" — Zria’f---a;".

iel el
Alternativ kann man die Aussage per Induktion beweisen. O

Satz 45: Seien n eine natirliche Zahl und R ein kommutativer unitdrer Ring.
Dann sind S(R") und R[X1,...,X,] als R-Algebren isomorph.

Beweis: Es bezeichne (e, ..., e,) die Standardbasis des R"™. Per Fortsetzungs-
satz erhalten wir eine eindeutige R-lineare Abbildung ¢: R" — R[X,..., X,)]
mit ¥(e;) = X;. Wegen der universellen Abbildungseigenschaft der symme-
trischen Algebra gibt es genau einen Homomorphismus unitérer R-Algebren
P S(R") — R[Xy,..., X, mit ¢ o =1,

Weil S(R™) eine kommutative unitire R-Algebra ist, gibt es wegen des Einset-
zungshomomorphismus fiir den Polynomring in n Variablen genau einen Homo-
morphismus unitérer R-Algebren ¢': R[X7, ..., X,] — S(R™) mit ¢/(X;) = ey,

o @'(X,) =€, und ¢'(1) = 1.
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Wegen der Eindeutigkeit in der universellen Abbildungseigenschaft fir S(R™)
und der Eindeutigkeit im Einsetzungshomomorphismus gelten sowohl o)’ = id
und ¢’ o ¢’ =id. O
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Kapitel XI.

Unendlichdimensionale Vektorraume
und das Zornsche Lemma

1. Motivation

Seien K ein Korper, V ein Vektorraum tber K und B eine Basis von V. In
der Linearen Algebra I haben wir gesehen, dass jedes Element von V eine
eindeutige Linearkombination von Vektoren aus B hat, was gleichbedeutend
dazu war, dass B sowohl linear unabhangig als auch erzeugend war.

Erinnerung XI.1.1: Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und B C V eine
Teilmenge. Ist B linear unabhéngig und maximal beziiglich Inklusion, dann ist
B eine Basis.

Fiir den Beweis haben wir nirgends benétigt, dass V' endlich erzeugt wére. Fiir
nicht endlich erzeugte Vektorraume miissen wir uns allerdings noch Gedanken
machen, warum es iiberhaupt maximal linear unabhéngige Teilmengen geben
sollte.

Fiir einen nicht endlich erzeugten K-Vektorraum V' betrachten wir also die
partiell geordnete Menge (B(V'), €), und versuchen maximale Elemente ihrer
Teilmenge & := {S C V' | S ist linear unabhéngig} zu finden.

Als ersten naheliegenden Ansatz setzen wir B’ := Jgeg S. Dann ist jedes S
aus G enthalten in B’. Dieses B’ ist eine kleinste obere Schranke von &. Aber
ist dieses B’ weiterhin linear unabhéngig?

Als zweiten Ansatz betrachten wir eine Teilmenge K C &, sodass K mit der
Einschrankung der Ordnung von S total geordnet ist — solche K nennt man
auch Kette. Setzen wir By := Ugex S, dann sind alle S aus K in B} enthalten
und auflerdem konnen wir zeigen, dass Bj linear unabhingig ist.
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Proposition XI1.1.2: Sei K eine Kette in &. Dann hat K eine obere Schranke
in 6.

Beweis: Seien vy, ..., v; Elemente von Bj. Dann gibt es Mengen Sy, ..., S
aus K, sodass v; € S;. Weil K total geordnet ist, konnen wir je zwei Mengen
vergleichen; genauer: Fir ¢,5 € {,...,k} gilt S; €S, oder S; C S;. Wir finden
deshalb einen Index iy, sodass fiir 1 < i < k gilt: S; C §;,. Insbesondere sind
v1,...,v; Elemente von S;,. Da S;, per Konstruktion linear unabhéngig ist, ist
auch {vy,..., v} linear unabhéngig. O

Wir werden sehen, dass wir mithilfe von [Proposition XI.1.2| zeigen kénnen,
dass G maximale Elemente hat. Dies wird aus dem Lemma von Zorn folgen.

2. Das Zornsche Lemma

Definition XI.2.1: Seien X eine Menge und < eine Relation auf X.

(i) Ist ,<“ reflexiv, antisymmetrisch und transitiv, dann heifit die Relation
eine Ordungsrelation.

(ii) Sind zusatzlich je zwei Elemente vergleichbar, d. h. gilt fir z,y € X dass
r <y oder y < x, dann heifit ,,<* Totalordnung.

(iii) Ist K eine nichtleere Teilmenge von X, sodass die Einschrankung von
»,<“ eine Totalordnung auf K ist, dann heifit K eine Kette.

Definition XI.2.2 (Maximale, minimale, grofite und kleinste Elemente): Seien
(X, <) eine georndete Menge und z ein Element von X.

(i) Gilt fir alle z € X mit zg < 2, dass © = x¢, dann heifit x mazimal.
(ii) Gilt fur alle z € X mit xy > z, dass z9 = =, dann heifit x minimal.
(iii) Gilt fir alle x € X, dass © < o, dann heifit xq ein grofites Element.

) >

(iv) Gilt fur alle x € X, dass > zy, dann heifit x ein kleinstes Element.

Bemerkung XI1.2.3: Eine geordnete Menge X kann viele maximale oder mini-
male Elemente haben, aber nur ein grofites beziehungsweise kleinstes Element.

Ist zy ein groBtest Element, dann ist xy das einzige maximale Element; genau
so fiir das kleinste Element.

Definition XI.2.4 (Obere Schranke, induktiv geordnet): Sei (X, <) eine ge-
ordnete Menge.
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2. Das Zornsche Lemma

(i) Seien S eine Teilmenge von X und z, ein Element von X. Gilt fiir alle
s € S, dass s < xp, dann heiit zy eine obere Schranke. Das kleinste
Element in {z € X | x ist obere Schranke von S} heifit kleinste obere
Schranke.

(ii) Hat jede Kette in X eine obere Schranke, dann heifit X induktiv geordnet.
Hat jede Kette in X eine kleinste obere Schranke, dann heifit X eine
strikt induktiv geordnet.

Beispiel X1.2.5: (i) Die Menge der nattirlichen Zahlen mit dem gewohnlichen
ykleiner-gleich® ist nicht induktiv geordnet, denn IN selbst ist eine Kette, die
keine obere Schranke hat.

(ii) Seien M eine Menge und X = PB(M) zusammen mit der Inklusion. Fiir
jede Teilmenge & von P(M) gibt es eine kleinste obere Schranke Sy, ndmlich
So := Uses, S- Insbesondere ist (P(A), C) strikt induktiv geordnet.

Definition XI.2.6: Sei (X, <) eine geordnete Menge. Hat jede nichtleere Teil-
menge von X ein kleinstes Element, dann heif3t ,<“ eine Wohlordnung.

Beispiel XI1.2.7: (i) Die totalgeordente Menge (IN, <) ist wohlgeordnet (,,Prin-
zip des kleinsten Téters).

(ii) Die partiell georndete Menge (P(M), C) ist nicht wohlgeordnet, falls
M mindestens zwei Elemente hat. Sind namlich m; und ms zwei verschiedene
Elemente von M, dann gehort {{m4}, {m2}} zu P(M), und dieses hat kein
kleinstes Element.

Wir betrachten folgende Aussagen:

(i) Auswahlaxiom: Seien M eine nichtleere Menge, I eine nichtleere Index-
menge und (M;);c; eine Familie nichtleerer Teilmengen von M. Dann gibt es eine
Abbildung f: I — M, sodass f(i) € M;. Dieses f nennt man Auswahlfunktion.

(ii) Zorn’sches Lemma: Sei (M, <) eine nichtleere geordnete Menge. Ist
(M, <) induktiv geordnet, dann gibt es ein maximales Element in M.

(iii) Wohlordnungssatz: Jede Menge M hat eine Totalordnung beziiglich der
sie wohlgeordnet ist.

Satz 46: Das Auswahlaziom, das Zorn’sche Lemma und der Wohlordnungssatz
sind logisch dquivalent.

Das Auswahlaxiom ist das Axiom in den ZFC-Axiomen, das nicht zu den
ZF-Axiomen gehort. Man kann zeigen, dass das Zorn’sche Lemma und damit
die Existenz von Basen in beliebigen Vektorrdumen nicht aus den gewohnlichen
ZF-Axiomen folgen.
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3. Existenz von Basen

Satz 47 (Existenz von Basen): Seien K ein Korper und V' ein Vektorraum
tber K. Dann hat V' eine Basis.

Der Satz iiber die Existenz von Basen folgt direkt aus dem allgemeinen
Basiserganzungssatz, den wir als ndchstes formulieren und beweisen mdochten.

Satz 48 (Basiserginzungssatz): Seien K ein Korper und V' ein K-Vektorraum.
Ist M eine linear unabhdingige Teilmenge von V, dann gibt es eine Basis B
von 'V mit M C B.

Beweis: Wir setzen X = {S C V | M C S und S ist linear unabhangig}.
Wegen M € X ist X nicht leer. Ferner ist X eine per Inklusion geordnete
Menge. Wie in [Proposition XI.1.2| zeigt man, dass (X, C) induktiv geordnet ist.
Nun liefert das Zorn’sche Lemma die Existenz eines maximalen Elements B in
X, welches wegen [Proposition XI.1.1| eine Basis von V ist. 0

4. Beweis des Zorn’schen Lemmas

Proposition XI.4.1: Seien (X, C) eine nichtleere strikt induktiv georndete Men-
ge mit einem kleinsten Element xp;,. Ist F': X — X eine Abbildung, sodass
fir alle x € X gilt, dass F(x) > x, dann hat F einen Fizpunkt.

Mithilfe der [Proposition XI.4.1]sind wir jetzt in der Lage, das Lemma von
Kuratowski-Zorn zu beweisen.

Beweis: Seien (X, <) eine nichtleere induktiv geordnete Menge X. Zunéchst
setzen wir voraus, dass (X, <) sogar strikt induktiv geordnet ist. Ohne Ein-
schrankung hat X ein kleinstes Element (wéhle sonst irgendein zy aus X und
ersetze X durch X5, ={z € X |z > x0}).

Angenommen, X héatte kein maximales Element. Fir jedes x € X konnten
wir definieren M, := {2’ € X | 2/ > z}. Per Annahme wére fiir jedes x € X die
Menge M, nicht leer. Mithilfe des Auswahlaxioms erhielten wir eine Abbildung
F: X — X mit F(z) € M,, d.h. fir jedes z € X ware F(z) > x. Nach
IProposition XI.4.1| gibe es dann einen Fixpunkt von F, d.h. es gabe 2/ € X
mit F'(2’) = 2'. Das kann aber nach Konstruktion von F' nicht sein, X muss
also maximale Elemente enthalten.

Im zweiten Schritt setzen wir fir (X, <) nur noch induktive Ordnung voraus.
Wir definieren H := {K C X | K ist eine Kette} und erhalten eine nichtleere
strikt induktiv geordnete Menge (H, C). Wegen des ersten Schritts wissen wir,
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dass H ein maximale Element K besitzt. Weil X induktiv geordnet ist, hat K
eine obere Schranke kg in X. Aber dieses kg ist sogar ein maximales Element,
denn ko muss zu Ky gehoren (Ko U {ko} wéare sonst eine groBere Kette) und
fir x € X mit x > ky ware x auch eine obere Schranke von Ky, d.h. es wére
wieder x € Ky und damit = < kg, da kg eine obere Schranke von K| ist. ]

Beweis (von [Proposition XI1.4.1): Wir nennen S C X zuldssig, falls gelten:

(i) Zwin € S,
(ii) () C S,

(iii) Fir jedes Kette K in S liegt auch die kleinste obere Schranke my von K
in S.

Es gibt solche Mengen, da X selbst natiirlich zulédssig ist. Wir setzen
So:=[{S]S C X zulissig}.

Dieses Sy erfiillt die Forderungen (i), (ii) und (iii), ist also zuléssig, und ist
aulerdem die kleinste zulassige Teilmenge. Kénnen wir zeigen, dass S, total
geordnet ist, so ist ihre kleinste obere Schranke mg, ein Fixpunkt (da Sy
zuléssig ist, liegt mg, in Sy und wegen (ii) ist entsprechend F'(mg,) € Sy, d. h.
F(ms,) < mg,, sodass wir insgesamt erhalten mg, < F(mg,) < mg,)-

Wir nennen e € Sy extremal, falls fir alle s € Sy mit s < e gilt, dass F(s) < e.
Zum Beispiel x,;, ist extremal. Fiir extremales e setze

Se:={s€Sy|s<eoders<F(e)}.

Wir behaupten, dass S, zuléssig ist: Zunachst gilt z,;, € Se.

Fir s € S, konnen auftreten s < e, in diesem Fall ist F'(s) < e da s extremal
ist, d.h. F(s) € S.; s = e, dann gilt F(s) = F(e) € S.; s > e, dann ist
F(s) < s < F(e), also F(s) € S..

Ist schliellich K eine Kette in S, und my die kleinste obere Schranke, dann
ist mg € Sp, da Sy zuléssig ist. Nun haben wir zwei Félle zu unterscheiden:
Gilt fiir alle s € K gilt s < e, so ist mx < e und damit mg € S.. Gibt es
s € K mit s € e, dann ist wegen s € S, schon s > F(e), d.h. F(e) < s < mg
und somit mg € Se.

Auflerdem behaupten wir: Jedes Element e € Sj ist extremal.

Wir setzen E := {e € Sy | e ist extremal} und iiberpriifen, dass E zuldssig
ist. Offensichtlich ist x;, € E.

Fir e € E wollen wir zeigen, dass F(e) € E. Sei s € Sy mit s < F(e),
s # e. Dann ist s 2 F(e) und da s € S, ist, ist s < e. Weil e extremal ist,
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ist F'(s) <e< Fle), also F(e) € E. Fir s = e ist F(s) = F(e), insbesondere
F(s) < F(e) und F(s) € E.

Sei nun K eine Kette in E und mg die kleinste obere Schranke von K. Wir
haben zu zeigen, dass mx € E, d.h. dass mg extremal ist. Sei s € Sy mit
s < mg. Wir haben Félle zu unterscheiden: Sind wir in der Situation, dass fiir
alle k € K gilt F(k) < s, wiare wegen k < F(k) dann s obere Schranke von
K, d.h. mg < s — ein Widerspruch. Sind wir in der Situation, dass es k € K
gibt mit F'(k) € s, dann hatten wir Sp = Si und da s € Sy wére s < k. Falls
s < k ist, dann ist da k extremal ist auch F(s) < k < mg. Falls s = k ist,
dann ist k = s < mg nach der Voraussetzung an s, d.h. es gibt k£’ € K mit
k = s < K, da mg die kleinste obere Schranke ist, und wir kénnen mit der
vorherigen Uberlegung schlieflen.

Aus unseren beiden Behauptungen konnen wir folgern, dass Sy total geordnet
ist: Sind nédmlich z,y € Sy, dann ist = extremal nach der zweiten Behauptung,
y € S, nach der ersten Behauptung, also y < z oder z < F(x) < y. 0

258



	Lineare Algebra I
	Grundlagen
	Etwas Motivation
	Voraussetzungen aus der Mengenlehre und Aussagenlogik
	Konstruktionen in Mengentheorie
	Nützliche Beweisverfahren
	Abbildungen
	Relationen
	Nachtrag und Ausblick

	Lineare Gleichungssysteme und reelle Vektorräume
	Vom linearen Gleichungssystem zum Vektorraum
	Vektorräume
	Der Vektorraum der Matrizen
	Reguläre Matrizen
	Lineare Gleichungssysteme

	Strukurmathematik: Gruppen, Ringe, Körper
	Gruppen
	Homomorphismen
	Die symmetrische Gruppe
	Ringe

	Vektorräume und Dimensionstheorie
	Vektorräume
	Basen und lineare Unabhängigkeit
	Lineare Fortsetzung und Abbildungsmatrix
	Summen von Unterräumen und Faktorräume

	Endomorphismen von Vektorräumen
	Endomorphismen und Basiswechsel
	Eigenwerte und Eigenvektoren
	Determinante
	Die Regel von Laplace


	Lineare Algebra II
	Die Jordan-Normalform
	Motivation
	Der Satz von Cayley-Hamilton
	Der Polynomring über einem Körper
	Das Minimalpolynom
	Nilpotente Endomorphismen
	Jordansche Normalform

	Multilineare Algebra - Teil 1
	Multilineare Abbildungen
	Bilinearformen
	Linearformen und der Dualraum
	Tensorprodukte

	Euklidische und unitäre Vektorräume
	Skalarprodukte
	Orthogonale und unitäre Endomorphismen
	Normale Matrizen
	Die adjungierte Matrix
	Anwendungen des Spektralsatzes
	Singulärwertzerlegung

	Etwas mehr Strukturmathematik
	Gruppenoperationen
	Teilbarkeit in Ringen
	Euklidische Ringe
	Primelemente in Ringen
	Moduln
	Freie Moduln
	Kategorientheorie
	Universelle Objekte

	Multilineare Algebra - Teil 2
	Tensorpotenz und Quotienten
	Determinante und äußere Potenz
	Tensoralgebra, symmetrische Algebra und äußere Algebra
	Polynomringe in mehreren Variablen

	Unendlichdimensionale Vektorräume und das Zornsche Lemma
	Motivation
	Das Zornsche Lemma
	Existenz von Basen
	Beweis des Zorn'schen Lemmas



