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Hinweise

Das vorliegende Skript ist nicht wertvoller als eine handschriftliche Mitschrift
und ersetzt keinesfalls das eigenstédndige Besuchen der Vorlesung oder das
selbststandige Nachbereiten. Computersatz ist kein Garant fiir Fehlerfreiheit!

Diese Mitschrift wird von einem Studenten erstellt, Tippfehler konnen natiir-
lich nicht ausgeschlossen werden. Hinweise auf Fehler sind daher ausdriicklich
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Kapitel 1.

Grundlagen

Im Folgenden verwenden wir etliche Symbole: < steht fiir ,ist dquivalent,
,=" steht fur ,daraus folgt“, ,:=* steht fir ,wird definiert als“, ;< steht fiir
,wird definiert durch die Eigenschaft®.

1. Voraussetzungen aus Mengentheorie und
Aussagenlogik

Fir die Vorlesung setzen wir voraus:

1.1. Naive Mengenlehre
Eine Menge besteht aus Objekten. Diese werden als FElemente bezeichnet.

Beispiel: ¢ Die Menge der natiirlichen Zahlen IN (ohne 0),
o Die Menge der ganzen Zahlen Z,
o Die Menge der rationalen Zahlen @,
e Die Menge der reellen Zahlen R,
o Die Menge M; ={1,2,7,11},
« Die Menge M, = {Saarbriicken, Neunkirchen, Bexbach, KoIn},
« Die Menge M; = {{1,2},{1,7},{1,2,7,11}}.

Die Schreibweise ,,x € M*“ bedeutet, dass x ein Element der Menge M ist.
Zwei wichtige Prinzipien fiir die Mengenlehre sind

(i) Eatensionalitat: Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn sie dieselben
Elemente haben. Mit anderen Worten: M; = M, gilt genau dann, wenn gilt:
(x € My < x € M,).
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(ii) Aussonderungsaxiom: Zu jeder Menge M; und jeder Aussage P tiber
Elemente von M; gibt es eine Menge Ms, sodass gilt: My besteht genau aus
den Elementen von My, fir die die Aussage P wahr ist. Wir schreiben

My = {xz € M, | P(z) ist wahr}.
Beispiel: R~ :={z € R |z > 0}.

Es gibt genau eine Menge, die keine Elemente enthélt. Diese heif3t die leere
Menge und wird mit & bezeichnet.

1.2. Grundlagen der Aussagenlogik

Eine Aussage ist entweder wahr oder falsch.

Zu jeder Aussage A gibt es eine Verneinung —A mit der folgenden Eigenschaft:
Ist A wahr, dann ist = A falsch. Ist A falsch, dann ist = A wahr.

Aus zwei Aussagen A und B koénnen wir neue Aussagen wie folgt bilden:

(i) Die Konjunktion AN B (,A und B): A und B ist wahr, wenn A und B
wahr sind, sonst falsch. Wie erhalten die folgende Wahrheitstafel:

B\A|w f
w |w f
Fr 7

(ii) Die Disjunktion AV B (,A oder B*): A oder B ist falsch, falls A und B
falsch sind, sonst wahr. Wir erhalten die folgende Wahrheitstafel:

B\A|w f
w o |w w
fojw f

(iii) Die Implikation A = B (,aus A folgt B“): A = B ist falsch, falls A
wahr und B falsch ist, sonst wahr. Wir erhalten die folgende Wahrheitstafel:

B\A|w f
wow w
folf w

A heifit dann auch Primisse oder Voraussetzung und B die Konklusion oder
Folgerung.

Beispiel: Die Aussage ,,Aus 2 = 5 folgt: 6 ist ungerade® ist eine wahre Aussage.



1. Voraussetzungen aus Mengentheorie und Aussagenlogik

(iv) Die Aquivalenz A < B (,A genau dann wenn B*): A & B ist genau
dann wahr, falls A und B beide wahr sind oder beide falsch sind. Wir erhalten
die folgende Wahrheitstabelle:

B\A|w f
w |w f
folf w

1.3. Einige Regeln

Fiir Aussagen A, B und C' gilt:
(i
(i

(iii

) 7(mA) < A, d.h. =(=A) ist genau dann wahr, wenn A wahr ist.

) ANB< BANAund AV B< BV A.

) (ANB)ANC < AN(BAC)und (AVB)VC < AV (BV(O).

(iv) (AAB)VC & (AVC)AN(BVC)und (AVB)AC < (ANC)V (BAC).
(v) =(AAB) & —Av-Bund -(AVB) < - AA-B. (,Regeln von de Morgan*)

Diese Regeln konnen mit Wahrheitstafeln iiberprift werden.

1.4. Aussagen iiber Mengen mittels Quantoren

Es sei M eine Menge. P(z) sei eine Eigenschaft, die von = abhidnge. Mithilfe
von Quantoren lassen sich neue Aussagen gewinnen:

(i) Der Allqguantor ¥V: Vx € M : P(x)* (,Fur alle x aus M gilt P(z)“):
Die Aussage ist wahr, falls fur jedes Element € M die Eigenschaft P(x)
wahr ist.

(ii) Der Existenzquantor 3: ,3x € M : P(x)“ (,Es existiert ein x € M, fiir
das P(x) wahr ist“): Die Aussage ist wahr, falls es mindestens ein x € M
gibt, fiir das die Eigenschaft P(z) wahr ist.

(iii) Die eindeutige Existenz 3!: 3z € M : P(x)“ (,Es gibt genau ein
x € M, sodass P(z) wahr ist“): Die Aussage ist wahr, falls es genau ein
x € M gibt, sodass P(x) wahr ist.

1.5. Negation vertauscht Quantoren
Es gelten die folgenden Aquivalenzen:

—~(dzeM:P(z)) e Ve e M:-P(z),
~(VxeM: P(x))< dJox e M: -P(x).
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2. Konstruktion in der Mengentheorie

Definition I.2.1 (Teilmenge): Eine Menge M; heifit Teilmenge einer Menge
M, falls alle Elemente aus M; in M, liegen, wir schreiben dafir M; C M.
Das heifit: M; C My :& Vo € M : x € M.

Definition I.2.2 (Konstruktion neuer Mengen): Seien M, M, Mengen.

(i) MyN My :={x |z € M Nx € My} heiBBt Durchschnitt von M; und M.
(ii)) My UMy :={x |z € My Vxe M} heiit Vereinigung von M; und M.

(iii) My \ My :={z |z € My ANz ¢ My} heiit Differenzmenge. Wir schreiben
auch My, — M.

(iv) My x My == {(z,y) | * € My und y € My} heiBt kartesisches Produkt
von M und M,.

(v) Fir k£ € N heifit
M = {(2y,29,...,2) | 71 € My A+~ Aay, € My}

die k-te kartesische Potenz von M;.
(vi) Die Potenzmenge P(M;) von M ist die Menge aller Teilmengen von My,
d.h. P(My) :={M | M C M;}.

Beispiel 1.2.3: Gegeben seien die vier Mengen M; = {1,2}, M, := {1,2,3},
M; := @ und My :={1,7,a,b}. Dann kénnen wir beobachten:
()
(11) MQﬂM4—{1} MlﬂMQ {]_ 2} MQﬂMgZ
(111) MQUM4—{1237CLZ)} M1UM2 {1,2},M2UM3:M2.
(iv) My x My ={(1,1),(1,7),(1,a),(1,b),(2,1),(2,7),(2,a),(2,b)}.
(v) Ma\ My={2,3},
) (MQ) - {{1 3}7{172}7{173}7{273}7{1}7{2}7{3}7®}

Notation 1.2.4: Seien My, M,, M3 Mengen.

(vi

(1) My D My = My C M.
(i) v ¢ M & —(x € M).

(iii) My C My = My C My A My # M. Wir sagen, M sei echt enthalten in
M.



2. Konstruktion in der Mengentheorie

(iv) Falls M; C M,, dann heifit die Differenzmenge M, \ M; auch das Kom-
plement von M; in My und wird auch notiert als Mf oder Cyy, (My).

Bemerkung 1.2.5: Seien M, M;, M; Mengen. Dann gelten:

(i) M C M.

(ii) Es gilt M7 = M5 genau dann, wenn M; C My und My C M.
Beweis: (i) Wir miissen zeigen, dass gilt: Fir alle x € M gilt: € M. Das
ist offensichtlich wahr.

(ii) Die Richtigkeit dieser Aussage folgt aus dem Extensionalitdtsprinzip. O

Proposition 1.2.6: Es seien My, My, M3 Mengen. Dann gelten:

(1) (M;U M) U Ms = M, U(MyUMs), (My N M) N My = M, N (M, Ms).
(11) MlmMQZMgli, M1UM2:M2UM1.

(My U My) N (M U Ms).

Beweis: Wir wollen das Extensionalitédtsprinzip verwenden, um die Aussagen
zu zeigen. Exemplarisch fiir (i): Sei @ € (M; N My) N Ms. Per Definition gelten
die folgenden Aquivalenzen:

xe (MiNMy)NMs<axe (M NM)ANz e M
& (reM Nz e M)Az e M
SrxeM NreMyNx e M (Abschnitt 1 )
S x € My A (x € Myn Ms)
& x e MyN(MyN Ms).

Die anderen Aussagen lassen sich auf die gleiche Weise zeigen, man sagt
yanalog*. O

Proposition 1.2.7: Seien M, M,, My Mengen mit My € M und My, C M.
Dann gilt:
(i) M\ (M \ M) = Cu(Cu(M)) = (M7)® = M,
(i) M\ M=o,
(iii) M\ @ =M,
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(IV) (Ml U MQ)C = Mlc N Mé:,
(V) (Ml N MQ)C = Mlc U Mg
Beweis: (i) Es gelten die Aquivalenzen
reM\(M\M)szeMnAnz¢g M\ M
sSreMAN-(reMANx ¢ M)
sSreMAN@¢gMVee M) (Abschnitt 1 3))
SxeMNzg M)V (xeMAxe M)
SczeMANx e M
S e M (daMlgM)
Wir haben also gezeigt: M \ (M \ M) = M.
(il) Wir haben

reM\MeszeMNz ¢ M.

Dies ist immer falsch, somit ist M \ M = &.

(iii) Unter Verwendung von (ii) kénnen wir schreiben M\ @ = M \ (M \ M),
mit (i) konnen wir jetzt ablesen, dass M\ (M \ M) =M = M \ @.
Aussagen (iv) und (v) sind Ubungsaufgaben auf dem ersten Ubungsblatt.[]

Proposition 1.2.8: Es seien My, My, M3 drei Mengen. Dann gilt:
(i) My € My U M,
(il) My N My C My,
(iii) Ist My C My und My C Ms, dann ist My C Mg,
(iv) My U@ = M,
(v) MiNo =g,
(vi) Es gilt My C My genau dann, wenn My N My = My,
(vii) Es gilt My C My genau dann, wenn My U My = M.
Beweis: Siehe Beispiel in Abschnitt 3 fiir die Beweisstrategie. Auf dem aktuellen

Ubungsblatt finden sich einige der Aussagen, vom Rest sollten Sie sich als eigene
Ubung iiberzeugen. O

3. Niitzliche Beweisverfahren

In diesem Abschnitt seien A, B, M; und M, Mengen.



3. Niutzliche Beweisverfahren

3.1. Nachweis von Teilmengenbeziehungen

Um Teilmengenbeziehungen nachzuweisen, verwenden wir folgende Strategie:
Es gilt A C B genau dann, wenn fiir alle a € A gilt: a € B.

Beispiel: Zeige, dass M N My C M.

Beweis: Sei x € M; N M. Es gilt x € M; N M, genau dann, wenn x € M; und
x € My, insbesondere gilt dann x € M. Also folgt M; N My C M. [

3.2. Gleichheit von Mengen

Um Gleichheit von Mengen nachzuweisen, verwenden wir, dass gilt: A = B
genau dann, wenn A C B und B C A.

Beispiel: Zeige, dass gilt: Wenn M; C M,, dann gilt My N My = M;.

Beweis: Es gelte M, C M.

,,Q“: M1 N M2 Q M1 gllt nach

,2“ Wenn z € M, dann gilt x € M,, da M; C M,, also z € M; und
x € My, per Definition also x € M; N M. Es gilt also My C My N M.

Aus ,C“ und ,,0“ folgt jetzt My N My = M;. O

3.3. Aquivalenz von Aussagen

Seien A und B Aussagen. Um die Aquivalenz von A und B zu zeigen, wollen wir
verwenden, dass gilt: (A < B) gilt genau dann, wenn (A = B) und (B = A).

Beispiel: Zeige, dass gilt: M; C M; genau dann, wenn M; N My = M.

Beweis: ,=“: Wenn M; C M,, dann folgt M; N My = M, aus [Abschnitt 3.2].

,<=" Fir My, My gelte M{NMy; = M, und es sei x € M;. Nach Voraussetzung
gilt + € My N M,, also x € M; und z € M. Insbesondere x € Ms, also
M, C M,. O

Insgesamt haben wir [Proposition I.2.§| (i) und [Proposition 1.2.8| (vi) bewiesen.

3.4. Widerspruchsbeweis

Wir wollen verwenden, dass gilt: (A = B) genau dann, wenn (=B = —A).
Beispiele dazu werden Sie in den Prasenziibungen kennen lernen.
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3.5. Beweis durch vollstandige Induktion

Seien A(n) eine Aussage, die von n € IN abhéngt, S := {n € IN | A(n) ist wahr}
und sp € S. Falls weiterhin gilt ;Wenn n € S, dann ist n +1 € S, dann ist
A(n) wahr fur alle n > s.

Beispiel: Fiir n € N sei T'(n) :=1+ 2+ -+ + n. Zeige: T'(n) = sn(n + 1) fir
alle n € IN.

Beweis: Sei S={neN|T(n)=3in(n+1)}. DaT(l)=1=11-2gilt1€S.
Sei nun weiterhin n ein Element von S, d.h. T'(n) = 5n(n + 1). Wir wollen
zeigen, dass dann auch n+1 € S, d.h. T(n+1) = £(n + 1)(n + 2). Es ist

N[

Tn+1)=1424+---4+n+n+1)=Tn)+(n+1)

n(n+1
2(2)+(n+1) (n€S)
~n(n+1)+2(n+1)
B 2
_ (n+1)(n+2)
= 5 _
Die Aussage gilt also fur alle n > 1 in IN. 0
4. Abbildungen
In diesem Abschnitt seien W, X, Y, Z Mengen.
Notation: Ist M = {ay,...,a,} eine Menge, die aus n Elementen besteht, so

heiit n die Anzahl der Elemente von M und wird mit #M oder | M| bezeichnet.

Definition I.4.1: (i) Eine Abbildung oder Funktion f: X — Y ordnet jedem
x € X genau ein y € Y zu. Wir schreiben dafiir

f: X —Y, r—y = f(z).

X heiflt Definitionsbereich, Y heif3t Wertebereich.
(ii) Abb(X,Y) bezeichnet die Menge aller Abbildungen von X nach Y, d.h.

AbB(X,Y) := {f | f: X — Y Abbildung}.

10



4. Abbildungen

Bemerkung 1.4.2: (i) Genauer definiert man Abbildungen mengentheore-
tisch wie folgt: Eine Abbildung f: X — Y ist gegeben durch eine Teilmenge
'y von X x Y mit folgender Eigenschaft: Vo € X3ly € YV : (z,y) € I'y.
Wir schreiben x — f(z) = y genau dann, wenn (z,y) € I'y. I'y heifit auch
(mengentheoretischer) Graph von f.

(ii) Zwei Abbildungen f: X — Y und g: X — Y sind gleich genau dann,
wenn fiir alle z € X gilt, dass f(z) = g(z).

(ili) Abb(@,Y) enthélt genau ein Element, dessen Graph I'y = @ ist. @ wird
hier als Teilmenge von @ X Y = & aufgefasst.

Beispiel 1.4.3: (i) Fir X; :={—1,0,1} und Y; := {0, 1} betrachte die beiden
Abbildungen

fi: X1 — Y, T — 2 — 1, g1: X1 — Y, xz+—0.

Dann gilt f; = ¢;.

(ii) Fir Xo := R und Y; := REOEI ist fo: Xy — Ys,  — 22 ein Beispiel fiir
eine Abbildung.

(iii) Fir X3 = Rsp und Y3 := R ist f3: X35 — Y5,  +— /x eine Abbildung.

(iv) Betrachte die beiden Mengen X, := {s | s ist Student in diesem Hoérsaal},
Y, := {t | t ist Datum eines Tages im Jahr}.

fa: Xy — Yy, s — (Geburtsdatum von s)
ist eine Abbildung zwischen X, und Yj.
Definition I.4.4 (Identitdt): Fiir eine beliebige Menge M heifit die Abbildung
idy: M — M, T
die Identitdt auf M.

Definition I.4.5 (Urbild und Bild): Sei f: X — Y eine Abbildung.

(i) Fir B CY heifit f~Y(B) :={x € X | f(x) € B} das Urbild von B unter
f.
(ii) Fir A C X heifit f(A) :={f(z) | x € A} das Bild von A unter f.

Beispiel 1.4.6: Fiir die Abbildungen aus [Proposition 1.4.3| gilt

'Esist R :={zr € R |z >0}

11
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(1) Es sind ffl({o}) - {_1707 1}7 ffl({l}) = g, ffl({07 1}) - {_17071}7
fi'(@) =2 und fi({1}) = {0} = £i({0}) = L({-1}).
i) 'y eR|y>1})={r€R|x < —1oder z > 1}.
(111) f3(RZO) — ]RZ[).

Definition 1.4.7 (Verkettung und Einschrinkung): Es sei A C X eine Teil-
menge.

(i) Fir Abbildungen f: X — Y und ¢g: Y — Z definieren wir die Abbildung

(gof): X — 2,z (gof)(x):=g(f(2))
g o f heifit Verkettung, oder auch Komposition von f und g.

(ii)) Ist f: X — Y eine Abbildung, dann definieren wir die Abbildung
fla: A =Y gegeben durch z +— f(x). Diese heifit Einschrinkung von f
auf A.

Bemerkung 1.4.8 (Kategorielle Eigenschaft): (i) Verkettung ist assoziativ,
das heifit fiir Abbildungen f: W — X, ¢g: X - Y und h: Y — Z gilt:

ho(gof)=(hog)of.
Wir notieren deshalb ab jetzt auch hogo f fir ho(go f) = (hog)o f.
(ii) Die Identitat ,tut“ beim Verketten nichts, d.h. fir eine Abbildung
f: X =Ygt idyof = f= foidy.

Beweis: Wir wollen die Gleichheit der beiden Abbildungen zeigen, indem wir
nachweisen, dass beide Abbildungen dieselbe Wirkung auf allen Elementen des
Definitionsbereichs haben.

(i) Fur jedes w € W gilt:
(ho(go f))(w)=h((go f)(w)) =hg(f(w)))
= (hog)(f(w)) = ((hog)o [)(w),

also ho(go f)=(hog)o f.
(ii) Fir alle x € X gilt (idy of)(z) = idy(f(z)) = f(x), also idy of = f.
Analog erhalt man, dass f = foidy. O

Beispiel 1.4.9: Die Verkniipfung der beiden Abbildungen fs, f3 aus
ist (fso fa) = Va? = ||,

12



4. Abbildungen

Definition 1.4.10 (Injektiv, Surjektiv, Bijektiv): Eine Abbildung f: X — Y
heif3t
(i) injektiv, wenn gilt: Fir alle z1,29 € X mit f(x;) = f(x2) ist schon
r1 = x3. Das ist genau dann der Fall, wenn gilt: Fiir alle y € Y ist
#f({y}) < L.
(i) surjektiv, wenn gilt: Fir alle y € Y gibt es € X, sodass f(z) = y. Das
ist genau dann der Fall, wenn gilt: Fiir alle y € Y ist #f~'({y}) > 1.
(iii) bijektiv, wenn gilt: Fir alle y € Y gibt es genau ein z € X, sodass
f(z) = y. Das ist genau dann der Fall, wenn gilt: Fiir alle y € Y ist
#f({y}) = 1.

f ist bijektiv genau dann, wenn f injektiv und surjektiv ist.

Definition 1.4.11 (Umkehrabbildung): Ist f: X — Y eine Abbildung, so heifit
g: Y — X Umkehrabbildung von f, falls gelten:

(i) Fir alle z € X gilt g(f(z)) =z, d.h. go f =idx,

(ii) Fur alley € Y gilt f(g(y)) =y, d.h. fog=idy.
Proposition 1.4.12 (Eigenschaften bijektiver Abbildungen): Sei f: X — Y
eine Abbildung.

(i) f hat eine Umkehrabbildung genau dann, wenn f bijektiv ist.

(ii) Falls f eine Umkehrabbildung hat, so ist diese eindeutig durch f bestimmt
und ebenfalls bijektiv. Wir notieren die Umkehrabbildung dann mit f~1.

(iii) Sind f: X =Y, g: Y — Z bijektive Abbildungen, dann ist auch go f
bijektiv und es gilt (go f)™t = flog™t

Beweis: (i) Siehe Ubungsblatt 2.

(ii) Wir wollen die Aussage in mehreren Schritten zeigen.

Findeutigkeit der Umkehrabbildung: Seien ¢g1: Y — X und ¢go: Y — X zwei
Umkehrabbildungen von f,d.h. gyo f =idx = gs0 f und fo g, = idy = fogs.
Dann gilt fiir alle y € Y

91(y) = (gr0idy)(y) = (g10(fog2))(y) = ((g10f)0g2)(y) = (idx 0g2)(y) = ga(¥).

Hierbei haben wir zunéchst [Proposition 1.4.8(ii), dann die Definition der Um-
kehrabbildung, dann [Proposition 1.4.8(i), erneut die Definition der Umkehrab-
bildung und schlieBlich [Proposition 1.4.8(ii) verwendet. Insgesamt folgt g; = go.

Bijektivitdt der Umkehrabbildung: Sei g die Umkehrabbildung von f, d.h. es
gelten go f =idx und f o g =idy. f ist also die Umkehrabbildung von g und
nach (i) ist g bijektiv.

13
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(iii) Sind f: X — Y und ¢g: Y — Z bijektive Abbildungen und f~': Y — X
und g7': Z — Y die nach (i) existierenden, bijektiven Umkehrabbildungen, die
nach (ii) sogar eindeutig sind. Dann gilt:

(goflo(ftogl)=gofoflogl=goidyog =gog ' =idy,

genauso (flog o (go f)=1idy, d.h. f~' o g™! ist eine Umkehrabbildung
von g o f. Aussage (i) garantiert die Bijektivitat von g o f und (ii) gibt, dass
(gof)t=f"log™" O

Notation 1.4.13: Hat f: X — Y die Umkehrabbildung f~': ¥ — X, dann
sagt man auch, f und f~! sind invers zueinander und f~! heiit auch inverse

Abbildung zu f.

Bemerkung 1.4.14: Sei f: X — Y eine Abbildung und b € Y. Ist f bijektiv,
dann hat f~! zwei Bedeutungen:

(i) f71({b}) ist das Urbild von {b}.
(i) f~'(b) ist das Bild von b unter der Umkehrabbildung f~'. In diesem Fall
gilt dann aber f~*({b}) = {f~1(b)}.

Beispiel 1.4.15 (X* vs. Abb({1,...,k}, X)): Essei k € N. Die k-te kartesi-
sche Potenz X* = X x .-+ x X kann auf folgende Weise mit Abb({1, ..., k}, X)
identifiziert werden:

(D Definiere die Abbildung
F: XF — Abb({1,...,k}, X), (ar,...,a1) — (f: {1,... k} = X i+ a;).
@) Definiere die Abbildung

G: Abb({1,...,k}, X) — XF =X x---x X, fr—=(f(1),..., f(k)).

G ist die Umkehrabbildung zu F', nach [Proposition [.4.12]sind damit F' und
G bijektiv.

Definition 1.4.16: Definiere wegen [Proposition 1.4.15} X° := Abb(@, X). Also
besteht nach [Proposition 1.4.2] X° aus einem Punkt.

Definition 1.4.17: Perm(X) := {f: X — X | f ist bijektiv}.

Falls X = {ay,...,a,} eine Menge mit n Elementen ist, dann ist n! die
Anzahl der Elemente von Perm(X).

14
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5. Relationen

Sei M in diesem Abschnitt stets eine Menge.

Definition I.5.1 (Relation): Eine (zweistellige) Relation auf M ist eine Teil-
menge R C M x M = M?. Statt (z,y) € R schreibt man auch xRy oder

T ~RY.
Beispiel 1.5.2: (i) Ry := {(z,y) € M x M | x = y} heiit die Gleichheitsre-
lation auf M. Es gilt also xRy genau dann, wenn = = y.

(ii) Beispiele fiir Relationen auf M = R:

Ry ={(z,y) e RxR |z <y}, Ry:={(x,y) e RxR|z<y},
Ry ={(z,y) e RxR|z >y}, Rs:={(xr,y) eRxR|xz>y},
Re :={(z,y) e Rx R |z #y}.
Definition I.5.3 (Eigenschaften von Relationen): Es sei R C M x M eine Re-
lation. Dann heifit R
(i) reflexiv, falls fir alle x € M gilt: xRz,
(ii) symmetrisch, falls fur alle x,y € M gilt: Wenn xRy, dann yRx,

(iii) antisymmetrisch, falls fir alle z,y € M gilt: Wenn xRy und yRz, dann
T =Y,
(iv) transitiv, falls fur alle x,y, z € M gilt: Wenn xRy und yRz, dann zRz.

Beispiel 1.5.4: Fiir die Relationen in [Proposition [.5.2] gilt:

Rl (n:“) R2 (77§“) R3 (7><“) RG (777&“)
reflexiv v v — —
symmetrisch v — — v
antisymmetrisch v v v -
transitiv v v v -

Definition 1.5.5 (Aquivalenz— und Ordnungsrelation): Eine Relation R auf M
heiflt

(i) Aquivalenzrelation, falls R reflexiv, symmetrisch und transitiv ist,

(ii) (partielle) Ordnungsrelation, falls R reflexiv, antisymmetrisch und transi-
tiv ist.

15
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Beispiel 1.5.6: In [Proposition 1.5.2ist R; eine Aquivalenzrelation und Ry, R,
sowie R, sind Ordnungsrelationen.

Beispiel 1.5.7 (Kongruenzrelation): Seien M := Z und n € IN gegeben. Defi-
niere die Relation

R:={(a,b) € Z x Z | a — b ist durch n teilbar}.

Wir schreiben fiir aRb auch a = b (mod n) oder auch a =, b. Zum Beispiel
sind 2 =5 12, 2 =3 5 oder 2 =, —2.

Bemerkung 1.5.8: ,=,,“ ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis: (D Reflexivitat: Fir alle a € Z gilt n | a —a =0, also a =, a.

@ Symmetrie: Seien a,b € Z, dann gilt a =, b genau dann, wenn n | a — b.
Wegen a — b = —(b — a) gilt in diesem Fall auch b =, a.

@ Transitivitdt: Seien a, b, ¢ € 7., dann gilt: Wenn a =, b und b =, ¢, dann
gibt es k,l € Z, sodassa—b=Fk-nund b —c=1-n, also

a—c=(a—-b+0b—c)=k-n+l-n=(k+1n,

und damit a =, c. O

Bemerkung 1.5.9: Fiir n € N erhilt man eine Zerlegung von Z in n Mengen
My ={a€Z|a=,1}, My:={acZ|a=,2},..., My={a€Z|a=,0}.
Dies sind genau die Restklassen modulo n.

Beispiel 1.5.10: Fiir n = 2 sind die beiden Mengen M; und M, aus
die Menge der ungeraden bzw. der geraden Zahlen.

Definition I.5.11: Sei ,~*“ eine Aquivalenzrelation auf M. Dann heift fiir ein
Element x von M die Teilmenge

[glo i ={yeM|z~y} C M
die Aquivalenzklasse von x beziiglich ,,~*.
Beispiel 1.5.12: Seien M =7, ,~“ = ,=,“, und z = 1. Dann ist

M. ={yeZ|l=,y}={1+kn|keZ)
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Satz 1 (Zerlegung in Aquivalenzklassen): Sei ,~ “ cine Aquivalenzrelation auf
M. Dann gilt:

(i) Alle Aquivalenzklassen sind nicht leer, d. h. fir alle x € M gilt [z]. # @.
(ii) Stehen x und y in Relation, dann gilt [x]. = [y]~.
(iii) M ist die Vereinigung aller Aquivalenzklassen, d. h. jedes Element x € M
ist in einer Aquivalenzklasse enthalten.

(iv) Je zwei verschiedene Aquivalenzklassen sind disjunkt, d. h. fiir alle x,y in
M gilt: [z]~ = [y]~ oder [z]~ N [y]~ = @.
Beweis: (i) Firallex € M gilt x ~ z, da ,~" reflexiv ist. Damit ist = € [z]~,
also [x]. # @.

(ii) Fur jedes 2 in [z]. gilt  ~ 2. Per Symmetrie von ,~* ist dann auch
' ~x. Aus 2’ ~ x und = ~ y (per Voraussetzung) folgt wegen der Transitivitét
von ,~* dass 2’ ~ y. Wiederrum wegen Symmetrie gilt dann auch y ~ z’. Das
heifit es gilt 2’ € [y]. und damit [z]. C [y]~. Analog erhilt man [y]. C [z].,
weshalb insgesamt [x]. = [y]~.

(iii) Dies folgt wiederum aus x € [z]~.

(iv) Seien x,y € M mit [z].N[y]. # & und sei z € [x]. N [y]~. Aus (ii) folgt
[x]~ = [z]~ und [z]. = [y]~, weshalb [z]. = [y]~. O

Definition 1.5.13: (i) Fiir eine Aquivalenzrelation ,,~* auf M bezeichnen wir
mit M. = {[z]. | ¥ € M} die Menge der Aquivalenzklassen von M
beziiglich ,,~*.

(ii) Die Abbildung 7: M — M., x — [x]. heiBt kanonische Projektion

Definition 1.5.14: Sei [ eine Menge. Fiir jedes ¢ € I sei eine Menge M; gegeben.
Dann definieren wir:

(M ={z|Viel:zeM}, |JM;:={x|3IFiel: zeM}

iel iel
Definition I1.5.15: Eine Teilmenge P C B(M) heiBBt Partition, falls gelten:
(i) @ ¢ P,

(i) Usep A= M,
(iii) Fir alle A, B € P gilt: Ist A # B, dann ist AN B = &.
Bei (ii) ist / = P und M; = 1.

Korollar 1.5.16 (aus [Satz 1): Ist M cine Menge und ,~“ eine Aquivalenzrela-
tion auf M, M. die Menge der Aquivalenzklassen, dann ist M. eine Partition.

Bemerkung: Eine Umkehrung dieser Aussage zeigen Sie auf Ubungsblatt 3.
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6. Nachtrag und Ausblick

Fiir eine formale Einfiihrung zur Mengenlehre sieche zum Beispiel die Lehrbiicher
von Deiser und Ebbinghaus.

Die Mengentheorie baut auf Axiomen auf, d. h. es werden Regeln definiert,
die fiir Mengen gelten sollen. Es gibt unterschiedliche Axiomensysteme, wir ver-
wenden das ZFC-AxiomensystemP} Zu den ZFC-Axiomen gehoren zum Beispiel
das Fxtensionalitits-Axiom, das Aussonderungsazxiom, das Leermengenaziom,
das die Existenz der leeren Menge sichert, und das Auswahlaziom. Uberraschen-
der Weise folgt das Auswahlaxiom nicht aus den restlichen Axiomen. Es ist
spannend, sich klar zu machen, fiir welche Aussagen man das Auswahlaxiom
braucht.

Nette Literatur in diesem Kontext ist ,Logicomix: eine epische Suche nach
Wahrheit“.

2Das ,,Z“ steht fiir den deutschen Mathematiker Ernst Zermelo (1871-1953), ,F“ steht fiir
den deutsch-israelischen Mathematiker Adolf Abraham Haleri Fraenkel (1891-1965) und
,C“ steht fiir choice — das Auswahlaxiom.
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Kapitel 11.

Vektorraume und lineare
Gleichungssysteme

Aus typographischen Griinden verwenden wir im Mitschrieb die Schreibweise

X1

(z1,...,2,)" =

Tn

fiir Spaltenvektoren (meistens im Fliefitext). Diese Schreibweise ist sinnvoll,
was sich spater herausstellen wird. Ab jetzt wollen wir schreiben

R" := {(z1,...,2,)" | 21,..., 2, € R"}.

1. Motivation

Beispiel I1.1.1: Betrachte das folgende lineare Gleichungssystem
211 + 629 + 43 = 8,
Ty — 213 = 6,
x1 + 4y = 10. (I1.1)

Gesucht ist die Losungsmenge I := {z = (x1, 72, 23)" € R? | x erfiillt [GL (TL1)]}.
Wichtige Fragen sind:

(1) Hat|GL (IL.1) eine Losung?
(2) Wenn |Gl. (II.1)| eine Losung hat, wie viele gibt es? 1,2,3? Unendlich

viele?

(3) Wenn es unendlich viele Losungen gibt, wie konnen diese angegeben
werden? Welche Struktur hat I.7? Wie ,, gro8* ist L7
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(4) Gibt es ein allgemeines Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme
zur Bestimmung von L7

Idee I1.1.2: (1) Matriz-Schreibweise: Das lineare Gleichungssystem
ist durch folgende Daten bestimmt:

2 6 4 8
A=lo1 2|, b=| 6 |,
14 0 10

wir schreiben auch als erweiterte (Koeffizienten-)Matrix (A | b).

(2) Reduktion auf homogenes lineares Gleichungssystem: Ist o' = (a), x, x5)"
eine Losung von [GL. (I1.1)| dann gilt fir jede weitere Losung = = (21, x9, x3)
von |GL. (T1.1)

2(2) —x1)+6(ry—xo) +4(2—x3) = 20| +6x5+4wy— (221 +629+413) = 8—8 =0,
analog fiir die anderen beiden Gleichungen in |Gl. (II.1)| also folgt fiir den
Vektor y := (z1 — 2}, xg — o, 23 — 2%)", dass y eine Losung von
2x1 + 629 + 423 =0,
Ty — 21’3 = 0,

ist. Es gilt also fur jede Losung x von x = 2/ +y, wobei y eine Losung

von ist. Wir bezeichnen als das homogene Gleichungssystem
zu |Gl (IL.1)| Es ist also sinnvoll, zunichst die Losungsmenge von homogenen

linearen Gleichungssystemen zu studieren.

(3) Struktur der Losungsmenge von homogenen linearen Gleichungssystemen:

Betrachte zwei Losungen x = (x1, xq, x3)" und y = (y1,y2,y3)" von |Gl (I1.2)]
Dann gilt fiir ihre Summe v = (vy, v9,v3)" = (21 + Y1, T2 + Y2, 3 + y3)" und fiir
jedes Vielfache w = (wy, wa, w3)" = (Az1, Ax2, Ax3)’ mit A € R:

2u1 + 6vy + 4vs = 2(11 + Y1) + 6(22 + y2) + 4(23 + Y3)
:2x1+6x2+4x3+2y1+6y2+4y3 =04+0=0

und
2101 + 6?1)2 + 4w3 = 2()\ZE1) + 6(/\1]2) + 4()\1’3) = )\(21’1 + 6132 + 41’3) =)0 = 0;

analog fir die anderen beiden Gleichungen aus |Gl. (I1.2)] also sind v und w
ebenfalls Losungen von |Gl. (I1.2)| Es gilt also fir die Losungemenge 1L, von

GL (IL.2)}

v,y €y =x+y € Ly, AeR,zel, = A r el
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2. Vektorraume

In diesem Abschnitt wollen wir den R™ verallgemeinern zu beliebigen Vektor-
raumen. Die Struktur des R"™ wird bestimmt durch die Vektoraddition, die
Skalarmultiplikation und den Rechenregeln, die fiir diese gelten.

Erinnerung I1.2.1: Seien x = (z1,...,2,),y = (y1,...,¥,)" € R und X € R.
Dann sind

4y =T+ Yy, Ta+ Y, A= Az, ..., Ax,)t
Rechenregeln im R” sind zum Beispiel: Fiir alle z,y € R™ gelten:
(i) z+y=y+uz, (Kommutativitat von ,,+)
(i) (z+y)+z=2+ (y+2). (Assoziativitiat von ,+%)

Definition I1.2.2 (R-Vektorraum): Ein R-Vektorraum ist eine Menge V' zu-
sammen mit einem ausgezeichneten Element 0 = 0y und zwei Abbildungen
(genannt Verkniipfungen)

+:VxV —=V, (v,w) — +(v,w) = v+ w,

SRV —V, (A v) — -(Aw) =: Ao,

die folgende Regeln (,Vektorraumaxiome*) erfiillen: Fiir die Vektoraddition gilt

Al) Furallez,y,z€ Vist (v +y)+z=a+ (y+2), (,Assoziativgesetz*)

A3) 0 ist ein Nullvektor, d.h. firallez € Vist t+0=2 =0+ =z,

(A1)
(A2) Fir alle z,y e Vist t +y =y + x, (,Kommutativgesetz*)
(A3)
(A4)

Fir alle x € V gibt es genau ein y € V', sodass x +y =0 =y + .
Fir das eindeutige Element y schreibt man auch —z und nennt es
Inverses von x.

Zusatzlich gilt fir die Skalarmultiplikation:

(M1) Fir alle z € V ist 1z = x, (,Einsgesetz")
(M2) Fiir alle A\j, A2 € Rund x € Vist (A1 + Ao)z = Mz + Ao,

(M3) Fir alle A € R, x,y € Vist A(z +y) = Az + Ay,

(M4) Fir alle Aj, Ao € R, z € Vist A\j(Aex) = (M A2)x.

Die Gesetze (VAy) — (VAy) werden Distributivgesetze genannt. Wir schreiben
den R-Vektorraum V' auch als 4-Tupel (V,+, -, 0y ).
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Beispiel 11.2.3: (i) R™ mit 0 = (0,...,0)" und skalarer Multiplikation wie
in |Proposition [1.2.1]ist ein R-Vektorraum.

(i) Ist M eine Menge, so ist V := RM := Abb(M, R) ein R-Vektorraum mit
den Verkniipfungen

+: VXV —V, (fi.fo)— fi+ fai=yg
wobei gilt: Fur alle m € M ist g(m) = fi(m) + fa(m); und
T RxV —V, (A f)—h

wobei gilt: Fiir alle m € M ist h(m) = Af(m); und 0y = f, wobei gilt: Fiir alle
m € M ist f(m) = 0.

Bemerkung: Fir M = {1,...,n} liefert (ii) in [Proposition II1.2.3| genau den
R™ aus (i).

(iii) Ist M eine Menge und W ein R-Vektorraum, so ist V := Abb(M, W)
mit 0 := f: M — W, m — Oy und den Verkniipfungen wie in (ii) ein
R-Vektorraum.

Beweis: Die Vektorraumaxiome aus [Proposition 11.2.2| gelten jeweils, weil die
entsprechende Regel in R bzw. fur (iii) in W gilt.

Wir zeigen exemplarisch das Nullgesetz fur (iii), d. h. fir alle f € Abb(M, W)
soll f+0 = f =0+ f. Diese Gleichheit von Abbildungen zeigt man wie in
[Proposition [.4.2] Es gilt

(f +0)(m) = f(m) +0(m) = f(m) + Ov = f(m),

d.h. f + 0y = f. Analog erhalt man Oy + f = f, also ist die Regel (VAj)
erfiillt.

Die restlichen Beweis gehen auf die gleiche Weise und bleiben als Ubung
iiberlassen. O

Proposition I1.2.4: Ist (V,+,-,0y) ein R-Vektorraum, dann gilt:

(i) Fir alle v,w € V' gibt es genau ein x € V, sodass v + x = w. Wir
definieren w — v := x. Das heifit 0 ist das einzige Element, das (VA3)
erfullt.

(i) Fir alle v,w €V gilt: w —v =w + (—v).

(iii) Fir alle \ € R undv € V gilt \0 = 0 = Ov. Ferner ist —0 = 0 und fir
alleveVist 0 —v = —v.
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(iv) Fir alle A € R und v € V gilt A\(—v) = (=\)v. Insbesondere gilt:
—v=(=1)v.

(v) Fir alle A € R und v,w € V gilt N(v — w) = \v — Aw,
(vi) Fir alle \i, Ao € R, v € V gilt (A — Xa)v = Ao — Agu.

Beweis: Als Ubungsaufgabe. U

Sei ab jetzt in diesem Abschnitt (V) +, -, 0y ) stets ein R-Vektorraum.

Definition I1.2.5 (Untervektorraum): Eine Teilmenge U von V heiit Unter-
vektorraum von V| wenn gelten:

(1) 0y e U,
(ii) Fur alle z,y € U gilt x +y € U,
(iii) Fir alle A € Rund z € U gilt Az € U.

Proposition I1.2.6: Ist U ein Untervektorraum von (V,+,-,0y), dann gilt ins-
besondere: U ist mit den gleichen Verknipfungen wie V und mit Oy ein R-
Vektorraum.

Beweis: Die Axiome VA, VAy, VA3, SM;, SMy, SA3 und SA4 gelten in U, da
sie fiir alle Vektoren in V' gelten. Zu VA4: Fiir alle x € U gibt es genau ein
yeUmitez+y=0=y+x DaV ein R-Vektorraum ist, gibt es in V ein
eindeutiges Element —x, das das Gewiinschte leistet. Nach |Proposition 11.2.4]
ist —x = (—1)x, d.h. —x € U. Somit gilt auch VAy. O

Proposition I1.2.7: Sei I eine Menge, [ # &. Fir jedes v € I sei ein Unter-
vektorraum U; von V' gegeben. Dann ist

i€l

ebenfalls ein Untervektorraum von V.

Beweis: (i) Fir alle ¢ € I ist U; ein Untervektorraum von V', d.h. fiir alle
1 € I gilt Oy € U;; also Oy € Nier Ui

(ii) Seien z,y € W = N;c; Ui, d.h. fir alle i € I gilt z,y € U;. Da die U;
Untervektorraume sind, gilt fiir allez € [, dass x +y € U;, alsox +y € W.

(iii) Zeige analog zu (ii), dass fiir alle A € R und alle z € W = N;¢; U; gilt,
dass A\x € W. O
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Proposition I1.2.8 (Summe von Vektorrdumen): Seien Uy, Uy Untervektor-
raume von V und

U +U; = {ﬁ—{—y | T € Ul,ye UQ}
Dann ist Uy + Uy C V' ein Untervektorraum.
Beweis: (i) Esist Oy = 0y + 0y € U; + Us,

(ii) Seien u,w € U;+Usy. Wegen der Definition von Uy +U, gibt es x1, 29 € U;
und yq,y2 € Uy, sodass u = x; + y; und w = x9 + yo. Jetzt ist

u+w= (1 +y1) + (22 +y2) = (21 +22) + (Y1 + 12),

und da Uy, Us Untervektorraume von V' sind, gelten x1 + x5 € Uy, y1 + y2 € Us,
also u+w € Uy + Us.

(iii) Analog zu (ii). O
Definition I1.2.9 (Summe von Untervektorrdumen): Seien n € IN eine nattr-
liche Zahl und Uy, ..., U, Untervektorraume von V. Dann heift

U+ +U,={x1+-+ax, |21 €Uy,...,x, € Uy}

die Summe von Uy, ..., U,.

Aus[Proposition IT.2.8|folgt, dass U; +- - - +U,, wiederum ein Untervektorraum
von V ist.

3. Matrizen
Notation: Seien a,b € Z mit a < b. Dann schreiben wir
b
2 f@) = fla) + fla+ 1)+ + f(b).
Fiir a > b setzen wir Y°_ f(i) := 0. Ferner schreiben wir
b
[ /() = f(a)- fa+ 1) (b

und fiir a > b setzen wir [[2_, f(i) := 1.
In diesem Abschnitt seien p, g, m,n € IN.
Beispiel: Die folgenden , Dinge“ sind Matrizen:

1 2
]_ 2 3 2%3 O _37 75 2%2 3x2
( )E]R , (1701 2779>€R , 7 42 | € R°".
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Definition I1.3.1 (Matrix):

(i) Eine reelle p x g-Matriz ist eine Abbildung
A:{1,2,...,p} x{1,2,...,q} — R.

Dabei heifit p die Anzahl der Zeilen und q die Anzahl der Spalten von A
und man schreibt a; ; := A((4, j)) und notiert die Matrix suggestiv als

11 AdAir2 -+ Qigq

G271 A22 -+ Q24
A=

ap1 Qp2 -+ Qpg

A heilt quadratisch, wenn p = q ist.
(ii) Die Menge

RP*1:= {A | A ist reelle p x ¢-Matrix} = Abb({1,...,p}x{1,...,¢},R)

heifit die Menge der reellen p x g-Matrizen. Alternative Notationen sind
Mat(p x ¢, R), Mat(p, q)

(iii) Wir schreiben R? := RP*!.

Bemerkung I1.3.2: In|Proposition [I.3.1]kann auch p = 0 oder ¢ = 0 zugelassen
werden, wir bleiben aber meist bei p,q € IN.

Beispiel I11.3.3: (i) Sei A die Matrix in RP*? mit a,; ; = A((7,7)) = 0. Diese
Matrix heifit Nullmatriz und wird mit 0 = 0,4, notiert.

(ii) Sei A die quadratische Matrix im RP*P mit

o 1, 1=y,
aij = A((i, 7)) == dij = {

0, sonst.

d;,; heiBft das Kronecker-Symbol. A heiBt Eins-Matriz oder auch Einheitsmatriz
und wird auch mit I, oder E, oder 1, notiert. (,,/“ kommt von Identity).

Definition I1.3.4: Fir A, B € RP*? und A € R definieren wir

(i) A+ B:=Cmit C((4,5)) = A((4,5)) + B((i, 7)),
(i) M == D mit D((4,5)) = A\A((i, j)).
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Um die Lesbarkeit zu verbessern schreiben wir im Folgenden A(3, j) := A((4, 5)).

Bemerkung I1.3.5: Die Verkniipfungen auf R?*? aus |Proposition 11.3.4{ sind
die gleichen wie in [Proposition II1.2.3| Insbesondere wird damit RP*? zum
R-Vektorraum. Der 0-Vektor in diesem Vektorraum ist die Nullmatrix.

Definition I1.3.6 (Matrizenmultiplikation): Seien A € RP*? und B € R™™.
Wir definieren die Matrix A - B € RP*™ als die Matrix C' mit den Eintragen

Beispiel 11.3.7: Es ist
10
12 3\ 10 |2 1-2+6 0+0+3 Y\ 5 3
-3 -2 -1 5 1 -\ -3+2—-2 0+0—-1) \ =3 —-1)°

Definition I1.3.8: Fiir A € R™*" heifit die Matrix B € R™*™, definiert durch
B(i,j) = A(y,4) fur alle (4, j) € {1,...,n}x{1,...,m} die transponierte Matrix
oder die Transponierte zu A. Wir schreiben fiir B auch A!. Gebrauchlich ist
auch AT,

Beispiel 11.3.9:

1 4
A:(i g 2) A=|2 5],
3 6
Proposition I1.3.10: Es gelten (erginzend zu denen aus|Proposition 11.3.5) fol-

gende Rechenregeln fiir Matrizen (deren Zeilen— und Spaltenzahlen so beschaffen
sind, dass die nachfolgenden Ausdriicke wohldefiniert sind)

(i) A-(B-C)=(A-B)-C, (Assoziativitdt von -)
(i) A-(B+C)=A-B+A-C, (Distributivititsgesetz 1)
(ii) (A+B)-C=A-C+B-C, (Distributivititsgesetz 11)
(iv) Firallere Rist A-(r-B)=(r-A)-B=r-(AB),

(v) (A+B)=A"+B" (A-B)' = B'- A" und (A")! = A.
(vi) Fir die Finheitsmatriz I, € RP*? gilt I,,- A=A und B -1, =B

Achtung: Beim Produkt wird durch Transponieren die Reihenfolge vertauscht.
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4. Invertierbare Matrizen

Beispiel 11.3.11: Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ; auch nicht fiir
quadratische Matrizen! Fir A= (1 1),B=(1}) € R**? sind

3 1 0 3
e (30) mae(02).

Beweis (von [Proposition II1.3.10): Wir zeigen exemplarisch (i). Dazu seien
AeRP B e R C e R™™und (a,b) € {1,...,p} x{1,...,n}. Dann ist

M=

(A-(B-0))(a,b) = Aa,x) - (B-C)(z,b)

8
Il
—_

m

Il
M@

Al 2)- (3 B)Cw.b)

8
Il
—_

y=1

Ala, z) B(x, y)C(y, b)

I
M»c:
NE

8
Il
—_

i
—_

-
M=

(A(a,2)B(x,9))C(y, )

<
Il
—
8
Il
—

-

(A~ B)(a,y)C(y,b) = ((A- B) - C)(a,b),

<
Il
—_

dh. A-(B-C)=(A-B)-C. 0

4. Invertierbare Matrizen

In diesem Abschnitt seien p, ¢, n, m stets natiirliche Zahlen.
Definition I1.4.1 (Invertierbare Matrizen):

(i) Eine quadratische Matrix A € R™*™ heifit invertierbar oder reguldr, falls
es Be R"" gibt mit A-B=1,=B-A.

(ii) Wir schreiben fiir die Menge der invertierbaren n x n-Matrizen
GL,(R) :={A € R"™" | A ist invertierbar}.
,G1¢ steht fir General linear group.

Definition I1.4.2 (Inverse Matrix): Sei A € R™*" eine reguliare Matrix. Die
Matrix B aus |Proposition [1.4.1}ist eindeutig, d. h. es gibt genau eine Matrix
BeR" mit A- B =1, = B-A. Wir nennen B die inverse Matriz oder die
Inverse von A und schreiben dafiir auch A~
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Kapitel II. Vektorrdume und lineare Gleichungssysteme

Beweis: Seien B,B' ¢ R"*" mit A-B=B-A=1,=A-B' =B -A. Dann
folgt
B=B-1,=B-A-B=1,-B=P. O

Beispiel 11.4.3 (Spezielle invertierbare Matrizen): Seien «, 3, aq,...,a, und
bi,....b, € R.

(i) Ist A= (}¢), dann ist B = (§ *) die Inverse von A:

vo=(o 1) (0 )= 00) =0 ) (o)

A ist also invertierbar mit Inverser B = A~!. Wie wirkt die Multiplikation mit
A auf Matrizen?

1l o (@ oax - oar ) ap +aby ay+aby - a,+ ab,
0 1 by by --- b, | by by by, ’

d. h. Multiplikation mit A von links bewirkt Addition des a-fachen der zweiten
Zeile zur ersten Zeile.

a; b a; «ap + by
as b2 1 « Ao Q9 -+ b2
a, b, a, oa,+ b,

d. h. Multiplikation mit A von rechts bewirkt Addition des a-fachen der ersten
Spalte zur zweiten Spalte.

(i) Ist V =(9}),dannist V-V = (94)-(95) = (§?), d. h. V ist invertierbar
mit V1 = V. Wir wirkt die Multiplikation mit V auf Matrizen?

01Y (a az - a\_ (b by - by
10 bl bQ bn N ay asg -+ ap ’

d. h. Multiplikation von links mit V' bewirkt Vertauschung von erster und
zweiter Zeile.

aq b1 bl ay
as by 01 by ay
o '<1 0 ) B
an bn bn an

d. h. Multiplikation von rechts mit V' bewirkt Vertauschung der ersten und der
zweiten Spalte.
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4. Invertierbare Matrizen

(iii) Falls 8 € R und o # 0 # 3, setze D 1= (§ ). Dann ist E = (%, 521)
die Inverse von D, d.h. D ist invertierbar mit Inverser E. Wie wirkt die
Multiplikation mit D auf Matrizen?

a 0\ fag - a,\  [oar -+ aa,
d. h. Multiplikation mit D von links multipliziert die erste Zeile mit o und die
zweite Zeile mit £, und
a; by aay Bbl
. <Oz 0) .
: ol = | : N

d. h. Multiplikation mit D von rechts multipliziert die erste Spalte mit o und
die zweite Zeile mit .

Definition I1.4.4 (Standardbasismatrizen): Seien i, j € IN mit 1 <4 < m und
1 < j < n. Wir definieren die Matrix E; ; wie folgt:

1, fallsk=7und =y,

E.;:{1,....m} x{1,....,n} — R, (k:,l)»—){
0, sonst.

Die Matrix E; ; enthalt also genau eine 1 und sonst nur Nullen. Die 1 steht an
der Stelle (i, j). Die Matrizen E;; heiflen Standardbasismatrizen.

Achtung: Die Standardbasismatrizen sind nicht invertierbar.

Beispiel 11.4.5 (Ein paar Standardbasismatrizen): Die Matrizen

0100
Eia=|00 0 0 | €R>™,
0000
0 0 01
Es;1=|0 0 | € R¥? Em:( )eRm
Lo 0 0

sind Standardbasismatrizen.

Bemerkung I1.4.6: Fiir eine beliebige Matrix A = (a; ;) € R™*"™ gilt

m n

A = Z Z ai,jEi,j-

i=1j=1
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Proposition I1.4.7 (Rechenregeln fiir Standardbasismatrizen): Sei E; ; € R9*™.

(i) Fir By, € R™" gilt

Ei,lu falls ]{;:]7

0, sonst.

Ei; By = {

Hierbei ist 0 die Nullmatriz in RI*™.
(i) Fiur M € R™™ gilt

E;-M =Y M(j,b)E;, € R*".

b=1

E; ;- M ist die Matriz, die in der i-ten Zeile die j-te Zeile von M enthilt,
und sonst nur Nullen.

iii) Fur M € RP*? gilt
(iii) 9
p
M- Ei,j = Z M(a, Z) . EaJ‘ € Rpxm.
a=1

M - E;; ist die Matriz, die in der j-ten Spalte die i-te Spalte von M
enthdlt, und sonst nur Nullen.

Beweis: (i) Sei A = E;; - E; € R™™. Fir (a,b) € {1,...,q} x{1,...,n}
gilt dann:

m

Ala,b) =Y E;j(a,z) - Ey(z,b).

=1
Dieser Eintrag ist 0, auler wenn ¢ = a, 7 = = k und [ = b. In diesem Fall ist
der obige Eintrag 1. Also ist A(a,b) = 1 genau dann, wenn (a,b) = (¢,1) und
k = j und sonst 0.

(ii) Fir eine Matrix M aus R™*" gilt

n

Ei,j . M = Ei,j . ( Z Z M(CL, b)Ea,b) = Z Z M(CL, b)Ei,an,67
a=1 a=1

b=1 b=1

wobei wir [Proposition [1.3.10] fiir die letzte Gleichheit verwendet haben. Weil
E; ;E,, = 0 genau dann gilt, wenn j # a, erhalten wir

E@j : M - Z M(], b)Ei,b-

b=1
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4. Invertierbare Matrizen
(iii) Funktioniert vollig analog zu (iii). O

Definition I1.4.8 (Elementarmatrizen): Seien a,ay, ..., a, reelle Zahlen und
i,7 €{1,...,n} mit i # j. Wir definieren 3 Typen quadratischer Matrizen in
R™™ wie folgt:

(i) Additionsmatrizen:
Az?jj = [n + aEi,j

Alle Eintréige auf der Diagonalen der Matrix A sind 1, der Eintrag an der
Stelle (i, 7) ist «, alle anderen Eintrdge sind Null.

(ii) Vertauschungsmatrizen:
VZ’J = In — Ei,i — Ej,j + Ei,j + Ej,z’

Vi ; entsteht aus der Einheitsmatrix, indem man die Einsen an den Stellen
(¢,4) und (7, j) ersetzt durch Einsen an der Stelle (7, 7) und (j,1).

(iii) Diagonalmatrizen:
diag(aq, ..., ap) = Z ;B ;.

Die Eintrage auf der Diagonalen sind oy, ..., «a,, alle anderen Eintréige
sind Null.

Proposition I1.4.9 (Invertierbarkeit der Elementarmatrizen): Die Matrizen aus
[Proposition I1.4.8 sind invertierbar, d. h. liegen in Gl,(R).

Beweis: Wir geben hier nur den Beweis dafiir, dass Additionsmatrizen inver-
tierbar sind; die restlichen Aussagen sind Konsequenzen der nachfolgenden
Proposition. Nach Definition ist

Aio:j . Ai_,]q = (]n + Oin,j)(In — OZEZ‘J) = In — O-/Ei,j + O-/Ei,j — O-/2Ez‘,jEi,j

und nach Voraussetzung gilt ¢ # 7, aus |[Proposition [1.4.7] wissen wir also, dass
E; ;E; ; = 0 und damit Ang; J‘?‘ = I, A; j‘?‘ ist also die Inverse zu Agj. Ferner hat

V; ; die Inverse V; ; und diag(ay, ..., q,) hat die Inverse diag(ai’, ..., a;t).0

Proposition I1.4.10 (Elementarmatrizen und Zeilenumformungen): Die Ma-
trizen aus |Proposition I1.4.8 wirken bei Multiplikation von links auf eine Matrix
M € R™™ wie folgt:
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(i) A¢;M entsteht aus M durch Addition des a-fachen der j-ten Zeile zur
i-ten Zeile.

(ii) Vi;M entsteht aus M durch Vertauschen der i-ten und der j-ten Zeile.

(iii) diag(ou,...,an)M entsteht aus M durch Multiplikation der k-ten Zeile
mit oy, fir alle k € {1,...,n}.

Beweis: Verwenden wir die Ergebnisse aus [Proposition 11.4.7] so konnen wir
die Aussagen einfach nachrechnen:

(i) Es ist
Aioij = (In + OéEiJ‘)M = M + OéEiJ'M

_ M+ oz(Z M(j, b)Ei,b> = M+ aM(j,b)Esp.
b=1 b=1

(ii) Es ist

ViiM=(I,—E,;,—E;;+E;+E;;))M

) (bzl M) - (bzl MG E) + (3 M0 E)

b=1

:M—(Zn:(M(j,b)—M(zb ) (zn; (4,0) — M(j, b))Ej,b>,

b=1
in der i-ten Zeile stehen also die Eintrage M (j,b) und in der j-ten Zeile die
Eintrage M (i, b).
(iii) Es ist

diag(an, ..., )M = (Zmz) (ZZM a,b) ab) SN M (i, b) By,
=1

a=1b=1 i=1b=1

wobei wir verwendet haben, dass E;;E,, = 0, falls ¢ # a. In der i-ten Zeile
stehen also die Eintrage «; M (i, b). O

Proposition I1.4.11 (Elementarmatrizen und Spaltenumformungen): Die Ma-
trizen aus|Proposition II.4.8 wirken auf M € R™ ™ bei Multiplikation von rechts
wie folgt:
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4. Invertierbare Matrizen

(i) MAS; entsteht aus M durch Addition des a-fachen der i-ten Spalte auf
die j-te Spalte.

(ii) MV, entsteht aus M durch Vertauschung der i-ten und j-ten Spalte.

(iii) Mdiag(ay,...,an) entsteht aus M durch Multiplikation der k-ten Spalte
mit oy, fir alle k € {1,...,n}.

Beweis: Verwenden wir (M A)" = A'M?', konnen wir uns zum Beweisen der
Aussagen auf die Aussagen in [Proposition II.4.10] zurtickziehen.

Zu (i): BEs ist (M - A3,)" = (A;)'M" = A3, M". Jetzt ist A, M" aus M*
entstanden durch Addltlon des a- fachen der i-ten Zeile zur j- ten Zeile, also
entsteht M Af; aus M durch Addition des a-fachen der i-ten Spalte zur j-en
Spalte.

(ii) und (iii) funktionieren analog. O

Beispiel I1.4.12 (Inverse in SLy(R)): Sei A = (2%) € R**2. Dann ist A inver-
tierbar genau dann, wenn ad — bc # 0. In diesem Fall ist

1 d —b
At = :
ad — bc (—C a)
Lemma I1.4.13 (Multiplikation von Blockmatrizen): Seien M; € RF*? und
My € R¥*™ Matrizen der folgenden Gestalt:

A B E F
w=(ep) (G k)
mit Blocken A € RP**0 B € RP*2 (' e R*0 D e RP2*2 F ¢ RX™

F e Roxm2 G e R2*™ und H € R2*™2 wobei p1, pa, q1, G2, M1, ms € N mit
P1+p2 =D, 1 + g2 =q, mi +my =m. Dann gilt

N — AE + BG AF + BH
2=\ CF+ DG CF+ DH

Beweis: Folgt aus Definition der Matrizenmultiplikation. Nachrechnen! U

Proposition I1.4.14 (Inverse fiir spezielle Blockmatrizen): Sei p < n und A
in R™™ mit
_ (5 B
= (5 5)

mit I, € RP*?, 0 € Rm=P>» B e RP*P) ynd D € ROPX(=P) 4 st
mvertzerbar genau dann, wenn D invertierbar ist. In diesem Fall ist

I, —BD™!
A= < 0 D! )
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Beweis: ,=*: Sei A invertierbar, d. h. es gibt M € R™" mit AM = MA = 1,,.
Schreibe
E F
=& i)

mit £ € RP>?, F € RP*"P) G € R"P*P und H € R"#)*=P) Mithilfe von
[Proposition I1.4.13| lesen wir ab:

In:MA:<E EB+FD>7

G GB+HD

dh E=1,G=0,1,,=GB+HD=HD und

0 DH

d.h. DH = I,,_,. Somit ist D invertierbar mit Inverser H.
»<"“: Man kann jetzt durch Nachrechnen (mithilfe von [Proposition 11.4.13))
zeigen, dass die angegebenen Matrix fiir A=! tatséichlich invers zu A ist. [

Proposition I1.4.15 (Inverse von Produkt): Sind A, B € Gl,(R), dann ist
auch AB € Gl1,(R) und fiir die Inverse gilt (AB)™' = B~1A~%.

Beweis: Es gilt (AB)(B™'A™!) = A(BB ')A = ATA™' = AA™!' = I, und
genau so ist (B~'A71)(AB) = I. O

5. Lineare Gleichungssysteme

In diesem Abschnitt seien stets n,m € IN.
Definition I1.5.1 (Lineares Gleichungssystem):

(i) Ein reelles lineare Gleichungssystem mit n Gleichungen und m Variablen
oder Unbekannten ist ein System

1171 + A1 2%2 + -0+ ATy = by,
2121 + Q22%2 + =+ + A2, Ty = ba,
Qp,1T1 + Q(p 29 + o+ QpmTm = bn

Hierbei sind a;;,b; € R fir 1 <¢ <nund 1 < j < m. Die q;; heiflen
Koeffizienten und die x; Variablen.
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(ii) Das lineare Gleichungssystem hat folgende schematische Beschreibung

a1 - Aim by

Qp1 *°° Apm bn

Die Matrix A = (a;;) heifit Koeffizientenmatriz und (A|b) heiit auch
erweiterte Matriz zum linearen Gleichungssystem.

(iii) Die Menge
=L(A,b) :=={x = (21,...,20)" € R™| x1,..., 2, erfilllen das LGS}

heiit Lisungsmenge und L" := (A, 0) heiit Lisungsmenge des homoge-
nen linearen Gleichungssystems.

Ab jetzt seien A € R™™, b € R™ und wir betrachten das lineare Gleichungs-
system mit der schematischen Beschreibung (A|b).

Bemerkung I1.5.2: Es gilt Az = b genau dann, wenn = € IL(A[b).

Proposition I1.5.3 (Struktur der allgemeinen Losungsmenge):

(i) Lh =1L(A,0) ist ein Untervektorraum von R™.
(ii) Ist ) eine spezielle Losung von (A|b), dann gilt

L:=L(Ab) =2 +L" .= {z° +v |ve LW}

Beweis: (i) Seien x,y € L" d.h. Ar = 0 und Ay = 0. Dann haben wir
Az +y) = Az + Ay = 0+ 0 = 0 und damit x +y € L". Sind A € R und
x € L", dann ist wieder Az = 0, sodass A(Ax) = AMAz = \0 =0, d.h. Az € L".
(ii) ,C“: Fiir  in L(A, b) gilt A(x —2©)) = Ax — Az = b — b = 0, sodass
vi=12 — 2 zu L" gehort, und = = 2 + v ist.
L2 Fiir x = )4y mit v € L gilt Az = A(2®+v) = Az +Av = b+0 = b,
also z € L. 0J

Proposition I1.5.4 (Losungsstrategie fiir lineare Gleichungssysteme): Sei C' ei-
ne requldre n X n-Matrix mit reellen Fintrigen. Dann gilt fir x € R™:

Az = b <= CAxz = Cb.
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Beweis: Fiir ,<=“: Ist CAx = Cb, dann ist Ax = C"'CAx = C~'Cb =b. ,=*
ist klar. O

Korollar I1.5.5 (Elementare Zeilenumformungen): Wdhit man in

on I1.5.4] (mit der Notation aus|Proposition II.4.8)

(ii) C =V;; oder
(iii) C = diag(aq,...,a,) mit aq,...,a, € R und aq -+ -, # 0,

dann erhdlt man die elementaren Zeilenumformungen

(i) Addition des a-Fachen der j-ten Gleichung zur i-ten Gleichung,
(i) Vertauschen der i-ten und der j-ten Gleichung bzw.
(iii) Multiplizieren der i-ten Gleichung mit «;.

Die elementaren Zeilenumformungen verdandern also die Lésungsmenge des
linearen Gleichungssystems nicht.

Definition I1.5.6 (Einheitsvektoren): Fir 1 < i < n definieren wir in R" =
R™" den Vektor e; durch e;((7,1)) = 0, d. h. €; = (0s;){<;<,,- Der Vektor e
heifit Einheitsvektor. Beachte:

(i) Der Vektor x = (z1,...,z,)" € R™ lasst sich schreiben als = = 37 | z;e;.
(ii) Ist A= (a;;) € R™*", dann ist Ae; = Y} | ay je;, die j-te Spalte von A.
Definition I1.5.7 (Treppenform, Gauf-Normalform, Rang): Eine Matrix T' =

(ti;) € R™™ hat Treppenform bzw. Gauf-Normalform genau dann, wenn gilt:
Es gibt r € Ng und s1,...,s, € Nmit 1 < s <--- < s, < m mit:

(i) Fur alled € {1,...,r} gilt: t;5, = 1, fir k # i ist ¢, = 0 und fir k < s;
ist th = O,
(ii) Firallei >r+1,7€{1,...,m} gilt t;; = 0.
Die Zahl r heifit der Rang von T und si,...,s, heilen die Spaltenindizes.
T ist also in Treppenform, wenn fir 1 < i < r die s;-te Spalte von T der

Einheitsvektor e; ist, links von der 1 an der Stelle (¢, ) nur Nullen stehen und
ab der (r + 1)-ten Zeile alle Zeilen Nullzeilen sind.

Ab jetzt sei T = (t; ;) € R™™ eine Matrix in Treppenform vom Rang r und
mit Spaltenindizes sq,...,s, € INy.
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Lemma II.5.8 (Spezielle Losung fiir Treppenform): Fir b € R" gilt: Das li-
neare Gleichungssystem mit der schematischen Beschreibung (T|b) ist l6sbar
genau dann, wenn b, = ---=b, = 0. In diesem Fall ist der folgende Vektor
) € R" eine Losung:

) = > bies,.
i=1

Beweis: ,=“: Eine Gleichung der Form 0 = b; mit b; # 0 hat keine Losung.
,<=": Es ist

Tz = T(Z biesi) =) bTes;, => bie; =Y bie;=b
i=1 i=1 i=1 i=1
wobei wir verwendet haben, dass b.,1 =--- =10, =0, d. h. bje; = 0 fiir ¢ > r.[

Beispiel I1.5.9: Betrachte das lineare Gleichungssystem

To + 01’3 + axy + 033'5 + 6336 = bl
T3 + VT4 + 01‘5 + 5I6 = bg
Ts5 + Exg = b3
0=by
Dieses lineare Gleichungssystem hat Rang » = 3 und die Spaltenindizes s; = 2,

s = 3 und s3 = 5. Nach [Proposition I1.5.8|ist das lineare Gleichungssystem
genau dann losbar, wenn b4 = 0 gilt. In diesem Fall ist eine Losung

JI(S) = Z biesi = b1€2 + b2€3 + 6365 = (O, bl, bQ, O, bg)t.

=1

Beispiel I1.5.10: In |Proposition I1.5.9| erhalten wir folgende homogene Losun-
gen:

Ty = —axy — Pag
T3 = —yxy — 0T
Ty = — EXTg

Wihle

(i) 21 =1, 24 = 0, 26 = 0: Dann sind x5 = 23 = 5 = 0 und F) = ¢ ist
eine Losung des homogenen linearen Gleichungssystems.

(ii) 1 = 0, z4 = 1, zg = 0: Dann sind 23 = —«, 3 = —7v, 5 = 0 und
es ist F® = e, — ey — e + Oes eine Losung des homogenen linearen
Gleichungssystems.
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(iii) 21 = 0, x4 = 0, g = 1: Dann sind xo = —f, 3 = =, 5 = —¢ und
FO) = ¢4 — Bey — deg — ees ist eine Losung des homogenen linearen
Gleichungssystems.

Lemma I1.5.11 (Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems):

(i) Seien firje J:={1,...,m}—{s1,...,8}

F(J) = 6]' — Ztmesi.

i=1

Dann ist jedes FY) eine Lisung des homogenen linearen Gleichungssys-
tems, d. h. Tx = 0. Die FY) heiflen Fundamentallésungen.

(i) Fiir die Losungsmenge LM = IL(T, 0) gilt

= { S AF9 e}
jed
Weiterhin gilt: Fiir jedes v € " ist die Darstellung v = >jed )\jF(j)
eindeutig.

Beweis: (i) Es gilt
TF(J) = T@j — Zti,jTesi = Tej — Zti,jei = Tej — Ztmei = 07
=1 i=1 i=1

dat17]:OfUI'ZZ7‘+1

(ii) ,2“: Folgt aus (i) zusammen mit der Tatsache, dass I." ein Untervektor-
raum von R™ ist.

,C“ Sei x =37 xie; € LM d.h. T = 0. Setze v =z — >t ij(j). Far
dieses v gilt dann Tw = 0, d.h. v € L". Wenn wir jetzt zeigen kénnen, dass
v = 0, dann haben wir gezeigt, dass wir x auf die behauptete Art und Weise
schreiben kénnen. Wir haben bereits v; = 0 fiir j € J und wollen verwenden,
dass T'v = 0. Die i-te Zeile von T'v ist > ;" t; xvr und wir wissen, dass v, = 0
fir ke J. Fuarie {1,...,r} gilt t;s, =1 und ¢;, = 0, falls k ¢ J und k # s;,
d. h. .

0= Z ti,kvk = 1Usi
k=1

fir alle ¢ € {1,...,r}, v muss also der Nullvektor sein und wir sind fertig. [
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Satz 2 (Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems): Ist T € R"*™ ei-
ne Treppenmatriz vom Rang r mit Spaltenindizes sq, ..., s, und b € R", dann
gilt fiir die Losungsmenge I des zugehdrigen linearen Gleichungssystems

L=z + { STNFD ) € R}
jedJ

wobei () = Y1 bies, eine spezielle Losung ist und FU) = €j — > iy tijCs,
firjeJ=A{1,...,m}—{s1,...,s,} die Fundamentallosungen des linearen
Gleichungssystems sind.

Beweis: Folgt aus|Proposition I1.5.3] |[Proposition I1.5.8 und|Proposition [1.5.11L[]

Lemma II.5.12 (GauB3-Algorithmus): Sei A € R™*™. Dann gibt es C € Gl,(R),
sodass C'A Treppenform hat.

Beweis: Wir beweisen die Aussage per Induktion nach n (der Anzahl der Zeilen
der Matrix A). Fir diesen Beweis notieren wir A, j(«a) fiir die Additionsmatrix
A

éum Induktionsanfang sei n = 1, d. h. A besteht nur aus einer Zeile. Ist A die
Nullzeile, so sind wir fertig, denn die Nullzeile hat Treppenform und C' = (1)
leistet das Gewtinschte.

Ist A nicht die Nullzeile, setze s; := min{j € {1,...,m} | a;; # 0} und
wahle C' = (#), dann ist C'A in Treppenform.

;81
Die Aussage gelte fiir die natiirliche Zahl n — 1. Wir wollen zeigen, dass die

Aussage dann auch fir n gilt. Ist A = 0, dann sind wir fertig. Ist A # 0, setze
sy :=min{j € {1,...,m} | 3i:ay; # 0} (dies ist die Nummer der ,linkesten*
Spalte, die keine Nullspalte ist) und iy := min{i € {1,...,n} | a;5, # 0}, d. h.
A ist von der folgenden Form:

0 0 0 * *
0
A= Qig,s1
*
0 0 * * *
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Setze Ay := Vi - (Tiig Ao (—is,)) - diag(1,...,1,a;.5,,1,...,1) - A. Dann
hat A; folgende Form:

0 0 1]z

0 0 0
Ar=1 .
: A

0 -~ 00

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Matrix CeCl,1(R) mit CA=T
mit einer Matrix in Treppenform 7" und Rang 7 und Spaltenindizes s, ..., §;.
Nach (Proposition 4.14) ist die Matrix

1 0Y g
<Oé>e]R

invertierbar, also in Gl,,(R). Nach (Lemma 4.13) ist schlieBlich

o - 0 1 =z
(0 C*>A1_ : | T
0 - --- 0
Was wir jetzt noch erreichen missen, ist, dass z;; = 0 fir ¢ = 1,...,7. Die

Matrix
1

T =[] Avi(=25_146) A2
=2

hat jetzt Treppenform. Unsere Matrix C' ist

7+1 1 O
= H Alvi(_zgi—l+51) . < 0 C~v )

=2
Vo - [ Aiio(—ais,) - diag(1, ..., 1,%}81, L...,1)
i#io

und leistet das Gewtinschte. L]

Bemerkung I1.5.13: [Proposition I1.5.12| gibt einen Algorithmus an, wie man
ein lineares Gleichungssystem in Treppenform bringen kann.
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5. Lineare Gleichungssysteme

Beispiel I1.5.14: Wir suchen die Losungsmenge des folgenden linearen Glei-

chungsystems:
000 O 0 O 000 0 0] O
024 2 0] 6 ﬂ o12 1 0] 3
036 -3 —6|-3 036 -3 —6|-3
000 1 1| 2 000 1 1] 2
012 1 0] 3 012 1 0 3
1] 000 O 0 O -1 000 0 O 0
036 -3 —6]-3 000 —6 —6|—12
000 1 1| 2 000 1 1 2
012103 012103
—ﬂl 00 0O0O0]|0 e 00 011|2
00011|2 00 0O0O0]|0
00011|2 000112
012103 0120 —-1]1
v 00 011|2 1 0001 1|2
00 0O0O0]|0 0000 010
00 0O0O0]|0 0000 010
die Losungsmenge ist also
0 1 0 0
1 0 -2 1
L=]1014+<sA]| 0 ]+X 1 [+ 0 |: A, 2, N3€R
2 0 0 -1
0 0 0 1

Lemma II.5.15 (Multiplikation mit invertierbaren Matrizen): Sei A € Gl,,(R).
Dann gilt fir ve R™: Ist v # 0, dann ist Av # 0.

Beweis: Ist Av =0, soist v =A"14Av=A"10=0. O

Lemma I1.5.16 (Eindeutigkeit der Treppenform): Seien T,T' € R"™*™ Matri-
zen in Treppenform. Ist D € Gl,(R) mit T" = DT, dann gilt T' =T.

Beweis: Wir zeigen die Aussage via vollstandiger Induktion.

Fiir den Induktionsanfang sei n = 1. T und 7" bestehen also aus einer Zeile
in RY™ und es gibt d € R — {0} mit 7" = dT. Somit gilt: T ist genau dann
die Nullzeile, wenn 7" die Nullzeile ist. Andernfalls muss der erste Eintrag von
T und T" an der gleichen Stelle stehen. Da T" und 7" in Treppenform sind, ist
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dieser Eintrag jeweils 1, d.h. d muss dann schon 1 sein und 7" und 7" sind

gleich.

Die Aussage gelte fiir die natiirliche Zahl n. Wir wollen zeigen, dass die
Aussage dann auch fiir n+1 gilt. Die Matrix 7" habe Rang r und Spaltenindizes

S1,...,8- und 7" habe den Rang 7’ und Spaltenindizes s/, ..., s., sie haben also
die Form
TI - 0 ) T = 0

Wir schreiben 7" = (¢ #/®) ¢/ T = (¢M (™) wobei t'™) . ..

tM, .., t(™ € R™ die Spaltenvektoren von 7" bzw. T sind. Es gelten

(a) t9W) =0fir1 <j<s —1lund#¥ =0fir1 <j<s)—1,
(b) tlsx) —ekfur1<k<rundt’(5k)—ekfur1<k<r
(c) t9 =T(i,5) =0 fiir i > r und £/ = T'(i, ) = 0 fiir i > 1,

(d) ¢V = DtV fiir 1 < j < m.
Damit erhalten wir die folgenden Eigenschaften:

(i) Fiir 1 < j < s; — 1 gilt #'0) = DtV) = DO = 0,

(ii) Nach |[Lemma IL5.15]ist 1) = Dt(*V) = De; # 0, d.h. es ist s} = s; und

damit e; = t/6V) = Dt = De;.
Es gilt also

mit D € Gl,_;(R) nach (Proposition 4.14) und z € R~V Weiterhin lassen

sich T und T" schreiben als

0 v 0 1 % v 0 -~ 0 1 x

T_ 0 ) 7 T — 0 )
: s T : s L
0 --- 00 0 --- 00

wobei 7" = DT'. Nach Induktionsvoraussetzung gilt 7' = T”. Somit folgt die
0]

Behauptung.
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5. Lineare Gleichungssysteme

Satz 3 (Satz iiber die Gauf3-Normalform): Fir jede Matriz A € R"™*™ gibt es
genau eine Matriz T € R™™ in Treppenform, sodass gilt: Es gibt C' € Gl,(R)
mit T = CA.

Beweis: Die Existenz einer solchen Matrix T € R™™ folgt aus
lon T1.5.12

Zur Eindeutigkeit: Seien 77, T € R™*™ in Treppenform und Cy, Cy € Gl,,(R)
mit 7} = C;A und T, = CyA. Dann ist A = C7'T} und T, = CgC’flTl.
Da C,C;* € Gl,(R) nach (Proposition 4.15), kénnen wir mit (Lemma 5.17)
schlielen, dass T} = T5. O

In der Situation von bezeichnen wir 7" auch als Gauf-Normalform

von A.

Definition I1.5.17: Sei A € R™™. Der Rang Rang(A) ist der Rang r der
GauB-Normalform 7" von A.

Bemerkung I1.5.18: Fir alle D € Gl,(R) und A € R™™ gilt: Die Gau-Nor-
malformen von A und DA sind gleich, und damit Rang(DA) = Rang(A).

Beweis: Sei C' € Gl,(R), sodass CA = T Treppenform hat. Aber dann gilt
CD Y(DA) =T, sodass A und DA dieselbe GauB-Normalform 7" haben. [

Fazit 11.5.19: Wir erhalten folgendes Losungsverfahren fiir ein lineares Glei-
chungssystem Ax = b mit A € R™™ und b € R™

(i) Bestimme C' € Gl,(R), sodass CA = T Treppenform hat (das konnen
wir nach dem GauB-Algorithmus [Proposition I1.5.12]),

(ii) Berechne die Losungsmenge IL von Tx = Cb (nach Satz 2 ist dann IL auch
die Lésungsmenge von Az = b (nach Proposition 5.4).

Beispiel 11.5.20: Wir betrachten das folgende lineare Gleichungssystem:

010ado0 8|lb
001~ 0 6&|b
T=|0000 1 c|b
00000 0]by
00000 0]bs

Dann gelten:

(i) Rang(7T'|b) = 3 genau dann, wenn by = b5 = 0 und (7'|b) ist genau dann
l6sbar, wenn by = b5 = 0. Ist by # 0 oder bs # 0, so ist Rang(T'|b) = 4.
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(i) Seien by = b5 = 0. Wann ist (7'|b) eindeutig 16sbar? Genau dann, wenn es
keine Fundamentall6sungen gibt, d.h. m — r = 0, wobei m die Anzahl
der Spalten von T ist.

Korollar II.5.21 (aus [Satz 3): Seien A € R™™ und b € R™. Wir betrachten
das lineare Gleichungssystem Ax = b.

(i) Ax = b ist genau dann losbar, wenn Rang(A) = Rang(A|b),

(i) Ist das lineare Gleichungssystem losbar, dann ist die Losung eindeutig
genau dann, wenn Rang(A) = m,

(iii) Az = c ist genau dann fir jedes ¢ € R™ losbar, wenn Rang(A) = n.

Beweis: Wihle C' € Gl,(R) sodass CA = T Treppenform hat. Es gilt also
Rang(A) = Rang(T) = r.

(i) (AJb) ist genau dann lésbar, wenn (C'A|CD) lésbar ist und (C'A|Cb) ist
16sbar genau dann, wenn (7'|Cb) losbar ist. (T'|CD) ist losbar genau dann, wenn
Rang(7T|Cb) = Rang(T'). Es gilt Rang(7T'|Cb) = Rang(T") genau dann, wenn
Rang(A) = Rang(A|b), denn Rang(A) = Rang(7'), sodass nach (Bemerkung
5.20) Rang(A|b) = Rang(T'|Cb).

(ii) Sei (A|b) 16sbar; dann ist auch (T'|CD) 1osbar. (A|b) ist eindeutig losbar
genau dann, wenn (7'|Cbh) eindeutig losbar ist, d. h. genau dann, wenn m = r
ist.

(iii) Diese Aussage folgt aus der Tatsache, dass Tx = ¢ fur alle ¢ € R™ genau
dann 16sbar ist, wenn T keine Nullzeilen hat, d. h. wenn n = r. 0

Korollar I1.5.22: Die folgenden Aussagen sind dquivalent fir A € R"*":

(i) A ist invertierbar,
(ii) Rang(A) =n,
(ili) Es gibt S € R™" mit AS = I,,.

Beweis: (i) = (ii)“: Ist A invertierbar, so gibt es B in Gl,(R) mit BA = I,,,
d.h. I, ist die Gau-Normalform von A und somit Rang(A) = Rang(l,) = n.

(i) = (i)“: Wir wollen verwende, dass I,, die einzige Treppenform in R™*"
von Rang n ist. Wir haben also: Ist Rang(A) = n, dann gibt es C' € Gl,(R)
mit CA=1,,dh. A=C71CA=C™! also ist A invertierbar.

»(1) = (iii)“ ist klar. ,(iii) = (i)“: Gilt AS = I,,, dann ist ASc = ¢ fiir alle
¢ € R", d.h. das lineare Gleichunssystem Ax = c¢ hat fiir jedes ¢ € R" eine
Losung, also muss Rang(A) = n gelten nach (Korollar 5.23). O
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5. Lineare Gleichungssysteme

Bemerkung I1.5.23: Der Gauf-Algorithmus liefert ein Verfahren zur Bestim-
mung, ob eine Matrix A € R™*™ invertierbar ist.

Beispiel I1.5.24: Priifen Sie, ob die Matrix
1

A= -1

1

Losung Wir wollen simultan die linearen Gleichungssysteme (Ale;), (Ales)
und (Ales) 16sen, d. h.

— O
— = O
\_/

invertierbar ist.

Definition I1.5.25: Sei A € R™*™. Die Abbildung
d,: R — R", r+— Ax
erfiillt folgende Eigenschaften:
(i) Fir alle z,y € R™ gilt
a(r +y) = Alx +y) = Av + Ay = O4(z) + Paly),
(i) Fir alle A € R und x € R™ gilt
O 4(Az) = A(\x) = Mx = Ay ().

Eine solche Abbildung nennt man lineare Abbildung oder Vektorraumhomomor-
phismus, dazu mehr spéter.

Bemerkung I1.5.26: Aus [Korollar 11.5.21] folgt:

(i) @4 ist surjektiv genau dann, wenn Rang(A) = n,

(ii) @4 ist injektiv genau dann, wenn Rang(A) = m.
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Kapitel III.

Strukturmathematik: Gruppen,
Ringe, Korper

1. Gruppen

Definition III.1.1 (Verkniipfung): Es sei M eine Menge.
(i) Eine Verkniipfung auf M ist eine Abbildung
x: M x M — M.

Wir schreiben fiir gewohnlich my % my 1= *(mq, ms).
(ii) Eine Verkniipfung * auf M heift
e assoziativ, falls fir alle a,b,c € M gilt: (axb) *xc=ax (b*c). Wir
schreiben in diesem Fall einfach a * b * c.
o kommutativ, falls fir alle a,b € M gilt: a xb = b * a.

Definition ITI.1.2 (Gruppe): Sei G eine Menge und * eine Verkniipfung auf G.
Das Paar (G, *) heifit Gruppe, falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) = ist assoziativ,

(ii) Es gibt ein e € G, sodass fiir alle g € G gilt: e x g = g = g * e. In diesem
Fall ist e eindeutig, denn erfiillt hat ¢’ die gleiche Eigenschaft wie e, so
gilt ¢’ = e * ¢/ = e. Das eindeutige Element e heifit neutrales Element.

(iii) Fir alle g € G gibt es h € G, sodass g x h = e = h % g. In diesem Fall
ist h eindeutig, denn gibt es h; und hs, die beide die Eigenschaft von h
haben, dann gilt hy = hy x e = hy * (g % ha) = (hy % g) * hy = e * hy = ha.
Das eindeutige Element h heifit dann das Inverse zu ¢ und wird als ¢~*
notiert.
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Definition III.1.3 (Are you Abel?): Eine Gruppe (G, *) heifit abelsch, falls x

kommutativ ist.

Beispiel I11.1.4: Das folgende sind alles Gruppen:

(i) (Z,+), (Q,+), (R, +), (abelsch)
(ii) R-Vektorrdume mit Addition, (abelsch)
(iii) (Q —{0},-), (R —A{0},-), (abelsch)
(iv) Gl,(R) mit der Matrizenmultiplikation, (nicht abelsch)
(v) Sei M eine Menge. Dann bildet

Perm(M) :={f: M — M | f bijektiv}

mit der Komposition von Abbildungen eine Gruppe. Ist speziell M = {1,... ,n},
so schreibt man oft S, := Perm(M).

Bemerkung I11.1.5 (Gruppe der Kongruenzklassen): Sein € IN, dann ist ,.=,,“
eine Aquivalenzrelation (siehe [Proposition 1.5.9)). Setze

Z/nZ :={la] | a € Z},

—

das heifit Z/nZ ist die Menge der Aquivalenzklassen beziiglich ,,=,“ Es gilt also
Z/nZ = {[0],[1],...,[n — 1]}. Auf der Menge der Aquivalenzklassen erkléren
wir jetzt eine Verkniipfung durch

+: Z/nl X Z/nl. — Z/nZ, la] + [b] == [a + b].
Diese Verkniipfung macht (Z/nZ,+) zu einer abelschen Gruppe.

Beweis: (i) Die Verkniipfung ,+* ist wohldefiniert, d. h. hédngt nicht von den
gewahlten Repriasentanten. Sind nédmlich a’, b’ € Z mit ¢’ = a (mod n) und
b =0 (mod n), dann gilt n | (¢’ —a) und n | () —b), also

n| (@ —att —b enl|[d+b —(atb)

d.h. @'+ =a+0b (mod n) und deshalb [a' + V'] = [a + b].

(ii) Die Verkniipfung ist assoziativ, da + auf Z assoziativ ist. [0] ist das
neutrale Element und fir [a] ist [—a] das inverse Element. Da + auflerdem
kommutativ ist, ist (Z/nZ,+) eine abelsche Gruppe. O

AD jetzt schreiben wir @ fiir die Aquivalenzklasse [a] € Z/n’Z.
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Definition ITI.1.6 (Untergruppe): Sei (G, *) eine Gruppe und H eine Teilmen-
ge von G. H heifit Untergruppe von G, falls gilt:

(i) Das neutrale Element von G ist in H,
(ii) Fur alle hy, hy € H gilt hy x hy € H, (Abgeschlossenheit unter %)
(iii) Fiir alle h € H gilt h™! € H. (Abgeschlossenheit unter Inversenbildung)

Bemerkung II1.1.7: In der Situation von [Definition III.1.6| gilt:

*ZHXH—>H, (hl,hz))—>h1*h2
ist eine Verkniipfung auf H und (H, ) ist eine Gruppe in eigenem Recht.

Proposition IT1.1.8 (Untergruppenkriterium): Es sei (G, *) eine Gruppe und
H eine Teilmenge von G. H ist Untergruppe von G genau dann, wenn folgende
Aussagen gelten:

(a) H # 2,
(b) Fiir alle hy,hy € H ist hy x hy' € H.

Beweis: Sei e das neutrale Element von G.

,="“: Da H eine Untergruppe von G ist, gilt e € H, d. h. insbesondere H # &,
also gilt (a). Seien hy, hy € H, dann ist nach (iii) hy' € H und nach (ii) ist
hi*hy' € H, d.h. (b) gilt.

,<=“ Essei H# @, d. h.esgibt h € H. Nach (b) ist e=h*h™! € H, also
gilt (i). Dann folgt aus (b): Fiir alle h € H ist ™! = eh™! € H, also gilt (iii),
und nun folgt: Fiir alle hy, hy € H ist hy' € H, d.h. mit (b) ist hy * hy € H,
also gilt (ii). O

Bemerkung II1.1.9: Sein € Z. Dann ist nZ = {nk | k € Z} eine Untergruppe
von (Z,+).

Beweis: Da 0 € Z und On = 0 ist nZ # @. Sind nky,nks € nZ (ki, ks € Z),
dann ist
nki — nko = n(ky — ko) € nZ,

d. h. nach [Proposition III.1.8|ist nZ eine Untergruppe von (Z, +). U

AD jetzt sei (G, x) stets eine Gruppe mit neutralem Element e.

Bemerkung II1.1.10 (Schnitt von Untergruppen): Sei & # I eine Menge, und
zu jedem ¢ € I sei G; eine Untergruppe von (G, *). Dann ist auch N;c; G; eine
Untergruppe von (G, *).
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Beweis: (a) Fir alle i € I ist e € Gy, d.h. e € N;¢; G;; insbesondere ist
Nicr G nicht leer.

(b) Seien g1, g2 € Nic; Gi- Dann gilt fur alle i € I, dass g1, g2 € G;, und da
jedes G; eine Untergruppe von G ist, gilt fiir jedes i € I, dass g, * g5+ € G; ist,
es ist also gy * g5+ € Nes Gi-

Nach dem Untergruppenkriterium [Proposition III.1.8ist (;c; G; damit eine
Untergruppe von (G, ). O

Definition I1I.1.11 (Erzeugte Gruppe, zyklische Gruppe):
(i) Seien M C G und
I:={H C G| H ist Untergruppe von (G,*) und M C H}.

Definiere

(M):= () H.

Hel

Dann ist (M) nach [Bemerkung III.1.10|eine Untergruppe von (G, *). (M)
heilt das Erzeugnis von M oder die von M erzeugte Untergruppe von
(G, *). Offensichtlich ist (M) die beziiglich Inklusion kleinste Untergruppe
von (G, x*), die M enthélt.

(ii) G heiBt zyklisch, falls es g € G gibt mit G = ({g}). Wir schreiben oft (g)
fir ({g}).

Beispiel I11.1.12: Es sei (G, *) = (Z/10Z,+). Dann sind z. B. ([1]) = Z/10Z,
(2)) = {[2], 4], 6], 18, [10]} und ([3]) = Z/10Z.

Proposition I11.1.13: Fir g € G ist {(g) = {g* | k € Z}. Hierbei ist

gxgx---xqg falls k € IN,
d" = eq, falls k =0,
(g%, falls k < 0.

Definition ITI.1.14: (i) Die Ordnung der Gruppe G ist die Anzahl der Ele-
mente von G, wir schreiben dafiir ord(G).

(ii) Fir g € G definieren wir die Ordnung von g als die Ordnung von (g) und
schreiben dafiir ord(g).

Beispiel IT1.1.15: Sei (G, *) = (Z/107Z,+). G ist zyklisch, denn G = ([1]). Es
gelten org(G) = 10, ord([1]) = 10, ord([2]) = 5, ord([5]) = 2.

50



1. Gruppen

Lemma I11.1.16: Sei H eine Untergruppe von (G, *). Wir definieren die Rela-
tion ~ auf G durch g, ~ gy <= g1 % g5 - € H. Dann gelten:

(i) ~ ist eine Aquivalenzrelation auf G mit den Aquivalenzklassen [g] = H g,
wobei H+g:={hxg|he H}.
(i) Fir g € G ist die Abbildung

Fyilegl=H — [g] =H=xg, h—— hxg
eine Bijektion.

Beweis: (i) Nachrechnen, sehr &hnlich zu (Bemerkung 1.5.8).

(i) F, ist surjektiv, denn fiir alle Elemente hxg € H %« g (d.h. h € H)
gilt: Fy(h) = h * g. Aulerdem ist F}, injektiv, denn fur alle hy, hy € H mit
Fy(h1) = Fy(hs) gilt hy % g = ha x g, d. h. durch Verkniipfung mit * mit g~! von
rechts gilt hy = ho O

Definition IT1.1.17: In der Situation von [Lemma III.1.16|heiflt H * g die Rechts-
Nebenklasse von H in G beziiglich g.

Satz 4 (Lagrange): Es sei (G, ) eine endliche Gruppe, d. h. ord(G) < co. Fir
jede Untergruppe H von G gilt: ord(H) teilt ord(G).

Beweis: Betrachte die Aquivalenzrelation aus [Lemma II1.1.16, Teil (ii) von
[Lemma ITI.1.16| garantiert, dass alle Nebenklassen die gleiche Anzahl an Ele-
menten haben, d.h. #(g * H) = #(H) fur alle g € G. Nach ist G die

disjunkte Vereinigung seiner Nebenklassen, also

G=|JH=xg

geG

mit H xg; = H gy oder H* g1 N H gy = &. Sei k die Anzahl der Nebenklassen,
d. h. wir haben k£ Elemente gy,..., g, mit G = Ule H x g;. Dann konnen wir
schreiben

k k
ord(G) =Y _#(H * g;) = D #(H) = k#(H),
i=1 i=1
die Ordnung von H teilt also die Ordnung von G. 0J

Korollar IT1.1.18: Sei (G, *) eine endliche Gruppe, deren Ordnung eine Prim-
zahl p ist. Dann ist G zyklisch.
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Beweis: Wihle e # g € G und setze H = (g). Dann ist ord(H) > 2 und nach
teilt ord(H) die Ordnung von G. Da die Ordnung von G die Primzahl
p ist, muss ord(H) = p = ord(G) gelten, also ist G = H = (g) und G ist
zyklisch. 0

1

Bemerkung ITI.1.19: Seien g1, g, € G. Dann ist (g1 * g2) ' = g5 " % g7 .

Beweis: Es gelten g1+ g2% (92" % gi') = 1% g2% g3 %91 = qi¥ea*gi = ec
und (92_1 *gfl) % g1 % go = e, d. h. g2_1 *gfl ist das Inverse zu g; * gs. ]

2. Gruppenhomomorphismen

Definition III.2.1 (Gruppenhomomorphismus): Es scien (G, x) und (H, e) zwei
Gruppen.

(i) Eine Abbildung ¢: G — H heifit (Gruppen-)Homomorphismus von (G, %)
nach (H,e), falls fiir alle g1, g2 € G gilt:

P91 % 92) = ¢(91) ® (g2).
(ii) Wir bezeichnen

Hom(G, H) :={p: G — H |
¢ ist Homomorphismus von (G, %) nach (H,e)}

Im Folgenden notieren wir mit ¢: (G, *) — (H, ) Gruppenhomomorphismen
von (G, *) nach (H,e).

Beispiel 111.2.2 (Erste Beispiele fiir Gruppenhomomorphismen): Die folgen-
den Abbildungen sind Gruppenhomomorphismen:

(i) pa: (R™ +4) — (R",4), x — Az, wobei A € R™*™,
(i) ¢: (R,+) = (R —{0},-), x — exp(x), denn
(1 + 22) = exp(z1 + 22) = exp(x1) - exp(z2) = @(71) - ©(T2).
(iii) Fir eine beliebige Gruppe (G,*) und g € G ist
k

@9:(Z7+)—>(G7*)7 k'_>g

ein Gruppenhomomorphismus.
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2. Gruppenhomomorphismen
(iv) Sei (G, ) = (Sy,0). Dann ist

(Sn,0) — (GLi(R),-), 0+ Ayr mit Ay(i,j) = {1’ falls j = (@),
0, sonst.

ein Gruppenhomomorphismus.

(v) Fir beliebige Gruppen (G, *) und (Gs, e) ist
P1,2: (Gb *) — (G27 .)a g+— €Gy
ein Gruppenhomomorphismus. ¢ heif3t der triviale Homomorphismus.

Beweis: Dass die Abbildungen aus (i), (ii), (iii), (v) tatsdchlich Homomorphis-
men sind, ist offensichtlich.

Zu (iv): Berechne zunédchst A,, - A,, fir 01,00 € S,,. Fur i,57 € {1,...,n}
gilt

(Ay, - Asy) zgzz Ay (i k) A, (ky 7).

Ay, (i, k) - Asy(k, j) ist 1 genau dann, wenn k = 04(i) und j = o2(k), sonst 0,
d.h

]-7 fallsy = UQ(Ul(i))7
0, sonst.

(Ao, A0 (i) = { } )

Damit ist Ao—lAO_;I = Aq = I, = AO_;IAO-17 also ist A,, € Gl,(R) fir alle
o1 € Sn
Auflerdem ist fiir alle 01,00 € S,

(01 002) = Agrooy) 1 = Ayigy1 = AU;1A051 = ¢(01)p(09),

0'2 00'1
@ ist also in der Tat ein Gruppenhomomorphismus. 0

Ab jetzt seien (G,x*), (H,e) stets Gruppen und ¢: (G,*) — (H,e) ein
Gruppenhomomorphismus.

Proposition I11.2.3 (Erste Eigenschaften von Gruppenhomomorphismen): Es
gelten die folgenden Aussagen:

(1) (P(eg) = €H,
(i) Fir alle g € G ist p(g71) = (p(g)) "

Beweis: (i) Es ist p(eq) = pleg x eq) = vleq) ® p(eg), d.h. wir kénnen
schreiben ey = (¢(eq)) ' @ pleg) = (¢(eq)) o pleq) ® v(eq) = ¢leq).
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(i) Es gilt o(g) @ p(g7") = ¢(g*g7") = w(eq) = en, und vollig analog
p(g") e p(g) = en, d.h. p(g™") ist invers zu ¢(g). O

Proposition IT1.2.4 (Bild und Urbild): Es gelten:

(i) Bild(¢) = ¢(G) C H st eine Untergruppe von (H,e),
(ii) Ist Hy C (H,e) eine Untergruppe, dann ist p~'(H;) C (G, *) eine Unter-
gruppe.

Beweis: Die Beweisstrategie fiir beide Teile ist die Verwendung des Untergrup-
penkriteriums.

(i) Das neutrale Element von G ist enthalten in ¢~ *(H), denn wir wissen
¢(eq) = ey € Hy, also ¢~ (H,) # @.
1

Seien g1, go € ' (Hy). Dannist p(g1%g2 ') = @(g1)e¢(g2") = @(g1)e¢(92) ",
und da H; eine Gruppe ist, gilt ©(g, * g5') € Hy, also g1 * g5~ € @ (Hy).
Damit ist o~ !(H;) eine Untergruppe von (H,e).

(i) Bild(¢) ist nicht leer, da Bild(¢) 3 ¢(eq) = ey. Fiir zwei Elemente
©(91),¢(g2) mit g1, 92 € G gilt

o(g1) e p(g2) ' = ¢(g1) e p(g5") = ¢(g1 * g, ") € Bild(p),

also ist Bild(y) eine Untergruppe von (H,e). O

Definition III.2.5 (Kern): Die Menge

Ker(p) = ¢ '({en}) = {9 € G| ¢(9) = en}

heit Kern von ¢.

Bemerkung I11.2.6 (Kern als Untergruppe): Der Kern von ¢ ist nach
sition I11.2.4] eine Untergruppe von (G, ).

Proposition IT1.2.7 (Kern vs. Injektivitit): ¢ ist injektiv genau dann, wenn
Kern(p) = {eq}-

Beweis: ,=“: Klar per Definition von Injektivitdt und [Proposition III1.2.3| (i).
,<="“: Seien g1, g2 € G mit ©(g1) = p(g2). Dann ist

(g% 95") = @(g1) @ 0(g2) " = @(g1) @ 0(g1) " = em,

d.h. g1 % g5 ' € Kern(yp) = {eg}, also ist g1 * g5 * = eg und damit g; = go. [
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Beispiel I11.2.8 (Fortsetzung von Beispiel II1.2.2): Fir die Gruppenhomomor-
phismen aus [Beispiel II1.2.2] (in gleicher Reihenfolge) ergeben sich

Definition I11.2.9 (Typen von Homomorphismen):

(i) ¢ heifit Endomorphismus von Gruppen, falls (G, x) = (H, e).

(ii) ¢ heiit Isomorphismus, falls es einen Gruppenhomomorphismus
1/}: <H7.) — <G7 *)

mit 1 o ¢ = idg und @ o 1) = idy gibt.

(iii) ¢ heifit Automorphismus, falls ¢ ein Endomorphismus und ein Isomor-
phismus ist.

Proposition I11.2.10 (Charakterisierung von Gruppenisomorphismen): ¢ ist
ein Isomorphismus genau dann, wenn @ ein bijektiver Gruppenhomomorphismus
15t.

Beweis: ,=“: Folgt aus der Definition und Proposition 1.4.12.

»,<="“: Wir miissen zeigen, dass fiir einen bijektiven Gruppenhomomorphismus
die Umkehrabbildung 1 = ¢! wieder ein Gruppenhomomorphismus ist. Seien
hy,hy € H. Dann gilt

(k@ ha) = ([ (h)] @ plir(ha)]) = ¢ (2ltb(h) * $(ha)]) = Wo(a) * (ha)
wegen 1 o p = idg und @ o ¥ = idy. U

Proposition I11.2.11 (Kern als ,,Normalteiler*): Fir N := Kern(y) gilt: Fir
allege G, he N istgxh*g '€ N.

Beweis: Wir rechnen nach:

lgxhxg™)=p(g)eph)ep(g) ' =plg)eenop(g) " =en. O
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Bemerkung I11.2.12 (Verkettung von Gruppenhomomorphismen): (i) Es sei-
en (G, %), (Go,e), (G5, xX) drei Gruppen. Ferner seien Gruppenhomomorphis-
men ¢1: (G, *) = (Ga,e) und ¢y: (Go,e) — (G, X) gegeben. Dann ist auch
die Verkniipfung

w20 G — G3
ein Gruppenhomomorphismus von (G, *) nach (G, x).

(ii) (Aut(G),o) ist eine Untergruppe von (Perm(G), o).

Beweis: (i) Fir a,b € G gilt

(2 0 p1)(a*b) = palp1(a*b)] = pa[pi(a) @ p1(b)]
= pa[p1(a)] X p2lp1(b)] = (w20 p1)(a) X (¢2 0 ¢1)(b).

(ii) Folgt aus Proposition 1.4.12 zusammen mit der Tatsache, dass id zu
Aut(G) gehort. O

Bemerkung I11.2.13 (Nachtrag): Seien (G, e) eine Gruppe und g ein Element
von G mit endlicher Ordnung ko = ord(g). Dann gilt:

(i) Das Erzeugnis (g) von g ist die Menge {1¢,g, 9% -+, g™ '}.

(ii) Die natiirliche Zahl ky ist charakterisiert iiber ky = min{k € IN | g* =
1g}.

(iii) Es gilt genau dann ¢" = 1g, wenn n von ko geteilt wird. Um das
einzusehen, kann man beispielsweise n (mod kgy) betrachten.

3. Die symmetrische Gruppe

M sei stets eine Menge. In diesem Abschnitt méchten wir Permutationen der
Menge M verstehen.

Erinnerung IT1.3.1 (Permutationsgruppe): Wie in Definition 1.4.17 eingefiihrt
bezeichnet Perm(M) := {f: M — M | f ist bijektiv}, und wie in Beispiel
II1.1.4 definiert, ist S, := Perm({1,...,n}). Beides sind Gruppen mit der
Verkettung von Abbildungen als Verkniipfungen.

Beispiel I11.3.2 (Die S3): Es sei n = 3. Wie in Definition 1.4.17 festgehalten,
ist #(S3) = 3! = 6, d. h. die oben aufgelisteten Abbildungen sind alle Elemente,
die es gibt und S3 = {id, 71, 72, 73, (1, (2 }. Wir listen alle Permutationen in S;
iiber ihre Wertetabelle auf:
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3. Die symmetrische Gruppe

1 2 3
id|{1 2 3
|l 3 2
T2 2 1 3
T3 3 2 1
G2 3 1
G312

Bemerkung II1.3.3 (Ordnung der S,): Wie bereits nach Definition 1.4.17 an-
gemerkt, ist #(S,) = nl.

Notation III.3.4 (via Wertetabelle): Wir notieren eine Permutation o € S,
iiber ihre Wertetabelle. Wir schreiben

_( 12 3 .. n)
77\ o)) 02 o(3) - oln) )

Beispiel I11.3.5: Die Permutationen id, & und 75 sehen in der neu eingefithrten
Notation folgendermaflen aus:

q_(123 C_123 (123
C=11923) S7\l231) ™ {213/

Definition II1.3.6 (Trdger): Fiur ¢ € Perm(M) heiBt Tr(o) = {z € M |
o(x) # x} der Trager von o. Zwei Permutationen oy, 0y aus Perm(M) mit
Tr(o1) N Tr(oy) = @ heilen disjunkt.

Beispiel I11.3.7: In Beispiel I11.3.2ist Tr(&;) = {1,2,3}, Tr(mz) = {1,2} und
Tr(id) = @.

Bemerkung II1.3.8 (Zum Vertauschen disjunkter Permutationen): Sind oy, 09
disjunkte Permutationen einer Menge M, dann ist o o 09 = 05 0 01. Die Dis-
junktheit ist zwingend notwendig fiir dieses Vertauschen. Beispielsweise gilt fiir
die Permutationen (i, 75 aus [Beispiel I11.3.2]

1 2 3 1 2 3
C1072=<3 9 1>=7'37£71=<1 3 2>:7'20C1-

Definition I11.3.9 (Zyklen und Transpositionen):
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(i) Seien z1,...,zx € M. Wir definieren die folgende Permutation &:

Tip1, fallsz=x;undie{l,... k—1},
&(x) =@, falls © = x4,
T, falls © ¢ {x1, ..., 21}

Solch eine Permutation heifit k-Zyklus. Wir schreiben & = (z1,...,xy). k
heiit die Linge von . Der Trager des k-Zyklus & ist Tr(€) = {x1, ..., zx}.
(ii) o € Perm(M) heiit Zyklus, falls es & € IN gibt, sodass o ein k-Zyklus ist.

(iii) o € Perm(M) ist eine Transposition, falls o ein 2-Zyklus ist.

Beispiel I11.3.10: (i) In [Beispiel II1.3.2| sind 71, 72, 73 Transpositionen und
51, 52 3—Zyk1€1’l.

(ii) Die Permutation

(12345
“\21453
aus S5 lasst sich schreiben als o = (12) o (345) = (345) o (12).

(iii) Der 4-Zyklus o = (2573) aus S; lésst sich als (25) o (57) o (37), also als
Komposition von Transpositionen, schreiben.

Bemerkung I11.3.11: Fiir den k-Zyklus & = (xq, ..., xp) gilt:
(21,...,21) = (v1,72) 0 (v2,23) 0 - -+ 0 (Tp—1, Tp).
Beispiel 111.3.12: Wir betrachten die Gruppe S;2 und die Permutation

(1 2 3456 7 8 910 11 12
7= 8 2 7411109 3 5 6 /°

Zwar ist 0 = (1) 0(2,12,6,4) 0 (3,8,10) o (5,7,11) o (9) kein Zyklus, aber o
lasst sich als Verkettung disjunkter Zyklen schreiben.

Satz 5 (iiber die Zerlegung von Permutationen in Zyklen): Sei M eine end-
liche Menge. Jede Permutation o € Perm(M) ist ein Produkt von disjunkten
Zyklen. Das heifst es gibt disjunkte Zyklen &, ...,y mit 0 =& 0&0---0&y.
Es gilt dann Tr(&;) C Tr(o). Das leere Produkt ist zugelassen, also N = 0 ist
erlaubt (dieses gibt o = id).
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3. Die symmetrische Gruppe

Beweis: Wir zeigen die Aussage via Induktion iiber die Anzahl der Elemente
im Tréger von o. Induktionsanfang: Ist #(Tr(c)) = 0, so ist ¢ ist die Identitét
und die Behauptung gilt.

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fur alle ¢’ € Perm(M) mit
#(Tr(0")) < #(Tx(0)).

Induktionsschluss: Wihle zy € Tr(c) und kg := min{k € N | o%(xq) = z0}.
Wir bemerken, dass kg < ord(c). Wir erhalten Z; = {xq, 0 (x), ..., 0% (z0)},
und setzen (; = (29, 0(xp),...,0" (xg)). Dann gilt also: Wenn = € Z;, dann
ist (1(z) = o(x). Setze jetzt o, := (; ' o 0. Dann gilt: Wenn x € Z;, dann ist
o1(r) = ¢ Ho(x)) =z und ist ¥ € M — Zy, dann ist o1 (z) = T (0(2)) = o(2),
also ist o1(x) € M — Z;. Damit ist Tr(oy) C Tr(o) — Z;, also haben wir
die Ungleichung #(Tr(oy)) < #(Tr(o)). Nach der Induktionsvoraussetzung
gibt es disjunkte Zyklen (5,...,(y mit oy = (3 0 --- o (y, auBerdem gilt
Tr(¢2), ..., Tr(¢y) C Tr(oy) und somit Tr(¢;) NTr(¢) =@ furi € {2,..., N}
Insgesamt haben wir

0=G0o01=0ogo-oCy

und (i, ...,y haben disjunkte Tréger. 0

Im Folgenden notieren wir Permutationen auch als Produkt disjunkter Zyklen,
und erhalten damit eine zweite Schreibweise.

Korollar IT1.3.13 (aus [Satz 5)): Es sei o € S,,. Dann gibt es eine nicht-negative
ganze Zahl m und Transpositionen Ty, ..., Ty 0 Sy, S0AASS 0 =Ty 0+ O Tyy,.

Achtung! Weder sind die oben angegebenen Transpositionen im Allgemeinen
disjunkt, noch ist m eindeutig.

Beweis: Folgt aus in Verbindung mit |Bemerkung I11.3.11] 0

Definition I11.3.14 (Signum): Sei 0 € S,,. Wir definieren das Signum von o
durch

I a(j) —o(i)

1<i<j<n  J T

Hierbei heifit H1§i<j§n<'> = ngign ?:iJrl(')'

sign(o) =
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Beispiel IT1.3.15: (i) Sei o = (1,2,3,4) € S4. Dann ist

0(2) —o(l) o(3)—0c(1) o) —0a(l) a(3)—0(2)
21 3-1 41 3-2
o(4)—o(2) o(4)—a(3)

49 4—3

3-2 4-2 4-3 1-3 1-4

T 2.1 3-13-2 4-2 4-3

=(-1)-(-1)-(-1)=-1L

An diesem Beispiel konnen wir sehen, dass sign(c) = (—1)* fiir k = #{(i, ) |
i<jundo(i) > o(j)}

sign(o) =

(ii) Sei o9 = (1,2) € S,,. Alle Faktoren in der Definition von sign(o,) sind 1,
bis auf diejenigen, wo ¢ = 1, 2. Das heif3t

o(j)—1 o@2)—2 -2 -1

‘7 —
-

J=3

wobei wir verwendet haben, dass ¢(2) = 1, und dass o(j) = 3 fir j > 3.

Bemerkung I11.3.16 (Fehlstand und Wirkung von Permutationen): (i) Wie
in ([11.3.15)) (i) kann man sich iiberlegen, dass fir o in S,, und k wie im Beispiel
gilt, dass sign(c) = (—1)*. Man nennt die Tupel (i, j) der Menge, iiber die k
definiert wird, Fehlstdnde, und k entsprechend die Anzahl der Fehlstande von
0.

Insbesondere ist das Signum jeder Permutation +1, was man der expliziten
Formel moglicherweise nicht sofort ansieht.

(i) Ist 7 ein weiteres Element der S, dann ist

sign(o) = H M: H U(”(i))_ (W("))

(1)

Das liegt daran, dass 7w nur die Reihenfolge der Faktoren vertauscht. Genauer
korrespondiert der Faktor zum Tupel (i, j) auf der rechten Seite zum Tupel
(', ') auf der rechten Seite, der durch

1<i<j<n J T 1<i<j<n T J)

i {(W(i),w(j)), falls (i) < 7(j),
’ (w(4),7(2)), falls w(i) > 7(j)

festgelegt ist.
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Proposition I11.3.17: Fir Permutationen o1,09 in S, gilt sign(oy o 09) =
sign (o) sign(oy).

Beweis: Mithilfe von [Proposition I11.3.16| rechnen wir die Aussage einfach nach:

sign(oy o 09) = 1<H< 71(02(J )]) _ 01(02( )
o ouoal) —oi(a() 1y 0ai) — oa(6)
1gg<n o2(j) — o2(i) lsggn J—1
= sign(oy ) sign(oy). O

Proposition I11.3.18 (Konjugationstrick): Seien #(M) > 2 und a,b,da’, b Ele-
mente von M mit a # b und o’ # b'. Waihle eine Permutation m mit w(a’) = a
und w(b') = b. Dann gilt:

(@ V) =7""o(ab)or
Beweis: Fir x € M gilt
b, fallsxz =d
(m o (a,b)om)(z) =<{da, fallsz=1V
xz, fallsz ¢ {d,b'}. O

Satz 6 (iiber das Signum): Sei n eine natirliche Zahl.
(i) Die Signumgsfunktion sign: S, — ({£1},-) ist ein Gruppenhomomor-
phismus.
(i) Ist T in S, eine Transposition, dann ist sign(7) = —1.
(iii) Ist & ein Zyklus der Linge €, d. h. § = (x1...x¢), dann ist

—1, falls ¢ € 2N,

sign(8) = {1, falls £ € 2IN + 1.

Beweis: (i) Das haben wir in |[Proposition 111.3.17] bereits festgehalten.

(ii) Nach dem Konjugationstrick [Proposition II1.3.18 gibt es eine Trans-
position 7, sodass 7 = 7o (12) o 7. In [Beispiel I11.3.15] haben wir aus-
gerechnet, dass sign(12) = —1 und nach |[Proposition 111.3.17] ist sign(7) =
sign(m)(—1) sign(r ') = —1.

(iii) Sei & = (x1...x) ein (-Zyklus mit xy,...,x, aus {1,...,n}. Nach
IKorollar I11.3.13|ist & = (z122) o (x923) 0 - - - o (x4_12¢) und sign(¢) = (—1)%. O
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4. Ringe

Zur Erinnerung: Gruppen verallgemeinern in einem gewissen Sinne die aus der
Schule bekannte Menge (R, +) der reellen Zahlen zusammen mit der Addition.
Sie stellen ein abstraktes Konzept dessen dar, was man bendtigt, um in einer
Menge ,verniinftig rechnen zu kénnen*.

In diesem Abschnitt mochten genauer verallgemeinern, was aus der Schule
ebenfalls bekannt ist: Reelle Zahlen kann man Addieren und Multiplizieren. Und
zwar auf eine Weise, sodass sich beide Operationen ,vertragen“ beziehungsweise
yzusammenpassen. Das wird durch die Distributivgesetze sicher gestellt.

Definition III.4.1 (Ring):

(i) Eine Menge R mit Verkntipfungen ,,+“, ,-“ heifit unitirer Ring oder Ring
mit Eins, falls gelten:

(1) (R,+) ist eine kommutative Gruppe,

(2) ,,- ist assoziativ,

(3) Es gibt ein neutrales Element 1 beziiglich -, das von Og verschie-
den ist, d.h. fir alle x € Rist - 1g =x = 1 - x.

(4) Es gelten die Distributivgesetze, d.h. fir alle z,y, z € R gilt

z(y+z2)=( y)+@ 2, (Y+tz2)z= 2)+ (2 ).

Wir nennen die Verkniipfung ,,+“ Addition, ,-* heifit Multiplikation, das
neutrale Element von (R,+) heit 0 (oder kurz manchmal 0), das
neutrale Element von (R, -) heifit 1 (oder kurz manchmal 1). Fiir 2 € R
heifft —z das Inverse zu x beziiglich ,+“ Fir x,y € Rist t—y 1= z+(—y).
Fir z,y,z € Rist z -y + 2z := (2 - y) + z (,Punkt vor Strich“).

Wir kiirzen ,unitarer Ring* beziehungsweise ,,Ring mit Eins® im Fol-
genden ab zu ,Ring".

(ii) Falls die Verkntiipfung .- zusétzlich kommutativ ist, dann heiit R kom-
mutativer Ring.

Es gibt in verschiedenen Bereichen der Mathematik unterschiedliche Auffas-
sungen dazu, was ein verniinftiger Ringbegriff ist. Entsprechend viele verschie-
dene Definitionen des Begriffs gibts es, und entsprechend wichtig ist es, sich
an die (in dieser Vorlesung) gewihlte Konvention zu halten. Diese deckt das
Spektrum an Ringen ab, die wir hier behandeln wollen.

Fir den Kontext: Insbesondere in der kommutativen Algebra und algebrai-
schen Geometrie ist man der Auffassung, dass ein Ring eine Eins haben sollte.
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Ringe ohne Eins werden dort manchmal als ,Rng“ bezeichnet; unter anderem
um anzuzeigen, dass diesem Ring etwas ,fehlt. AuBlerdem werden Ringe dort
in aller Regel als kommutativ vorausgesetzt.

Beispielsweise in der Theorie der Operatoralgebren ist es hingegen natiirlich,
sich mit nicht zwangsldufig kommutativen Ringen zu beschaftigen. Ebenfalls
spielen dort Ringe ohne Eins eine gewisse Rolle.

Beispiel I11.4.2: (i) (Z,+,-), (Q,+,-) und (R, +,-) sind Ringe.
(ii) (Z/nZ,+,-) ist ein Ring. Hierbei ist die Multiplikation erklart durch
[a] - [b] := [a - B].
Dass diese Verkniipfung wohldefiniert ist, zeigt man genau wie bei der Addition.
(ili) (R™",+,-) ist ein Ring.
(iv) Seien R ein beliebiger Ring und M eine nichtleere Menge. Dann wird

R := Abb(M,R) = RM zu einem Ring mit den nachfolgend definierten
Verkniipfungen:

f+g: M — R, m+—— f(m)+g(m), fg: M — R, mr~—— f(m)-g(m)

fir f,g € R'. Hierbei ist Oz die Abbildung von M nach R, die jedes Element
von M auf Ogr abbildet, und 1z die Abbildung, die jedes Element von M auf
1 abbildet.

Proposition I11.4.3 (Erste Eigenschaften): Sei (R, +,-) ein Ring. Dann gilt:

(i) Fir allex € R ist Or - x = 0g = z - Og.
(ii) Fir allex,y € Rist (—z)-y=—(z-y) =x-(—y).

Beweis: (i) Esgilt Og -z = (O +0g) -2 =0r-x 4+ 0g -z, d. h.
Op=—0Or-2)+0r-2=—0g-2)+0g-2+0g-z2=0r-2+0r-z=0g-x.
(ii) Wir wollen zeigen, dass (—z) - y das additive Inverse zu x - y ist:
z-y+(—z)-y=(@+(-2) y=0gry=0g
und wegen der Kommutativitat der Addition ist (—z) -y = —(z - y). Analog

zeigt man, dass x - (—y) = —(x - y). O

Definition I1I1.4.4 (Ringhomomorphismus):
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(i) Eine Abbildung ®: R — S heifit Homomorphismus unitdrer Ringe zwi-
schen zwei Ringen (R, +g, ‘r), (S, +s,s), wenn gelten:

(1) Fir alle z,y € Rist ®(x +ry) = ®(z) +5 P(y),
(2) Fir alle z,y € Rist ®(zx -gy) = () -5 P(y),
(3) Es gilt ®(1g) = 1s.
Wir schreiben in diesem Fall ®: (R, +g, r) — (S, +s, -s). Im Folgenden

schreiben wir meistens einfach ,,Ringhomomorphismus® statt ,Homomor-
phismus unitérer Ringe*.

(ii) Wir schreiben

HomRing(R, S)
={®: (R, +r,'r) = (S, +s,-s) | D ist Ringhomomorphismus}
fir die Menge der Ringhomomorphismen von (R, +g, -g) nach (S, +g, s).
Ist : (R, +r, r) = (S,+s,s) ein Homomorphismus unitarer Ringe, dann

ist ® insbesondere ein Gruppenhomomorphismus der Gruppen (R, +g) und
(S, +5). Insbesondere gibt es wieder

Kern(®) = {r e R| ®(r) = 05}, Im(®) ={®(r) | r € R}.

Allerdings handelt es sich bei Kern(®) nicht um einen Ring im Sinne unserer
Definition, da 1g nicht zu Kern(®) gehort. Genau wie fir Gruppen zeigt man,
dass ® injektiv ist genau dann, wenn Kern(®) = {0g} ist.

Bemerkung I11.4.5 (Kanonischer Homomorphismus): Sei (R,+,-) ein Ring.
Dann gibt es einen kanonischen Homomorphismus yz: Z — R mit den Eigen-
schaften xg(0) = Ogr; xr(n + 1) = xr(n) + 1g fir nichtnegative ganze Zahlen
n und yg(—n) = —xg(n) fir natirliche Zahlen n. Es gilt also
2 .1g,  falls 2 >0,
d(2) :== ¢ Og, falls z = 0,
1 —1g, falls z <0.

Dann ist & ein Ringhomomorphismus von (Z,+,-) nach (R, +,-), den wir
kanonischen Homomorphismus fir R nennen.

Definition I1I.4.6: Fir einen Ring (R, +,-) definieren wir

0, falls S°F | 1 # Op fiir alle k € IN,
min{k | ¥F , 1z = 0g}, sonst

char(R) := {

und nennen char(R) die Charakteristik von R.

64



4. Ringe

Genau dann ist yp injektiv, wenn char(R) = 0. In diesem Fall kénnen wir Z
als ,, Teilring von R auffassen“, beziehungsweise genauer Z so mit einem Teilring
von R von identifizieren, dass sich diese Kopie genau wie die gewohnten ganzen
Zahlen verhalt.

Definition I11.4.7 (Einheitengruppe): Sei (R, +,-) ein Ring.

(i) Sei z ein Element von R. Gibt es ein Element y von R, sodass xy = 1g =
yx, dann heiflt x invertierbar. In diesem Fall ist y eindeutig bestimmt
und wird mit ! notiert.

(ii) Seien zy,zy Elemente von R. Sind beide invertierbar, dann auch x;z5 mit
1 _ =11
(T122) 7 =2y

(iii) Die Menge R* := {x € R | x ist invertierbar} heifit Einheitengruppe von
R und es handelt sich tatsachlich um eine Gruppe.

Beweis: (i) Das ist dasselbe Argument wie in Definition I11.1.2.

(ii) Sind x1, 7y € R*, dann ist (zy-22)- (x5 -27") = 1z und (25 - 27t) - (2 -
T9) = 1g, d.h. o1 - x5 ist invertierbar mit Inversem x5 'x7?, also 2, - 29 € R,

(iii) Per Definition ist .- assoziativ mit neutralem Element 1z und jedes
Element von R* hat per Konstruktion ein Inverses beziiglich .-, d.h. R* ist
eine Gruppe. O

Ein Polynom ist von der Form ag + a1 X + -+ + aNX fiir eine Familie
ao, - ..,ay (N € IN) respektive eine Folge ay,...,an,0,... von Ringelementen.

Zur Erinnerung: Eine Abbildung a: N — R, heiflt Folge mit Gliedern in R
oder Folge in R. Ublicherweise schreibt man a,, statt a(n) und identifiziert die
Abbildung a mit der Familie ihrer Bilder (a,,)nen-

Gibt es ein Element r in R und eine natiirliche Zahl N, sodass a,, = r fir
jedes n > N, dann heifit die Folge (a,)nen schlieflich konstant. Ist (R, +,-) ein
Ring, ist (a,)new eine Folge in R und ist diese Folge schlieBlich konstant Og,
dann nennt man die Folge eine schliellich konstante Nullfolge.

Definition II1.4.8 (Polynom): Sei (R, +,-) ein Ring.

(i) Ein Polynom p ber R ist eine schlielich konstante Nullfolge (a,,)nen-

(ii) Ist die zugehorige Folge in (i) die konstante Nullfolge, dann heifit p das
Nullpolynom. Wir schreiben auch p = 0.
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(iii) Wir nennen

max{i € Ny | a; # 0}, falls p #0,
—00, falls p=10

Grad(p) = {

den Grad des Polynoms p.

Definition I1I1.4.9 (Polynomring): Sei (R, +,-) ein Ring. Wir schreiben R[X]
fiir die Menge der Polynome tiber R. Auf R|[X] definieren wir Verkniipfungen
»+¢ und - wie folgt: Fir p =37y a; X’ und ¢ = Y7 b; X7 setzen wir

max{n,m} 4 n+m
pra= Y (au+b)X',  pg=)]
=0 =0

wobei ¢; = Yty apbi_y, fiir 0 < i < n + m. Wir halten fest, dass a; = 0 und
bj =0, wenn ¢ > n respektive j > m. Dann bildet (R[X],+,-) einen Ring, und
wird Polynomring tiber R genannt. Dabei ist p = 1 (mit Grad(p) = 1) das
Einselement und p = 0 (mit Grad(p) = —o0) das Nullelement.

Definition I11.4.10 (Korper): Sei (R,+,-) ein Ring. Ist R ein kommutativer
Ring und ist R* = R — {0} (ist also jedes von Null verschiedene Element von
R multipliktativ invertierbar), dann heiit R ein Korper.

Beispiel I11.4.11: (i) Die Mengen der rationalen- bzw. reellen Zahlen mit
den gewohnlichen Verkniipfungen sind Korper.

(ii) Bei (Z,+,-) oder (R™™, +, ) handelt es sich nicht um Kérper.

(ii) Der Ring (Z/nZ,+,-) ist im Allgemeinen auch kein Koérper. Ist bei-
spielsweise n = 6, dann ist 2-3 = 0. Gébe es jetzt ein s € Z /67, sodass s-2 = 1,

dann ware 3=1-3=5-2-3 = s-0 =0, was natturlich Unsinn ist.

Proposition I11.4.12: st p eine Primzahl, dann ist (Z./pZ.,+,-) ein Korper.
Wir schreiben ), := Z/pZ.

Das IF in der oben erklarten Schreibweise rithrt vom englischen Wort fiir das
Konzept eines Korpers, namlich ,field“, her.

Beweis: Da wir bereits wissen, dass Z/pZ = {0,1,...,p — 1} ein kommutati-
ver Ring ist, bleibt nur zu zeigen, dass jedes von Null verschiedene Element
multiplikativ invertierbar ist. Sei dazu @ ein von Null verschiedenes Element
von Z/pZ. Die von a erzeugte Untergruppe in (Z/pZ./p) enthilt @ und 0, ist
nach dem Satz von Lagrange also ganz Z/pZ. Das bedeutet, dass auch 1 in
(@) liegt; es gibt also eine natiirliche Zahl k, sodass T = Y% | @ = ka. O
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Beispiel 111.4.13 (Korper der komplexen Zahlen): Es bezeichne C := R x R.
Auf C erklaren wir Verkniifungen ,+“ und ,-“ wie folgt: Fiir ¢; = (ug,v;) und
ca = (ug,v9) aus C seien

c1 + co = (ug + ug, v1 + v2), c1Co = (Ugtg — VU2, U Vg + UgVy).

Diese Verkntipfungen machen C zu einem Kérper. Wir schreiben i := (0, 1),
r := (r,0), wenn 7 eine reelle Zahl ist, und u + iv = (u,v). Mit dieser
Schreibweise ist i = (0,1)(0,1) = (—1,0) = —1.
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Kapitel 1V.

Vektorraume und Dimensionstheorie

In diesem Kapitel wollen wir das bereits bekannte Konzept des R-Vektorraums
verallgemeinern zum Vektorraum iiber einem beliebigen Koérper und die Eigen-
schaften von Vektorrdumen néaher studieren.

1. Vektorraume

In diesem Abschnitt sei stets (K, +,-) ein Korper.

Definition IV.1.1: Ein Vektorraum tber dem Korper K (kiirzer: K - Vektorraum)
ist eine Menge V' zusammen mit einer Verkniipfung ,,4+* und einer ,dufleren
Verkntiipfung” -: K x V — V', so dass gelten:

(VA) (V,+) ist eine abelsche Gruppe,

(My)

(My) Fiir alle My, Ao € K und = € V ist (A + A2)x = Az + Aoz,
(M3) Fur alle A € K und zy25 € V ist Mxy + 22) = Azq + Axo,
(M4) Fur alle )\17 )\2 € Kund x € V ist )\1 : ()\QI) = (/\1 . /\Q)ZE

Fir alle x € V ist 1gx = x,

Beispiel IV.1.2: Die Menge
K'={(xy,...,2,)" | 71,...,2, € K}

ist ein K-Vektorraum mit komponentenweiser Addition und komponentenweiser
skalarer Multiplikation.

Bemerkung IV.1.3: (i) Fir K = R ist Definition IV.1.1|genau die Definition
von R-Vektorraumen aus [Proposition [1.2.2
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(ii) Wir konnen wie in [Proposition II.3.1| (p x g)-Matrizen mit Fintrigen in
K als Abbildungen

{1,...,p} x{1,....q} — K
definieren und erhalten den K-Vektorraum K?*? wie in (Definition 11.3.4).
(iii) Alle Aussagen aus den Abschnitten (I1.2), (I1.3), (IL.4) und (IL.5) gelten

genau so fiir Vektorrdume, Matrizen und lineare Gleichungssysteme tiber einem
beliebigen Korper K.

Im Folgenden seien V, W stets K-Vektorrdume. Bei allen auftretenden Vek-
torrdumen notieren wir die Addition mit ,,+*“ und die skalare Multiplikation
mit - Fir v € V und A € K schreiben wir auch einfach kurz Av statt A - v.

Definition IV.1.4 (Vektorraumhomomorphismus):

(i) Ein (Vektorraum-)Homomorphismus von V nach W ist eine Abbildung
®: V — W mit den folgenden Eigenschaften:
(1) Fir alle u,v € Vist ®(u+v) = &(u) + ¢(v),
(2) Fir alle A € K und v € V ist ®(Av) = AP(v).
® ist insbesondere ein Gruppenhomomorphismus von (V, +) nach (W, +).

Statt Vektorraumhomomorphismus ist auch die Bezeichnung (K -)lineare
Abbildung gebréuchlich.

(ii) @ heiBt Endomorphismus, falls V- =W. ® heifit Isomorphismus falls es
eine lineare Abbildung ¥: V' — W gibt, die Yo ® = idy und ®o ¥ = idy,
leistet. ® heifit Automorphismus, falls ¢ ein Endomorphismus und ein
Isomorphismus ist. Die Vektorrdume V und W heiflen isomorph, falls
es einen Vektorraum-Isomorphismus ®: V' — W gibt; man schreibt in

diesem Fall V = W.

Beispiel IV.1.5: (i) Eine Matrix A € K?*? definiert die lineare Abbildung
B4 K7 — KP v Av.

(ii) Die Transpositionsabbildung *: KP*? — K97 A +— A! ist eine lineare
Abbildung (vergleiche (Proposition 11.3.10)).

(iii) Die Nullabbildung V' — W, v + Oy ist eine lineare Abbildung.

Bemerkung IV.1.6: Sei ®: V' — W eine lineare Abbildung.

(i) Kern(®) = {v € V | ®(v) = Oy} = & (0w ) ist ein Untervektorraum
von V.
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(ii) @ ist injektiv genau dann, wenn Kern(®) = {0y }.

(iii) @ ist ein Isomorphismus genau dann, wenn ® ein bijektiver Homomor-
phismus ist.

(iv) Verkettungen von linearen Abbildungen sind lineare Abbildungen.

Beweis: (i) Aus (Bemerkung II1.2.6) wissen wir, dass Kern(®) eine Unter-
gruppe von (V, +) ist, d. h. es gilt 0y € Kern(®). Ebenso aus der Situation fir
Gruppen ist bekannt: Sind vy, vy € Kern(®), dann ist auch vy + vy € Kern(®).
Seien jetzt A € K und v € Kern(®). Dann ist ®(Av) = A®(v) = Oy = Oy,
d.h. Av € Kern(®).

(ii) Folgt aus (Proposition I11.2.7).
(iii) Der Beweis funktioniert analog zum Beweis von (Proposition II1.2.10).
(iv) Nachrechnen. O

Erinnerung: Die Menge Abb(V, W) ist ein K-Vektorraum (vergleiche
tion 11.2.3).

Proposition IV.1.7: Die Teilmenge
Hompg vr(V, W) :={®: V — W | ® ist lineare Abbildung} C Abb(V, W)

ist ein Untervektorraum. Wir schreiben kurz Hom(V, W) := Homg _vgr(V, W).

2. Basen und lineare Unabhangigkeit

In diesem Abschnitt seien stets K ein Korper und V' ein Vektorraum tiber K.

Wir erinnern uns daran, dass es fiir ein Element x des K" eindeutige
A1, ..., Ay aus K gibt, sodass x = > ; \;e;. Hierbei sind die e; die kanonischen
Basisvektoren e; = (0; j)1<j<n des K™.

Bezeichnen F) ... F() die Fundamentallsungen des linearen Gleichungs-
systems Az = 0 und gehort v zu L(A|0), dann lasst sich v in eindeutiger Weise
schreiben als v = >77_, a;F9 d.h. wie oben sind die Koeffizienten o, ..., o,
eindeutig bestimmt.

Wir méchten in diesem Abschnitt die Begriffe ,,Basis“ und ,,Dimension* ein-
fithren und studieren. Dann werden wir zeigen, dass jeder K-Vektorraum (unter
Vorbehalt) eine Basis besitzt, und dass alle Basen dieselbe Méchtigkeit besitzen.
Die Dimension des Vektorraums ist deshalb definiert als die Machtigkeit einer
Basis dieses Vektorraums.
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Definition IV.2.1 (Linearkombination): Seien M eine Teilmenge von V' und v
ein Element von V. Gibt es eine nichtnegative ganze Zahl n, Elemente vy, ..., v,
von M und Elemente A;,...,\, von K, sodass v = 7' ; \;v;, dann heifit v
eine Linearkombination von M.

Ist in der obigen Definition n = 0, dann ist die Summe leer. Diese Summe
ist per Definition Oy .

Bemerkung IV.2.2: Der Nullvektor Oy ist Linearkombination fiir jede Teilmen-
ge von V. AuBerdem ist er die einzige Linearkombination der leeren Menge.

Definition IV.2.3 (Linearkombination, iiberarbeitet): Ist M/ eine Menge und
f: M — K eine Abbildung, dann heifit Tr(f) = {m € K | f(m) # 0} der Trd-
ger von f. Wir schreiben Abby(M, K) = {f € Abb(M, K) | Tr(f) ist endlich}.

Ist M eine Teilmenge von V und hat A\: M — K endlichen Trager, dann
definieren wir

> A = A(v)v.

veEM veETr(A)

Da der Trager von A endlich ist, ist die obige Summe endlich.

Definition IV.2.4 (Basis): Sei B eine Teilmenge von V. Falls sich jeder Vektor
v € V auf genau eine Weise als Linearkombination von B schreiben lasst,
d.h. wenn es fiir jedes v in V' genau ein A in Abby(B, K) gibt, sodass v =
> wen AMw)w, dann heifit B eine Basis von V.

Als erstes Etappenziel mochten wir zeigen, dass jeder ,endlich erzeugte®
Vektorraum eine Basis besitzt.

Definition IV.2.5 (Lineare Unabhingigkeit): Sei M ecine Teilmenge von V.
Falls folgt, wenn immer > i A(v)v = Oy, A € Abby(M, K), ist, dass A
die Nullabbildung ist, dann heifit M linear unabhdngig. Ist M nicht linear
unabhéngig, dann heift M linear abhdngig.

Lineare Unabhéngigkeit einer Menge M ist die Forderung danach, dass der
Nullvektor auf eindeutige Weise Linearkombination von M ist. Allerdings macht
das bereits alle Linearkombinationen von M eindeutig.

Beispiel IV.2.6: (i) Seien K = Rund M; = {v; = (1,2,3)", v = (1,—1,1)'}.
Dann ist v3 = (1,5, 5)" Linearkombination von M, denn vz = 2v; + 3u,.
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(ii) Die Teilmenge My = {(1,0)%,(1,1)"} ist linear unabhéingig in K?. Ist
namlich A\;(1,0)" + Ao(1,1)" = (0,0)%, dann ist A\; + Ay = 0 und Ay = 0, sodass
auch A; = 0 gelten muss. Die zugehorige Abbildung A: My — K ist gegeben
durch (1,0)" — 0 und (1,1)" — 0, ist also die Nullabbildung.

(iii) Fiigen wir M, aus (i) den Vektor vs hinzu, dann erhalten wir eine linear
abhangige Menge wegen vz — 2v; — vy = 0.

Bemerkung IV.2.7 (Lineare Unabhingigkeit fiir endliche Mengen): Eine end-

liche Teilmenge M = {vy,...,v,} von V ist genau dann linear unabhéngig,

wenn fiir jede Linearkombination der Null }°7" ; \;u; = Oy von M folgt, dass

AM=--=X,=0.

Definition IV.2.8 (Lineare Hiille): Sei M eine Teilmenge von V. Dann heifit
Lin(M) = {v € V | v ist Linearkombination von M }

die lineare Hiille von M oder auch das Vektorraumerzeugnis von M bezie-
hungsweise kurz Erzeungis von M. Wir schreiben auch (M) := Lin(M) und
(U1, ..., 0,) == Lin({vy, ..., v, }).

Beispiel IV.2.9 (Erste lineare Hiillen): (i) Essei M = {e;, ey} in K3. Dann

ist
1 0
Lin(M) :< 0,1 >

0 0
1 0 A1
=AM |0]+X |1 Z)\l,)\QGK = Ao I)\l,)\QGK
0 0 0

(ii) Fur M = @ als Teilmenge von V ist Lin(M) = {0y }.

Proposition IV.2.10 (Eigenschaften der linearen Hiille): Fiir eine Teilmenge
M von V' gilt:

(i) M C Lin(M).
(ii) Lin(M) ist ein Untervektorraum von V.

(iii) Fir (=) wie definiert auf Blatt 5, Aufgabe 3, gilt Lin(M) = (M), d. h.

Lin(M) = (U C V | U ist Untervektorraum von V., M C U}).
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(iv) Ist M’ eine Teilmenge von M, dann ist Lin(M') eine Teilmenge von

Lin(M).

(v) M st ein Untervektorraum von V' genau dann, wenn M = Lin(M).
(Entsprechend ist Lin(Lin(M)) = Lin(M).)

(vi) Fiir zwei Untervektorraume Uy, Uy von V' gilt:
Lin(U1 UUQ) =U,+U; = {I—l—y | rel,,y¢€ UQ}
Hierbei ist Uy + Uy ={v+w | v € Up,w € Us}.

Beweis: (i) Ein Element z in M koénnen wir zum Beispiel durch x = 1z als
Linearkombination von M schreiben.

(ii) Per Definition gehort Oy zu Lin(M) (siehe auch [Bemerkung IV.2.2)). Sind
v und w Elemente von Lin(M), dann gibt es vy,...,v, aus M und Ay,..., A,
aus K, sodass v = > | \;v;. Genauso gibt es passende vy, ..., v, aus M und
A, .. AL aus K sodass w = Y7 Mwl. Wir diirfen m > n annehmen, und
die Darstellung von v passend mit Nullen auffillen: v = 77| Ao, + >0, 1 Ovy.
Damit gehort v +w = Y7, A\jv; + 200 4 Awf zu Lin(M). Genauso gehért Av
zu Lin(M).

(iii) Sei U ein Unterraum von V', der M enthélt. Ist w ein Element von
Lin(M), d.h. es gibt v1,...,v, in M und Ay, ..., A, in K, sodass v = > | \v;.
Weil vy, ..., v, per Voraussetzung auch in U liegen und weil U unter Summen
und skalarer Multiplikation abgeschlossen ist, gehort dann auch v zu U. Wir
haben damit gezeigt, dass auch Lin(M) eine Teilmenge von U ist.

Insgesamt folgt M C Lin(M) C (M) mit der Definition von (M) von Blatt
5, Aufgabe 3. Weil (M) der kleinste Untervektorraum von V' ist, der M enthalt,
gilt auch (M) C Lin(M).

(iv) Folgt aus den Definitionen.

(v) <= folgt aus (ii), ,—* folgt aus (iii).

(vi) ,C“: Da U; + Us ein Unterraum von V ist, der U; U Uy enthélt, ist
Lin(U; U Us) in Uy + Us enthalten.

.2 Ist w ein Element von U; + Us, dann ist w von der Form w = wy + w»

fiir wy aus Uy und wy aus Us. Insbesondere gehoren die w; zu Uy U Us und w
ist ein Element von Lin(U; U Us). O

Satz 7 (Kriterium I fiir Basen): FEine Teilmenge B von V ist eine Basis von
V' genau dann, wenn B linear unabhdngig ist mit Lin(B) = V.

74



2. Basen und lineare Unabhéingigkeit

Beweis: Die Implikation ,—“ ist direkte Konsequenz der Definition einer
Basis (nur die triviale Nulldarstellung).

Fir ,«<=*: Sei v € V. Da Lin(B) =V, ist v eine Linearkombination von B.
Was wir noch zu zeigen haben ist die Eindeutigkeit dieser Linearkombination.
Seien AN A®) € Abby(B, V) mit v = 3,5 A (w)w = Y e p A? (w)w. Dann
ist

0=v-—v=Y AY(w) - \w))w.
weB
Da aber B linear unabhéngig ist, muss A" (w) — A®(w) = 0 fiir alle w € B
gelten, d.h. es ist schon A() = X und wir haben die Eindeutigkeit gezeigt.[]

Beispiel IV.2.11: Seien V = R? und

o= )= ()

Ist B eine Basis des R?? Nach haben wir zwei Dinge zu priifen: Die
lineare Unabhéngigkeit von B und ob B ganz R? erzeugt.

Zur linearen Unabhéangigkeit: Seien reelle Zahlen Ai, Ao gegeben, sodass
A1by + A2by = 0. Wir erhalten fir die erste bzw. die zweite Koordinate die
Gleichung A; + Ay = 0 bzw. \; — Ay = 0, welche aquivalent sind zum linearen

Gleichungssystem
1 1\ (M) _ (O
1 =1\ ) \0)"
11

Setzen wir A := (7 1), dann wissen wir: B ist linear unabhéngig genau dann,
wenn das homogene Gleichungssystem Ax = 0 nur die Losung {0} hat. Nach
[Korollar I1.5.21] ist das genau dann der Fall, wenn der Rang von A gleich der
Anzahl der Spalten von A (ndmlich 2) ist.

Zur Erzeugenden-Eigenschaft: Die lineare Hiille von B ist R? genau dann,
wenn es fiir jedes v € R? reelle Zahlen \; und )\, gibt, sodass v = \1b; + \abs.
Das ist genau dann der Fall, wenn es fiir jedes v € R? reelle Zahlen A\, Ay gibt,

sodass
11\ (A
1 —1/\x) 7"

Wiederum nach [Korollar I1.5.21]ist das dquivalent dazu, dass der Rang von A
gleich der Anzahl der Zeilen von A (namlich 2) ist.
Es bleibt also, den Rang von A zu bestimmen:

11&112111;1%10
1 -1 0 2 01 0 1/°

Da der Rang von A tatsichlich 2 ist, ist B eine Basis von R?.
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Proposition IV.2.12 (Kriterium fiir Basis im K"): Seien K ein Korper und
n, m natirliche Zahlen. Ferner seien vy, ...,v, € K™ und A = (v1]...|vm)-

(i) Die Menge {v1,..., vy} ist linear unabhdngig genau dann, wenn der Rang
von A die Anzahl m der Spalten von A ist.

(ii) Die Menge {v1,..., v} ist ein Erzeugendensystem von K™ genau dann,
wenn der Rang von A die Anzahl n der Zeilen von A ist.

Korollar IV.2.13 (Dimension des K™): Seien K ein Kiorper und n eine natiir-
liche Zahl. Jedes Basis des K™ hat genau n Elemente.

Beweis: Sei B eine Basis des K". Nach [Proposition IV.2.12(i) ist die Méachtig-
keit von B hochstens n. Insbesondere ist B endlich. Es gibt also eine natiirliche
Zahl m und Vektoren vy,...,v,, aus V, sodass wir B schreiben konnen als

B ={v1,...,un}. Setzen wir A = (vy]...|v,,), dann wissen wir nach
tion 1V.2.12] dass m = Rang(A) = n gelten muss, und wir sind fertig. O

Satz 8 (Koordinatenabbildung): Seien K ein Kiorper und V' ein K - Vektorraum.

(i) Ist B eine Basis von V', dann ist V = Abby(B, K).
(ii) Ist B = {v1,...,v,} endlich, dann ist V = K™.

Beweis: (i) Die Abbildung

A: Abby(B,K) —V,  A— 3 A(D)b

weB

ist linear wegen der Rechenregeln fiir endliche Summen und da die Vektorraum-
struktur auf Abbg(B, K) durch die punktweisen Verkniipfungen (punktweise
Addition von Funktionen und punktweise Skalarmultiplikation fiir Funktionen)
gegeben ist. Nach Voraussetzung gilt Lin(B) =V, d. h. A ist surjektiv. Da B
linear unabhéngig ist und damit Kern(A) = {0} gilt, ist A auflerdem injektiv.
Insgesamt ist A also ein Isomorphismus.

(ii) Nach (i) ist V' = Abby(B, K) = Abby({e1,...,e,}, K) = K", wobei
{e1,...,e,} die Standardbasis des K™ ist. O

Definition IV.2.14: Seien K ein Korper, n eine natiirliche Zahl, V' ein Vektor-
raum tiber K und B = {v1,...,v,} eine Basis von V. Dann hat jede Basis von

V' n Elemente und wir nennen dim(V') := n die Dimension von V. In diesem
Fall heifit V' endlichdimensional.
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2. Basen und lineare Unabhéingigkeit

Beweis: (i) Durch konnen wir uns auf das Resultat aus
lon TV.2.13 zuriickziehen. O

Satz 9 (Kriterium II fiir Basen): Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum
und B CV eine Teilmenge. Dann sind dquivalent:

(i) Die Menge B ist eine Basis.

(ii) Die Menge B ist eine beziglich Inklusion mazimale linear unabhdngige
Teilmenge von V', d. h. B ist linear unabhdangig und ist M eine weitere
Teilmenge von V- mit B C M, dann ist M nicht linear unabhdangig.

(iii) Die Menge B ist ein beziglich Inklusion minimales Erzeugendensysem
von V', d.h. Lin(B) =V und ist M' eine echte Teilmenge von B, dann
ist Lin(M') C V.

Beweis: (i) = (ii)“: Da B nach Voraussetzung eine Basis ist, ist B insbe-
sondere linear unabhangig. Ist M eine Teilmenge von V mit B C M, dann
gibt es v € M — B. Da B eine Basis ist, gibt es A € Abby(B, K), sodass
v =Y e AMw)w. Nun erklaren wir eine Abbildung \': M — K mit endlichem
Tréger durch

AMw), fallsw € B,

Nw)=<-1, fallsw=o,

0, sonst,

und finden Y-, cp NV (w)w = X ep AMw)w — 1v = 0, d. h. M ist linear abhangig.

(i) = (iii)“: Sei B eine beziiglich Inklusion maximale linear unabhéngige
Teilmenge von V. Wir wollen zeigen, dass dann schon Lin(B) =V und dass B
ein minimales Erzeugendensystem von V' ist.

Um zu zeigen, dass Lin(B) =V, sei v € V' gegeben. Gehort v zu B, dann
auch zu Lin(B). Gehort v nicht zu B, setze M := B U {v}. Da B maximal
linear unabhangig ist und B C M gilt, muss M linear abhangig sein. Es gibt
also 0 # X\ € Abby(M, K), sodass 3 ,car A(w)w = 0. Fir dieses A\ muss gelten,
dass o := A(v) # 0, denn sonst wire B bereits linear abhangig. Wir diirfen also
durch « teilen und erhalten

> Mw)w=0= i( > A(w)w) =0

weM weM
A
= V= — Z Mw
weB o

= v € Lin(B).
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Kapitel IV. Vektorrdume und Dimensionstheorie

Gébe es eine echte Teilemenge M’ von B mit Lin(M’) = B, dann erhielten
wir in (i) = (ii)“, dass B linear abhéngig sein miisste. Ein Widerspruch!

,(iii) = (1)“: Sei B ein minimales Erzeugendensystem von V. Wir wollen
zeigen, dass B dann auch linear unabhéngig sein muss.

Angenommen B wére linear abhéngig. Dann gibe es 0 # A € Abby (B, K),
sodass Y ,ep AM(w)w = 0. Da A # 0, gébe es vy € B mit A(vg) # 0. Fiir dieses
v finden wir dann wie in (i) = (iii)“, dass

A(w)
vy = — w,
=T W)

sodass Lin(B — {vg}) = V folgte. Ein Widerspruch! O

Korollar I1V.2.15: Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und M eine
nichtleere Teilmenge von V.

(i) Ist M linear abhdingig, dann gibt es v € M mit v € Lin(M — {v}).
Insbesondere gilt Lin(M) = Lin(M — {v}).

(ii) Ist M linear unabhingig und ist v € V — Lin(M), dann ist auch M U {v}
linear unabhdngig.

Beweis: Aussage (i) folgt aus dem Beweis von ,(iii) = (i)“ im Beweis von
[Satz 9| Aussage (ii) folgt aus dem Beweis von ,,(ii) = (iii)* im Beweis von
batz 9 U

Satz 10 (Basiserginzungssatz): Seien K ein Korper und V' ein K-Vektorraum.
Hat 'V ein endliches Erzeugendensystem. Dann gilt:

(i) Der Vektorraum V hat eine Basis.

(i) Jedes Erzeugendensystem von V' enthdlt eine Basis von V.

(iii) Jede linear unabhdngige Teilmenge von V ldisst sich durch Hinzunahme
endlich vieler Elemente zu einer Basis ergdnzen.

Beweis: (i) Konnen wir (ii) zeigen, dann gibt es (i) gratis.

(ii) Wegen |[Proposition IV.2.15(i) und der Endlichkeit des Erzeugenden-
systems haben wir nach endlich vielen Rauswiirfen ein beziiglich Inklusion
minimales Erzeugendensystem von V. Nach ist das eine Basis von V.

(iii) Nach (ii) hat V eine endliche Basis. Nach [Proposition IV.2.12|und [Satz 9|
ist jede linear unabhéngige Teilmenge von V' insbesondere endlich und mithilfe
von [Proposition IV.2.15((ii) erhalten wir durch Hinzunahme von endlich vielen
Vektoren von V' eine Basis von V. U

78



3. Lineare Fortsetzung und Abbildungsmatrix

Definition IV.2.16: Sei V ein Vektorraum iiber K. Besitzt V' ein endliches
Erzeugendensystem, dann heifit V' endlichdimensional, sonst unendlichdimen-
sional. Ist V' endlichdimensional und ist B irgendeine Basis von V', dann nennen
wir dimg (V') := #(B) die Dimension von V iber K.

3. Lineare Fortsetzung und Abbildungsmatrix

Wegen der Rechenregeln fiir endliche Summen sind lineare Abbildungen dadurch
eindeutig festgelegt, was sie auf einer Basis des Startvektorraumes tun. Wir
werden sehen, dass uns das erlaubt, die Wirkung linearer Abbildungen zwischen
endlichdimensionalen Vektorraumen durch Matrizen zu beschreiben.

Satz 11 (Fortsetzungssatz): Seien K ein Korper, V und W zwei K - Vektorraume
und B eine Basis von V.

(i) Jede lineare Abbildung ¢: V — W ist eindeutig durch ihre FEinschrinkung
fi=¢|lp: B— W bestimmd.

(ii) Jede Abbildung f: B — W ldsst sich auf genau eine Weise zu einer
linearen Abbildung ¢: V. — W fortsetzen, d. h. es gibt genau einen Vek-
torraumhomomorphismus ¢: V. — W, sodass ¢|g = f. Dieser heifst
lineare Fortsetzung von f.

Beweis: (i) Sei v ein Element von V. Da B eine Basis von V' ist, gibt es
Ay € Abbg(B, K) mit v = Y ,c5 Ay (b)b und wir erhalten

6(0) = o( X M0)b) = X A(b)ol6) = 3 A0 (1)
beB beB beB
(ii) Fir jedes Element v von V' gibt es A, € Abby(B, K) mit v = Y ,c5 Ay (b)d.
Deshalb kénnen wir ¢: V' — W definieren durch

OV —W, v > Ay(b)b.

beB

Wegen der Rechenregeln fiir endliche Summen liefert das eine lineare Abbildung.
Die Eindeutigkeit dieser Festsetzung folgt aus (i). O

Korollar 1V.3.1: Seien K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und B eine Basis
von V. Dann ist die Abbildung

H: Homg(V,W) — Abbo(B,W), ¢+ d|p

ein Isomorphismus von K -Vektorrdumen.
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Beweis: Nach ist H bijektiv und wegen der punktweisen Verkniipfungen

und der Rechenregeln fiir endliche Summen ist H linear. 0

Wir haben in gesehen: Ist V' ein Vektorraum iiber de Korper K mit
Basis B = {by,...,b,}, dann erhalten wir einen Isomorphismus

AIKn—>V, (Q?l,...,xn)t'—>21’ibi.
=1

Fir das, was folgt, wird die Reihenfolge der Elemente der Basis eine Rolle
spielen, weswegen wir geordnete Basen B = (by,...,b,) betrachten wollen.

Sind n und m natiirliche Zahlen und A € K™*™ eine Matrix, dann schreiben
wir Ly: K™ — K", x — Ax.

Satz 12 (Darstellungsmatrix): Seien K ein Korper, V. und W Vektorraume
iber K mit geordneten Basen B = (by, ..., by,) respektive C = (cq,...,¢,) und
¢: V= W eine lineare Abbildung. Dann ¢ibt es genau eine Matrix A € K™*™,
sodass

Dco¢p=Lyo Dg.

Die Eintrige der Matriv A = (a;;) sind bestimmt durch a;; = X;;, wobei
o(bj) = Sorq Nijei fir 1 < j < m. Wir schreiben Do p(¢) := A und nennen
diese Matrixz die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich B und C.

Beweis: Wir skizziere zunéchst die Situation fiir lineare Abbildungen ¢: K™ —
K™: Die Darstellungsmatrix von v beziiglich der Standardbasen ist die Matrix
A = (Y(e)]...|Y(em)), denn Ae; liefert die i-te Spalte von A, d.h. fir v =
>, v;e; haben wir deshalb

Y(v) = LZJ(ZE%@) = g;viw(ei) = gviAei = A<gviei> = A(v)

und somit L4 = ¢. Genau das wollen wir auch fiir ¢: V' — W erreichen.

Da wir aber auf der Ebene von V' und W keine Matrizen zur Verfiigung
haben, miissen wir in die Koordinatenvektorraume K™ bzw. K" iibersetzen.
Das machen wir bei fixierten geordneten Basen mittels Koordinatenabbildungen,
um schlieBlich die Matrix A € K™ zu finden, fiir die Ly = D¢ o ¢ o D'

Dadurch, dass Dp(b;) = e; fur 1 < i < m, dass La(Dg(b;)) die i-te Spalte
von A liefert und wir D¢ o ¢ = L4 o Dg erreichen wollen, wissen wir, dass die
i-te Spalte von A aus den Koordinaten von ¢(b;) beziiglich C' bestehen muss.
Aber genau das sind die Gleichungen, die wir fiir die Eintrage der Matrix A
bereits angegeben haben. O
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3. Lineare Fortsetzung und Abbildungsmatrix

Bemerkung IV.3.2 (Definierende Gleichung der Abbildungsmatrix): In der Si-
tuation von [12] gilt insbesondere fiir alle v in V'

De(®(v)) = Dep(®)Dp(v).

Beispiel IV.3.3: Seien V = W = R? und ®: V — V die Spiegelung an der
Diagonalen y = x. Betrachte die geordnete Basis

B=<bl::<i>’b2::<_}>>

Schreiben wir v € R? als v = A\by + Ayby, dann ist ®(v) = A\b; — Aoby. Die
Linearitit von @ ist jetzt offensichtlich. Ferner ist

DB(@@)):(_i;):(é _?)(2):@ _?)DB(U).

Damit lesen wir die Darstellungsmatrix ab als

D (@) = ( ;Y )

Proposition IV.3.4 (Darstellungsmatrix und Verkettung): Seien Vi, V5, V3 K-
Vektorraume mit Dimensionen nqi,ns,n3, ®: Vi — Vo und W: Vo — V3 lineare
Abbildungen und By, By, By Basen von Vi, Vs und V3. Dann gilt fir die zugehd-
rigen Abbildungsmatrizen. Dann gilt

Dg, 5, (Yo ®) = Dp, 5, (V)Dp, 5 (P).

Beweis: Wir betrachten das folgende Diagramm von Abbildungen

K™ ———— K™ ———— K"
1 2

mit den linearen Abbildungen

l: K™ — K™, z+— Dp, g, (P)z,
621 K™ —)Kng, $|—>D337BQ(\IJ)$.

Es gilt (Dp, o W o ®)(x) = ({30 Dp, 0o ®)(x) = (l3 01y o Dp,)(z). Nun halten

wir fest, dass (3 0 ¢1)(v) = Dp, B,(V)Dp, B, ()v. Wegen erhalten wir
darum DBg,B1 (\Ij o (I)) = DB3732(\I/)D32731 ((I)) ]
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Definition IV.3.5 (Basiswechselmatrix): Seien K ein Koérper, n eine nattirliche
Zahl, V' ein K-Vektorraum und B = (by,...,b,), B’ = (b},...,b) geordnete
Basen von V. Dann heifit Dp g := Dp p(id) Basiswechselmatriz von B nach
B'.

Auch die Bezeichnung Koordinatentransformationsmatriz von B nach B’ ist
gebrauchlich. Das liegt daran, dass fiir alle v € V' gilt, dass

DB/(U) = DBI,BDB(U).

Da die Eintrage \;; der Basiswechselmatrix Dp g bestimmt sind durch die
Gleichungen b; = Y7, A\, ;b; fir 1 < j < n, geben die Eintrige dieser Matrix
aber gleichzeitig an, wie die Basis B aus der Basis B’ hervorgeht. Deshalb wird
diese Matrix gelegentlich auch Basiswechselmatriz von B' nach B genannt.

Proposition I1V.3.6: Seien K ein Kiorper, V und W Vektorrdume tiber K mit
geordneten Basen B = (by,...,by) und C' = (c1,...,¢,) und sei ®: V. — W
eine lineare Abbildung. Ferner seien B’ und C" weitere geordnete Basen. Dann
qilt

Der g/ (®) = Der ¢ Do p(®) D pr-

Beweis: Da im folgenden Diagramm jedes der Quadrate kommutiert, kénnen
wir die Situation mit dem folgenden kommutativen Diagramm abbilden:

Vv id Vv @ WidW

T S P

K" —— K™ K" K"

LDB,B/ Lpc g LDC/,C

Wegen id o¢ o id = ¢ beschreiben die dufleren Pfeile das Diagramm der Darstel-
lungsmatrix D¢ pr(¢). Die Komposition der Pfeile in der unteren Zeile liefert
die Abbildung z — D¢ ¢ De p(¢)Dp, prx, was wir behauptet haben. O

Satz 13 (Basiswechsel und Darstellungsmatrizen): Sei K ein Korper.

(i) Seien ¢: Vi — Vo und 1p: Vo — Vi lineare Abbildungen zwischen end-
lichdimensionalen K -Vektorrdumen und seien By, By und B3 geordnete
Basen der jeweiligen Vektorraume. Dann gilt

DB3,Bl (¢ © ¢) = DB3,BQ (¢)D32,B1 <¢)
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4. Summen von Unterraumen und Faktorraume

(ii) Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum tiber K mit geordneten Basen
B und B'. Dann ist die Basiswechselmatrizc Dp p reguldr und fir die
Inverse gilt Dg,{B = Dpp.

(iii) Fiur V = K™ und die Standardbasis E = (ey,...,e,) von K™ und eine
weitere geordnete Basis B = (by,...,by,) gilt Dgp = (by]...|b,).

(iv) Fir geordnete Basen B und B' von K™ gilt
DB’,B — DB’,EDE,B = DE,IB/DE,B-
Beweis: (i) Die Situation konnen wir im Diagramm

¢ P

Vi Vo V3
u| o) |7s
K™ I K™ o K"

einfangen, wobei A = Dg, p,(¢), B = Dp, p,(¢), n1 = dim Vi, ny = dimV;
und ng = dim V3. Fiir die Matrix C := Dp, p, (¢ o ¢) gilt jetzt

Lo = Dp,otp0¢poDpl = Lo Ly,

also folgt die Behauptung.
(ii) Das folgt aus (i) fiir v = ¢ =id und B, = B, By = B', B3 = B.
(iii) Mit B' = E = (ey,...,e,) erhalten wir die bestimmenden Gleichun-

gen b; = >, A je; fiir die Basiswechselmatrix, d.h. die ); ; sind genau die
Koordinaten von b; beziiglich der Standardbasis.

(iv) Folgt aus (i) und (ii). O

4. Summen von Unterraumen und Faktorraume

Seien K ein Korper und V' ein Vektorraum iiber K. Sind Uy, ..., U, Untervek-
torraume von V', dann haben wir bereits gesehen, dass

U=U+ - 4+U,={m+ -4z, |z1€Uy,...,0, €U} CV

n
=1

auch ein Untervektorraum von V' ist. Wir nennen U; + - - - + U,, die Summe von

Ui,... .U,
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Definition IV.4.1 (Direkte Summe): Seien K ein Korper, V ein Vektorraum

iber K und Uy,...,U, Untervektorraume von V. Falls gilt: ,Wenn immer

u, € Uy,...,u, € U, mit uy +--- + u,, = 0, dann sind u; = --- = u,, = 0,

dann heifit die Summe U; + --- + U,, direkt. In diesem Fall schreiben wir
iz Ui = 2, Ui

Bemerkung IV.4.2: Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und Uy, ... U,
Untervektorrdume von V. Ist 37 | U; direkt, dann haben wir furé, j € {1,...,n}
mit ¢ # j, dass U; N U; = {0}. Das sieht man so: Fir v € U; N Uy haben wir
v—v+0+---4+0=0, d. h. v =0 per Definition der direkten Summe. Die Um-
kehrung dieser Aussage gilt nicht! Sind beispielsweise V = R?, U; = ((1,0)%),
Uy = ((0,1)") und Us = ((1,1)"), dann haben wir zwar U; N U; = {0} fir

1§i7j§37i7éj7aber
0\ (1) [0\ (-1
o) ~lo) T l1) T \21)

Satz 14 (iiber die direkte Summe): Seien K ein Korper, V' ein Vektorraum
tiber K und Uy, ..., U, Untervektorraume von V.

(i) Seien By,...,B, Basen von Uy,...,U,. Ist die Summe der U; direkt,
dann ist B := By U---U B,, eine Basis von @;_, U;.

(ii) Seien Uy, ..., U, endlichdimensional. Genau dann ist die Summe der U,
direkt, wenn dim(}-1 , U;) = > 1, dim U;.

Beweis: (i) Per Definition von @}, U; ist B ein Erzeugendensystem. Bleibt
also die lineare Unabhangigkeit zu zeigen. Sei dazu A € Abby(B, K) mit
0 = Y ep A(b)b. Setze u; := Y pep, A(b)b. Dann ist uy + -+ + u, = 0 und da
die Summe direkt ist, erzwingt das u; = -+ = u,, = 0. Damit muss A\ die
Nullabbildung sein und B ist linear unabhéngig.

(ii) ,=—* folgt aus (i). Zu ,<=*: Da die U; endlichdimensional sind, hat
jeder der Vektorraume eine Basis, sagen wir B; C U,. Setze B := UJ;_; B;. Dann
haben wir

#B <Y #B; = dimU; = dim (ZUi)
=1 =1 =1

Da B ein Erzeugendensystem von Y1, U; ist, gilt dim(}" , U;) < #B. Nun
liefert [Satz 9] dass B eine Basis von Y_i; U; ist und die lineare Unabhéngigkeit
von B liefert die Direktheit der Summe. [
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4. Summen von Unterraumen und Faktorraume

Definition 1V.4.3 (Aquivalenz modulo Unterraum): Seien K ein Korper, V
ein Vektorraum tber K und U C V ein Untervektorraum. Auf V' wird durch

V1~ Uy = v — Uy EU

eine Aquivalenzrelation, genannt Aquivalenz modulo U, erklirt. Fiir v € V
bezeichnet

W ={weV]jv~rw}={weV|jv-welU}=v+U

die Aquivalenzklasse von v und V/U := V/~ = {[v] | v € V'} bezeichnet die
Menge der Aquivalenzklassen beziiglich Aquivalenz modulo U.

Proposition IV.4.4 (Quotient nach Unterraum): Seien K ein Korper, V ein
Vektorraum iiber K, U CV ein Unterraum und V/U die Menge der Aquiva-
lenzklassen beziiglich Aquivalenz modulo U. Auf V/U wird duch

o] + [w] = o+ w],  Afo] =[]

eine K -Vektorraumstruktur erkldart. Zusammen mit dieser heifit V/U der Quoti-
ent von V nach U oder Faktorraum V/U. Die Abbildung 7: V — V/U, v — [v]
heiffit kanonische Projektion. Die kanonische Projektion ist surjektiv, linear,

und erfillt kerm = U.

Beweis: Sobald wir uns davon iiberzeugt haben, dass die oben angegebenen
Verkniipfungen wohldefiniert sind, sehen wir sofort dass V/U ein K-Vektorraum
ist, da wir reprasentantenweise rechnen und wir wissen, dass V' ein Vektorraum

iiber K ist. Fiir die Wohldefiniertheit ist die Unabhangigkeit von der Wahl der
Reprasentanten zu priifen.
Per Konstruktion ist die kanonische Projektion 7 surjektiv. Sind v und w
Elemente von V', sowie o in K, dann haben wir
(v + aw) = [v+ aw] = [v] + [aw] = [v] + a[w] = 7(v) + ar(w),
also ist 7 linear. Wegen [0] = 0+ U = U ist gerade kerm = U. O
Satz 15: Es seien K ein Korper, V. und W Vektorraume tiber K, ¢o: V — W

eine lineare Abbildung und U C V' ein Untervektorraum mit U C Kern(yp).
Dann gibt es genau eine lineare Abbildung ¢: V/U — W, die das Diagramm

vV == V/U

NP

w
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kommutativ macht, d. h. pom = . Sind sogar U = Kern(p) und W = Bild(y),
dann ist ¢ injektiv (und per Konstruktion surjektiv), d. h. V// Kern(p) = Bild(y)
vermoge .

Beweis: Wegen ¢ o m = ¢ haben wir keine andere Wahl, als zu definieren:
o([v]) := ¢(v). Jetzt haben wir zu tuberprifen, dass @ wohldefiniert ist, d. h.
dass alle w € [v] unter ¢ dasselbe Bild haben.

Ist U = Kern(y), dann ist ¢ injektiv. Wegen Bild(p) = Bild(y) ist ¢ auch
surjektiv, d.h. ¢: V/U — Bild(yp) ist ein Isomorphismus. O

Proposition IV.4.5 (Basis des Faktorraums): Seien K ein Korper, V ein Vek-

torraum tber K und U C V ein Untervektorraum. Sind B’ C U eine Basis und

B CV eine Basis von 'V, die B' enthdlt, dann ist
C:={p=b+U|be B-B'}

eine Basis von V/U.

Beweis: Zunéchst zeigen wir, dass Lin(C') = V/U. Sei dazu v € V' gegeben. Da
B eine Basis von V ist, gibt es A € Abbg(B, K) mit v = Y ,c5 A(b)b, d. h.

o] =

SAGY = 3 G+ A= 3 AL,

beB beB-B' beB’ beB—-B’

Nun zur linearen Unabhéngigkeit: Sei A € Abbg(B — B’, K') gegeben, sodass
Seen_n A[0])[6] = [0]. Setze u := Y ycp_p A(b)b. Dann ist [u] = [0], d.h. u
gehort zu U. Weil B’ eine Basis von U ist, gibt es also A\, € Abb(B’, K), sodass
U =Y pep Au(b)b und damit ist

S AB— 3 A(b)b = 0.

beB-B’ beB’

Da B eine Basis ist, muss nun A die Nullabbildung sein. 0

Satz 16 (Dimensionsformel): Seien K ein Korper und V' ein endlichdimensio-
naler Vektorraum tiber K mit dimV = n.

(i) Ist U C V ein Untervektorraum, dann ist dimV/U = dimV — dim U.
(ii) Sind Uy und Uy C V' Untervektorraume, dann ist

dlm(Ul + UQ) = dim U1 + dim UQ — dlm(U1 N Uz)
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4. Summen von Unterraumen und Faktorraume

(iii) Ist W ein weiterer K-Vektorraum und ¢: V' — W linear, dann ist

dim V = dim Kern ¢ + dim Bild ¢.

Beweis: (i) In[Proposition IV.4.5 haben wir gezeigt, wie man eine Basis von
V/U erhalten kann. Insbesondere haben wir die Dimension von V/U bestimmt.

(ii) Wir méchten den Homomorphiesatz anwenden, um die Behauptung zu
zeigen. Dazu suchen wir uns eine geeignete surjektive lineare Abbildung mit
dem richtigen Kern, namlich

OéiU1XU2HU1+U2, (ul,ug)»—>u1—u2.

Ist uy + uy € Uy + Uy vorgegeben, dann ist a(uy, —ug) = uy + ug, d. h. « ist
surjektiv. Auch den Kern von « kénnen wir leicht erkennen, der ist ndamlich

Kerna = {(u1,u2) € Uy X Uy | uy = uy}.

Wir haben somit einen Isomorphismus U;NUy — Kern o, w — (u, w). Schlieflich
konnen wir Dimensionen von U; x Uy und U; + Uy miteinander in Verbindung
bringen: Ist B; eine Basis von U; und ist Bs eine Basis von Us, dann erhalten
wir durch B := {(b,0) | b € B;} U{(0,b) | b € By} eine Basis von U; x U, der
Maéchtigkeit dim Uy 4+ dim U,. Mit (iii) erhalten wir jetzt

dim Ul + dim U2 = d1m(U1 X Uz)
= dim Kern a 4 dim Bild @ = dim(U; N Uy) + dim(U; + Us).

(iii) Aus kennen wir die Isomorphie Bild¢ = V/Kern¢. In den
Ubungen werden Sie zeigen, dass das bedeutet, dass beide Vektorraume die
selbe Dimension haben miissen. Wir kénnen mit (i) deshalb folgern:

dim Bild ¢ = dim(V/ Kern ¢) = dim V' — dim Kern ¢. O

Definition IV.4.6 (Rang und Kern): Scien K ein Korper, V ein endlichdimen-
sionaler Vektorraum tiber K, W ein weiterer K-Vektorraum und ¢: V' — W
linear. Dann heifit Rang ¢ := dim Bild ¢ der Rang von ¢.

Seien n und m natiirliche Zahlen, K ein Kérper und A € K™*™ gegeben.
Dann heifit Kern A := {x € K™ | Az = 0} der Kern der Matriz A.

Satz 17 (Rang): Seien K ein Kérper, V und W endlichdimensionale Vektor-
raume tuber K und ¢: 'V — W linear.
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Kapitel IV. Vektorrdume und Dimensionstheorie

(i) Es gilt dimV = dim ker ¢ + Rang ¢.

Haben wir geordnete Basen B = (by,...,by) von'V und C = (cy,...,¢,) von
W, und ist A := D¢ p(p), dann gilt:

(ii) Der Kern von ¢ ist isomorph zum Kern der Matriz A, d. h. beide Defini-
tionen von ,,Kern“ passen zueinander.

(iii) Bezeichnet {ey,...,en} C K™ die Standardbasis, dann ist das Bild von ¢
isomorph zu Lin(Aey, ..., Aey,), d. h. der linearen Hiille der Spalten der
Darstellungsmatriz von A.

(iv) Die Rdinge von A und @ stimmen tberein, also Rang A = Rang ¢.

(v) Bezeichnen sy, ..., Sy, die Spalten und z, ..., z, die Zeilen von A, dann
1st
Rang A = dim Lin(sy, ..., sp,) = dim Lin(zq, ..., z,).

Beweis: (i) Wegen der Definition des Ranges von ¢ ist das genau [Satz 16((iii).

(ii) Per Definition der Darstellungsmatrix kommutiert das Diagramm

vV — W

D |pe

K" —— K"
PpA
Der Untervektorraum ker ¢ von V' wird vom Isomorphismus Dpg auf einen
Untervektorraum U von K™ abgebildet. Fiir ein Element v des Kerns von ¢
gilt wegen der Kommutativitiat des Diagramms, dass

05 = Dc(9(v)) = pa(Dp(v)) = ADp(v),

sodass U C kerp,. Weil die Koordinatenabbildungen Isomorphismen sind,
haben wir auflerdem D¢ o ¢ o Dg' = 4. Fiir ein w aus ker ¢4 ist darum
Oxn = pa(w) = Do(¢(Dg'(w))), was wegen der Injektivitit der Koordinaten-
abbildungen zeigt, dass D' (v) zu ker ¢ gehért. Es folgt D' (ker p4) C ker ¢
und so insgesamt Dp(ker ¢) = ker p 4. Insbesondere ist ker ¢ = ker 4.

(iii) Genau wie (ii).
(iv) Wie wir wissen, ist Rang A = m — dim Kern A. Nach Aussage (iii) ist

dim Kern A = dim Kern ¢, sodass Rang A = m — dim Kern ¢. Wegen (i) ist das
aber genau Rang ¢.
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4. Summen von Unterraumen und Faktorraume

(v) Das Bild der linearen Abbildung ¢4: K™ — K™, x — Az ist das Erzeug-
nis der Spalten von A, sodass (iv) liefert: Rang A = Rang ¢4 = dim(sy, ..., Sm).

Sei nun 7' die Treppenform von A. Die Treppenform von A entsteht aus
A durch Zeilenoperationen, genauer: Es gibt elementare Zeilenumformungen
Zy, .., Zy (d-h Zy, =AY, oder Z), = Vi ; oder Z;, = diag(ay, ..., ay), wobei
a, a1,...,0, € K*) sodass T = Z;--- Zn - A.

Setze Ag := Zyy1 -+ Zn - A. Fir Agyy = Z - Ay ist der Spann der Zeilenvek-
toren von A; der Spann der Zeilenvektoren von Ay, 1, d.h. das Erzeugnis der
Zeilen von A ist gleich dem Erzeugnis der Zeilenvektoren von T'. Aber dann ist
auch dim Lin(z,...,2,) = RangT = Rang A. O
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Kapitel V.

Endomorphismen von Vektorraumen

1. Endomorphismen und Basiswechsel

Bemerkung V.1.1 (Basiswechsel): Seien K ein Korper, V' ein endlichdimensio-
naler Vektorraum iiber K mit geordneter Basis B = (by,...,b,), ¢: V =V
linear und B’ = (b],...,b),) eine weitere geordnete Basis von V. Setzen wir
A= DB,B(¢); A = DB’,B’(¢) und S := DB’,B; dann liefert IPI'OpOSitiOIl IV36|,

dass

A/ - DB’,BDB,B((Zﬁ)DB,B’ — SASil.

Definition V.1.2 (Ahnlichkeit): Seien K ein Korper und V ein n-dimensionaler
K-Vektorraum. Sind A;, Ay € K™*™ gegeben und gibt es S € Gl,(K) mit
Ay = SAS71, dann heiBen A, und A, dhnlich.

Bemerkung V.1.3: Zwei Matrizen A;, A, € K™*" sind dhnlich genau dann,
wenn sie Darstellungsmatrizen derselben linearen Abbildung ¢, moglicherweise
beziiglich unterschiedlicher Basen, sind.

Proposition V.1.4 (Rang als Ahnlichkeitsinvariante): Seien K ein Korper, V
ein n-dimensionaler K-Vektorraum und A € K™*". Der Rang von A ist eine
Ahnlichkeitsinvariante. Das heifit: Ist B € K™ ™" Ghnlich zu A, dann gilt
Rang A = Rang B.

2. Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition V.2.1 (Eigenvektoren, Eigenwerte): Seien K ein Korper, V' ein end-
lichdimensionaler K-Vektorraum, ¢: V' — V linear und A € K™*".
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Kapitel V. Endomorphismen von Vektorraumen

(i) Sei A ein Element von K. Gibt es v € V' — {0} mit ¢(v) = Av, dann heifit
A ein Figenwert von ¢ zum Figenvektor v.
Gibt es z € K™ — {0} mit Az = Az, dann heifit A ein Eigenwert von
A zum Figenvektor x.

(ii) Fir A € K heifit
Eig(¢,A) :={v e V [ ¢(v) = Av}
Eig(A,\) = {z € K" | Az = Az}
FEigenraum zu ¢ respektive Eigenraum zu A.
(iii) Die Menge der Eigenwerte

Spec ¢ := {\ € K | X ist Eigenwert von ¢}
Spec A := {X € K | A ist Eigenwert von A}

heifit Spektrum von ¢ respektive Spektrum von A.

Bemerkung V.2.2: Seien K ein Korper, V' ein n-dimensionaler Vektorraum
tiber K mit geordneter Basis B = (by,...,b,) und ¢: V — V linear.

(i) Ist A = Dgpp(¢), dann gilt Spec¢ = Spec A. Ferner ist v € V — {0}
ein Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert A genau dann, wenn z = Dg(v) ein
Eigenvektor von A zum Eigenwert \ ist.

(ii) Ein A € K gehort zu Spec¢ respektive Spec A genau dann, wenn
Eig(¢, \) # {0} respektive Eig(A, \) # {0}.
(iii) Wir haben die Aquivalenzen

Av =X v <= (A - \,,))v =0 <= v € Kern(A — \I,,),

d.h. Eig(A,\) = Kern(A — AI,). Analog ist Eig(¢,\) = Kern(¢ — Aidy).
Insbesondere sind Eigenrdume von A beziehungsweise Eigenrdume von ¢ Un-
tervektorrdume von K" beziehungsweise V.

Beispiel V.2.3: (i) Seien Aq,...,\, € K und A = diag(\,..., ;). Dann
ist Spec(A) = {A1,..., A\, }, auBerdem sind die Eigenrdume leicht anzugeben:

(i) Sei ¢: R? — R? die Spiegelung an der Diagonalen (siche
on 1V.3.3). Beziiglich der Basis B = {(1,1)*, (1, —1)!} von R? hat ¢ die Dar-

stellungsmatrix
1 0
Dp(¢) = (0 _1) ,

d.h. Spec¢p = {£1}
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2. Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition V.2.4 (Diagonalisierbarkeit): Seien K ein Korper, V' ein K-Vektor-
raum mit geordneter Basis B = (by,...,b,), ¢: V — V linear und A € K™*™.

(i) Gibt es eine Basis B’ von V und Elemente \i,...,\, von K, sodass
Dp p/(¢) = diag(A1, ..., \,), dann heiBt ¢ diagonalisierbar.

(ii) Gibt es S € Gl,(K) und Ay,..., A\, € K mit SAS™! = diag(\y, ..., \y),
dann heifit A diagonalisierbar.

Ein Endomorphismus ¢ ist diagnonalisierbar genau dann, wenn seine Dar-
stellungsmatrix Dp p(¢) diagonalisierbar ist. Das liegt daran, wie Ahnlichkeit
und Basiswechsel zusammenpassen.

Proposition V.2.5 (Eigenrdume bilden direkte Summe): FEs seien A, ..., )\
die verschiedenen FEigenwerte von ¢ und Eig(¢, A1), ..., Eig(¢, \y) die zugeho-
rigen Eigenrdume. Dann ist die Summe der Eigenrdume eine direkte Summe,
d. h.

k k
> Eig(¢, i) = ED Eig(¢, \i).
=1 =1

Beweis: Wir zeigen die Aussage via vollstandiger Induktion iiber k. Fiir £k = 0
und k£ = 1 ist die Aussage richtig.

Fir den Induktionsschritt von & — 1 nach k sei 0 = uy + - - - 4+ u, wobei
u; € Eig(¢, \;). Anwendung von ¢ gibt 0 = ¢(0) = \juy + - - - + A\pug, auerdem
ist 0 = A\guy + - - - + \pug, also

0=\ — )+ -+ (M1 — Ae)ug—1 + (Ax — Ap)uy.

Aus der Induktionsvoraussetzung erhalten wir, dass uq,...,u;_; = 0, also
insgesamt uq,...,u; = 0 und die Summe ist direkt. O

Korollar V.2.6 (Diagonalisierbarkeitskriterium): Seien V' ein endlichdimen-
sionaler K-Vektorraum und ¢ ein Endomorphismus von V. mit Spektrum

Spec(p) = {A1,..., \e}
(i) Es gilt # Spec(¢) < dim V.

(ii) Genau dann ist ¢ diagonalisierbar, wenn V = @F_, Eig(¢, \i) und es gilt
V = @F | Eig(¢, \i) genau dann, wenn dim'V = X% | dim Eig(¢, \;) ist.

Beweis: (i) Wir haben uns bereits davon iiberzeugt, dass A zu Spec(¢) hort
genau dann, wenn Eig(¢, \) ein echter Unterraum von V' ist, das heifit, wenn
dim Eig(¢, ) > 1. Weil die Summe der Eigenrdume direkt ist, und da Dimension
monoton ist, kann k > dim V' nicht eintreten.
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(ii) Ist ¢ diagonalisierbar, dann gibt es eine Basis B = (by,...,b,) von
V', beztiglich der die Darstellungsmatrix A = Dp 5(¢) von ¢ Diagonalgestalt
besitzt. Per Definition der Darstellungsmatrix, und da die Darstellungsmatrix
nach Voraussetzung Diagonalgestalt hat, ist

¢(b;)) = Dg' o pa0 Dg(b;) = Dg'pale;) = D' (A e;) = Aiibi,

d. h. die Elemente der Basis B sind Eigenvektoren von ¢. Diejenigen Elemente
von B, die zu den gleichen Diagonaleintragen von A gehdren, bilden linear
unabhéngige Teilmengen der zugehorigen Eigenrédume.

Ist A ein Eigenwert von ¢, dann ist ¢(v) = \v. Mit anderen Worten: Es gilt
¢({(v)) C (v). Denn: Fir w aus (v) gibt es a aus K, sodass w = av gilt, und
es ist p(w) = ¢(aw) = (aA)v. Deshalb ist ¢|gigs,n) €in Endomorphismus von
Eig(¢, A). Wahlt man eine Basis B’ von Eig(¢, A), dann hat Dpr p/(¢|gigs.))
Diagonalgestalt mit Diagonaleintragen A. Das zeigt zusammen mit der Diago-
nalgestalt von A, dass diejenigen Elemente von B, die in Eig(¢, \) liegen, sogar
eine Basis von Eig(¢, \) bilden.

Die zweite aquivalente Bedingung ist eine Formulierung der ersten mithilfe
von Dimensionen. U

3. Determinante

Wir erinnern an die Signumsfunktion sgn: S,, — {£1}. Wir haben uns bereits
davon iiberzeugt, dass folgende Rechenregeln gelten: Fiir einen k-Zyklus o ist
sgn(o) = (=1)* fiir 01,09 € S, ist sgn(oy 0 0,,) = sgn(oy) sgn(oy).

Definition V.3.1 (Determinante): Seien K ein Korper, n eine natiirliche Zahl
und A € K™*". Dann heifit

det A:= " sgn(0) [] aiw
=1

O'ESn

die Determinante von A.

Beispiel V.3.2: Seien n = 2 und A = (%Y%) € K?*? gegeben. Wir haben
Sy = {id, (12)} mit sgnid = 1 und sgn(12) = —1, sodass

det A = a1,1Q22 — A12021 = ad — be.

Aus den Ubungen ist bekannt, dass det A ein wichtiges Charakteristikum von
A ist, das iiber die Invertierbarkeit von A Aufschluss gibt.
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3. Determinante

Beispiel V.3.3: Seien n =3 und A = (a; ;) € K**3. Die symmetrische Gruppe
vom Grad 3 ist {id, (123), (132), (12), (13),(23)} wobei die Transpositionen
negatives Signum und die restlichen Permutationen positives Signum haben.
Entsprechend ergibt sich

det A = a1 1022033 + a12a23031 + 1,302,132

— 12021033 — 13022031 — A1,102 303 2.

Fiir die obige Formel, die auch ,Regel von Sarrus® oder ,Jégerzaunregel®
genannt wird, gibt es ein anschauliches Schema:

‘an a1z i3

Eine Regel fiir n > 4 ist nicht praktikabel, da die Anzahl der Summanden ex-
plodiert. Stattdessen wird auf andere Satze zur Berechnung von Determinanten
zuriickgegriffen.

Proposition V.3.4 (Eigenschaften der Determinante): Seien K ein Korper, n
eine natirliche Zahl und D: T[l.; K" — K, (x1,...,2,) +— det(zq] ... |z,).

(i) Sind vy, ...,v, und vi, i € {1,...,n} in K", dann gilt

/
D(Ul, P /I + Uivvi+1> e ,Un)

/
= D(Ulu"'7Ui—luvi7vi+17"'7vn) +D(Uh'"7Ui—17vi7vi+17"‘7vn)'
(ii) Sind vy,...,v, in K™ und X\ € K, dann ist
D(’Ul,...,’Ul',l,)\'l)i,'l}i+17...,'l}n = )\D(Ul,...,Uifl,vi7vi+17...7vn>.

(iii) Sind vq,...,v, in K™ und gibt esi,j € {1,...,n} mit i # j und v; = v;,
dann ist D(vy,...,v,) = 0.
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(iv) Bezeichnet {ey,...,e,} die Standardbasis, dann ist D(ey, ..., e,) = 1.

Beweis: Seien vy, ..., v, Elemente von K" und A = (vq]...|v,).

(i) Seien ¢ ein Element von {1,...,n}, v, = (t1,...,%,) ein Vektor in K",
A" = (1] .. vzt |vi + Vviga] ... |vn) und A" = (v1| Jvica|vlvigal - on)-
Dann ist

det A/ = Z H a;’g(k)
€Sy k=1
= > sgn(o) H ko) (Ao=1(3),i T to-1();) = det A+ det A”.
o€Sn

(ii) Seien A € K und A" = (v1]...|vi—1|\v;|vig1| ... |vn). Der Faktor A tritt
in det A" in jedem Summanden genau einmal auf, d.h. det A" = A det A.

(iii) Seiwvg = vy mit k # ¢ und oy := (kl) € S,,. Fiir o € S, sei 0’ := gooy (wir
bemerken, dass sgn(c’) = —sgn(0)), ferner setze A, = {o € S, | sgn(a) =1}.
Wir erhalten eine Bijektion A,, — S, — A,, o — o’. Weiterhin gilt

o(i), fallsi ¢ {k,(},
o'(i) =10o(l), fallsi=Fk,
o(k), fallsi=1.

Da vy = vy erhalten wir [[; a; -1y = [[i2; @i 0-1(;), eingesetzt in die Leibniz-
Formel gibt das

det(A) = Z Sgn H Q5 o (i) + Z sgn(a) H Qi (i)
An i=1

o€An oESy—
= ) sgn(o Haw o+ > sen(d’) [ aio
oc€A, o€AR =1
= Z sgn(o) H Qi (i) — Z sgn(o) H Qi) =0
oEA, i=1 oA, i=1
(iv) Sei A = (eq]...|en). Wegen a;; = d;; leistet nur id einen Beitrag in
det A, d.h. det A =[], a;; = 1. O

Beispiel V.3.5: Seien K ein Korper und A = (vi|vs|vg) € K3*3 gegeben.
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3. Determinante

(i) Fir A" = (v1 + Ava|ve|vs), A € K, gilt det A’ = det A, denn
det A" = det(v1|va|vz) + A det(vg|va|vz) = det A,

wobei wir fiir das erste Gleichheitszeichen die Eigenschaften (i) und (ii) aus
IProposition V.3.4/und fiir das zweite Gleichheitszeichen die Eigenschaft (iv)
aus der gleichen Proposition verwendet haben.

(ii) Fir A" = (vs|vg|vy) gilt — det(vy|vg|vs), denn

= det(vy + vs|ve|v1 + v3)
= det(v1|va|vy + v3) + det(vs|va|vy + v3)
= det(v1|va|vr) + det(vy|v2|vs) 4+ det(vs|va|vy) + det(vs|va|vs)
= det(vy|va|vs) + det(vs|vz|vy),
sodass det A = det(v; |ve|vg) = — det(vs|va|vy) = — det A'.
(iii) Fir A" := (v1|Ava|vs) mit A € K gilt nach Eigenschaft (ii) der Determi-
nante, dass det A’ = Adet A.

Zu den elementaren Zeilenumformungen gehorten die Matrizen
(i) Az, = I, + aFy, (Additionsmatrizen),
(il) Vie =1, — Exx. — Eog + Exy + Er (Vertauschungsmatrizen),
(iii) diag(au,...,0q) mit aq---a, # 0,
die wir im folgenden spezielle Matrizen nennen wollen.

Proposition V.3.6 (Determinante und spezielle Matrizen): Seien K ein Kor-
per, n eine natirliche Zahl und A € K™*".

(i) Fir A" := AAg, ist det A" = det A.
(i) Fir A" := AV, ist det A’ = —det A.
(iii) Fir A" := Adiag(aq,...,a,) = ay -+ - a, det A.

Beweis: Die gleichen Rechnungen wie in [Proposition V.3.5| zeigen die Aussa-
gen. U

Bemerkung V.3.7 (Nochmals spezielle Matrizen): Seien K ein Kérper und n
eine natiirliche Zahl.

(i) Es gilt det Ay, =1, det Vi, = —1 sowie det diag(a, ..., an) = a1 -+ - ay,.
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(ii) Ist A eine n x n-Matrix mit Eintrdgen aus K und ist X eine spezielle
Matrix, dann ist det(AX) = det(A) det(X).

Bemerkung V.3.8: Fiir die Determinante gelten folgende Rechenregeln:

(i) Entsteht A" aus A durch Addition der k-ten Spalte zur (-ten Spalte
(k # (), dann ist det A" = det A.

(ii) Entsteht A" aus A durch Vertauschung der k-ten und ¢-ten Spalte, dann
gilt det A’ = — det A.

(iii) Entsteht A" aus A durch Multiplikation einer Spalte mit A, dann ist
det A" = \det A.

(iv) Enthilt A eine Nullspalte, dann ist det A = 0.

Satz 18 (Eigenschaften der Determinante): Seien K ein Korper, n eine na-
tirliche Zahl und A, Ay, Ay in K™,

(i) Genau dann ist det A # 0, wenn A € Gl,,(K).
(i) Fs gilt det A = det A",
(iii) Es gilt det(A;Ag) = det A; det As.
(iv) Ist A € G1,,(K), dann ist det A~™' = 1/ det A.
)

(v) Die Determinante ist eine Ahnlichkeitsinvariante, d. h. ist S € Gl,(K),
dann gilt det(SAS™!) = det A.

(vi) Ein X\ aus K ist Eigenwert von A genau dann, wenn det(A — \I,,) = 0.

Beweis: (i) Angenommen, A gehorte nicht zu Gl,,(K). Es gibe eine Treppen-
form T" und spezielle Matrizen X1, ..., X}, sodass A = X --- X, T'. Es wire
dann A = T" X} --- X!, wobei det " = 0. AuBerdem wiren X!, ... X! eben-
falls Vertauschungsmatrizen. Wegen |Proposition V.3.6 wéire dann det A = 0.

Angenommen, A gehorte zu Gl,(K). Wir haben uns bereits iiberlegt, dass
dann die Einheitsmatrix die Treppenform von A wére, es gidbe also spezielle
Matrizen Xi,..., X}, sodass A = X;--- X, I,, = I, X, --- X}. Nach
ist also det A = det X ---det X # 0.

(i) Angenommen, A wiére nicht invertierbar. Dann wére auch A' nicht
invertierbar, und nach (i) hatten wir det A = 0 = det A".

Angenommen, A ware invertierbar. Dann gébe es spezielle Matrizen X1, ..., X,
sodass A = X;--- X, und es wire A' = X! --- X{, d.h. nach [Proposition V.3.6|

ware

det A = det X - - - det X; = det(X7) - - - det(X}) = det A"

98



3. Determinante

(iii) Sind A; und A, invertierbar, dann sind sowohl A; als auch As Produkte
spezieller Matrizen und die Behauptung folgt aus |Proposition V.3.6]

Ist A; invertierbar, aber A nicht, dann ist Rang(As) < n — 1, d. h. nach der
Dimensionsformel ist dim Kern A > 1. Also gibt es v € K™ — {0} mit Asv =0
und dann ist erst recht A;Asv = 0, was dim Kern A;A; > 1 erzwingt. Damit
ist A; Ay nicht invertierbar, nach (i) also

0det<A1A2) = det Al -0 = det Al det AQ.

Ist A nicht invertierbar, aber A, schon, dann ist
det(A;As) = det(ALAY) = det AL det A} = det Ay det A;.
(iv) Ist A invertierbar, dann haben wir
det A" det A = det(A'A) = det I, = 1,

sodass det A=t = (det A)~.

(v) Wegen (iv) ist det(SAS™!) = det S det A(det S)~! = det A.

(vi) ,=“: Ist A ein Eigenwert von A, dann gibt es einen von Null verschiede-
nen Vektor v in K", sodass Av = Av. Das bedeutet 0 = Av — A = (A — A\],,)v,
sodass ker A — A, ein echter Unterraum des K™ und A — A\I,, nicht injektiv
ist. Die Zeilenstufenform von A enthélt deshalb eine Nullzeile und weil die
Determinante sich unter Transposition nicht dndert, ist det A — A\I,, = 0 nach
IProposition V.3.8(iv).

,<="“: Genau so. O

Bemerkung V.3.9 (Rechenregeln fiir Determinante): Fir die Determinante
gelten also die folgenden Rechenregeln:

(i) Entsteht A" aus A durch Addition der k-ten Zeile zur (-ten Zeile (k # ¢),
dann ist det A" = det A.

(ii) Entsteht A" aus A durch Vertauschen der k-ten und der ¢-ten Zeile (k # ¢),
dann ist det A’ = —det A.

(iii) Entsteht A" aus A durch Multipilikation einer Zeile mit A € K, dann gilt
det A’ = Adet A.

(iv) Enthalt A eine Nullzeile, dann gilt det A = 0.
Definition V.3.10 (Determinante eines Endomorphismus): Seien K ein Kor-

per, V ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit geordneter Basis B = (by,. .., b,)
und ¢: V' — V linear. Dann heifit det ¢ := det Dg p(¢) die Determinante von

o.
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Die Determinante eines Endomorphismus ist wohldefiniert, da wir bereits
gezeigt haben, dass die Determinante eine Ahnlichkeitsinvariante ist, d.h.,
eine Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich einer anderen Basis hat dieselbe
Determinante. Dieselbe Uberlegung zeigt, dass folgende Definition verniinftig
ist:

Definition V.3.11 (Charakteristisches Polynom): Seien K ein Kérper, A eine
Matrix in K™*" V ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit geordneter Basis
B=(by,...,b,) und ¢: V — V linear.

(i) xa = det(A — AL,) heilit charakteristisches Polynom von A.
(i) X¢ := XD 5(¢) heiBt charakteristisches Polynom von ¢.

Beispiel V.3.12: Fiir A= (}1) ist

i = det (1 X ):(1—)()2,

d.h. Spec A = {1}.

4. Die Regel von Laplace

Definition V.4.1 (Streichmatrix): Seien K ein Kérper, n eine natiirliche Zahl
und A in K™ Fiir 1 < i, j < n bezeichnet 4, ; € K®~Ux(=1) die Matrix, die
aus A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht.

Beispiel V.4.2: Seien n = 3 und
1 2 3
A=13 2 1
21 3
) =

Fir (i,7) = (1,2) und (4,75) = (2,2) und (4, ) = (3,2) haben wir die Streichma-

trizen
3 1 1 3 1 3
A1,2 - (2 3) Y A2,2 - (2 3) Y A3,2 - (3 1)

Satz 19 (Entwicklungssatz von Laplace): Es seien K ein Korper, n eine na-
tirliche Zahl und A in K™*". Ferner sei k € {1,...,n}.

(i) Die Laplace-Entwicklung nach der k-ten Zeile ist

det A =" (1) *ay; det(Ayy).

100



4. Die Regel von Laplace

(ii) Die Laplace-Entwickung nach der k-ten Spalte ist

det A = Z(—l)Hkai,k det(A; )
i=1

Beispiel V.4.3: Fur die Matrix A aus [Proposition V.4.2l und k£ = 2 haben wir
Folgendes fiir die Entwicklung nach der zweiten Spalte:

3 1 1 3 1 3
detA=—2-det<2 3>+2-det<2 3>—det<3 1>:—12.

Proposition V.4.4 (Blockmatrizen): Seien k in {1,...,n}, X in K™", Y in
KO=k)xk ynd 7 in KM=R*0=k) - Dann, ist

X 0 X Y
det(Y Z)zdethetZ:det<0 Z)'

Beweis: Zunéachst seien X = I, und Y = 0. Dann ist

I 0\
det( 0 7 ) = det(2),

denn: Verwenden wir Spaltenumformungen, die Z in das Transponierte einer
Treppenform bringen, dann bringen die selben Spaltenumformumgen (Ig o) ins
Transponierte einer Treppenform, d. h. wir erhalten die Behauptung.

Nun zeigen wir die Behauptung fiir beliebiges X, d. h. det(§ %) = det(X) det(Z).
Wir verwenden dazu

(o 2)-(52)(5.0)

d. h. das oben gezeigte liefert uns die Behauptung.

SchlieBllich kénnen wir die Aussage der Proposition zeigen. Ist det(X) = 0,
dann koénnen wir tiber spezielle Matrizen erreichen, ohne die Determinante
von X zu verdandern, dass der Block X eine Nullzeile hat. Dann hat auch die
Blockmatrix eine Nullzeile, und es gilt det(5* 9) = 0 nach [Proposition V.3.8
Ist det(X) # 0, dann ist X € Gl,_;(K). Weil

A
= ( VX' Ly )

eine Dreiecksmatrix ist, konnen wir det(H) = 1 direkt ablesen. Aulerdem
gilt fir A = (£9), dass HA = (¥ 2). Wegen der Multiplikativitit der
Determinante also

det < >0 ) — det(HA) = det(H) det(A) = det(X) det(Z)

nach dem vorher gezeigten. U
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Kapitel V. Endomorphismen von Vektorraumen

Bemerkung V.4.5 (Laplace-Entwicklung nach erster Zeile): Schreibe A € K™*™

als
A:<a1,1 Q1o - al,n>
S1 So e Sn
mit ay1,...,a1,, € K und sq,...,s, € K™= 1. Dann gilt
det A—det (0 V0 O) Ll pgee (0 0 @
S1 S22 Sp S1 **° Sp—1  Sn

a1 0 a2 0
= det ’ — det ’
( 51 Al,l) < 52 A1,2>

+ det (al’?’ 0 )+---+(—1)“+1 (‘“’" 0 )

S3 A1,3 sp Ain

)

(—1)j+1a1’j det AL]‘.
1

n
Jj=

Beweis (von Satz 21): (i) Schreibe A = (z|...|z,)" als Vektor der Zeilen-
vektoren von A. Durch (i — 1) Zeilenvertauschungen konnen wir erreichen, dass
die i-te Zeile an die Stelle der ersten Zeile riickt, d. h.

det A = (=1)"Vdet(zi|z1|. .. |zic1|ziga] - - - |20)"

sodass die vorangegangene Bemerkung die Behauptung liefert.

(ii) Durch Transposition kénnen wir uns auf den ersten Fall zuriickziehen. O
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Kapitel VI.

Die Jordan-Normalform

1. Motivation

Fir diesen Abschnitt seien K ein Korper und V ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum der Dimension n. Wir mochten in diesem Abschnitt Endomor-
phismen ¢: V' — V untersuchen und ,zugehorige” ¢-invariante Zerlegungen
von V' studieren.

Erinnerung (Diagonalisierbarkeit): Ist B = (b,...,b,) eine geordnete Basis
von V', dann kénnen wir die Wirkung von ¢ mithilfe der zugehorigen Darstel-
lungsmatrix Dp p(¢) beschreiben. Diese ist festgelegt dadurch, dass sie das
Diagramm

v—2 v
DBl lDB
K’n K’n

CIZ'—)DByB((ﬁ).Z‘

kommutativ macht. Die Matrix Dg p(¢) ist eine n x n-Matrix mit Eintragen aus
K. Dass das obige Diagramm kommutiert bedeutet genau, dass fiir jedes v aus
V gilt: Dp(¢(v)) = Dp p(¢)Dp(v). Wegen Dp(b;) = e; heifit das insbesondere,
dass in der i-ten Spalte von Dp p(¢) die Koordinaten von ¢(b;) beziiglich der
Basis B stehen miissen.

Genau dann sind zwei n x n-Matrizen A; und A, mit Eintrdgen aus K
Darstellungsmatrizen desselben Endomorphismus beziiglich unterschiedlicher
Basen, wenn es eine invertierbare n x n-Matrix S mit Eintragen aus K gibt,
sodass Ay = SA;S7!. Diese Situation hatten wir in der Linearen Algebra I
beschrieben, indem wir gesagt haben, A; und A, seien ahnlich.

Sind genauer B; und Bs; geordnete Basen von V', dann wird die oben be-
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Kapitel VI. Die Jordan-Normalform

schrieben Situation im Diagramm

V id V ¢ V id V
| |
DBQJ Dp, Dp, JDB?
~ ~
K" K" K" K"
Dp, By Dp, B, (¢) Dp,.B,

eingefangen, da ja Dgi B, = DB, B, Hierbei haben wir schlampig nicht zwischen
einer Matrix A und der zugehorigen linearen Abbildung x +— Ax unterschieden.

Schlielich haben wir in der Linearen Algebra I iiber Diagonalisierbarkeit
gesprochen. Der Endormorphismus ¢ ist diagonalisierbar, wenn es eine Basis
B von V bestehend aus Eigenvektorn von ¢ gibt. Das heif3t fiir die Darstel-
lungsmatrix Dg p(¢), dass es sich um eine Diagonalmatrix, also eine Matrix
der Form diag()\y, ..., A,) fur Elemente Aq,..., A\, von K, handelt. Wir hatten
uns davon iiberzeugt, dass ein Endomorphismus genau dann diagonalisierbar
ist, wenn V' = @cspec(s) Fig(d, A).

Die Summe der Eigenrdume ist zwar immer direkt, aber im Allgemeinen
handelt es sich dabei um einen Untervektorraum von V; im Allgemeinen ist
ein Endomorphismus von V' nicht diagonalisierbar.

Beispiel VI.1.1 (Was kann schief gehen?): In diesem Beispiel méchten wir uns
der zwei wesentlichen Probleme vergewissern, die beim Diagonalisierungsversuch
auftreten konnen.

(i) Das charakteristische Polynom zerfillt nicht in Linearfaktoren. Sei ¢ der
Endomorphismus

e ()0

Um Schreibarbeit zu sparen, nennen wir die Matrix in der obigen Definition A.
Das charakteristische Polynom von ¢ ist

Xo = det(A — Ay) = det <_)1\ :}\) — A2 41,

Aber weil Quadrate reeller Zahlen nicht-negativ sind, ist Spec(¢) = @. Uber R
haben wir entsprechend keine Chance, Qen Endomorphismus zu diagonalisieren.
Betrachten wir den Endomorphismus ¢, der mithilfe derselben Matrix auf C?

A

erklart wird, dann ist Spec(¢) = {i, —i} und wir sind im Rennen, da wir zwei
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1. Motivation

verschiedene Eigenwerte und damit eine zweidimensionale direkte Summe von
Eigenraumen haben. Genauer sind

Eig($,1) = Kern(A — i) = Kern <_11 j) - <<__i>> — (b))

Eig($, —i) = Kern(A + iL) = Kern G f) _ <<_i>> — (b)

und fiir B = (by, by) ist D p(¢) = diag(i, —i).

(ii) Die direkte Summe der Eigenrdume ist ein echter Unterraum von V/,
obwohl das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfallt. Sei dazu ¢
der Endomorpismus

T 2 00 €T
o: R® — R3, yl— |1 2 0|y
z 01 2 z

Wieder nennen wir die Matrix aus der obigen Definition A. Das charakteristische
Polynom von ¢ ist x, = det(A — Al3) = (2 — \)?, d. h. der einzige Eigenwert
von ¢ ist 2. Bestimmen wir jedoch den zugehorigen Eigenraum, dann stellen
wir fest, dass

0 00 0
Eig(¢,2) = Kern(A —2I3) =Kern [1 0 0] = < 0 > :
010 1

was plausibel ist, da der Rang von A — 213 zwei ist. Wir haben entsprechend
Bircspec(s) Eig(¢, A) = Eig(¢,2) € R?, und ¢ ist nicht diagonalisierbar.

Im Folgenden mochten wir gerne zweierlei versuchen: Zum einen mochten wir
zu jedem Endomorphismus ¢ von V' eine ,, moglichst schone Darstellungsmatrix
Jy finden. Aquivalent dazu ist das Finden eine ,mdéglichst schonen* Matrix Ja,
die zu einer gegebenen Matrix A &dhnlich ist.

Zum anderen hatten wir gerne, dass diese Matrix J,4 eindeutig in einer gege-
benen Ahnlichkeitsklasse ist, d.h. wir hitten gerne, dass zwei Matrizen A und
A’ genau dann ahnlich sind, wenn die zugehorigen J4 und Jy tibereinstimmen.

Um nicht in Problem (i) aus|Proposition VI.1.1|zu laufen, werden wir uns
spater auf Korper einschrianken, in denen Polynome immer in Linearfaktoren
zerfallen.

Definition VI.1.2 (Algebraisch abgeschlossener Korper): Sei K ein Koérper.
Falls es fiir jedes Polynom f aus K[X] ein Element a aus K gibt, sodass
f(a) =0, dann hei3t K algebraisch abgeschlossen.
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Da das Abspalten von Nullstellen den Grad reduziert, kann man leicht per
Induktion zeigen, dass ein Korper genau dann algebraisch abgeschlossen ist,
wenn jedes Polynom mit Koeffizienten in K in Linearfaktoren zerfallt.

Unser Ziel fiir dieses Kapitel wird das folgende Resultat sein:

Satz 20 (iiber die Jordan-Normalform): Seien K ein algebraisch abgeschlos-
sener Korper und V' ein K-Vektorraum von Dimension n. Dann gibt es eine
geordnete Basis B von V', sodass

A1
1
1 N
Jy := Dpp(9) =
Ak
1
1 A
Hierbei sind alle nicht eingetragenen Werte Null, A1, ..., \, sind die Figenwerte

von ¢ (nicht notwendigerweise verschieden) und die Matriz J, ist eindeutig bis
auf Vertauschen der Kdistchen und heifst Jordan-Normalform.

2. Der Satz von Cayley-Hamilton

Das Ziel dieses Abschnitts wird zu zeigen, dass fir A € K™*" mit charakteristi-
schen Polynom y4 € K[X] gilt: x4(A) = 0. Dazu sind einige Vorbemerkungen
angebracht.

Bemerkung: Seien K ein Koérper und V ein n-dimensionaler K-Vektorraum.

(i) Man kann quadratische Matrizen in Polynome einsetzen. Genauer: Sind
p € K[X] mit p=3%,a;X" und A € K™, dann ergibt der Ausdruck

p(A) = agA 4 ag_1 A+ Fa A+ aol,

Sinn, denn wir konnen Matrizen addieren, potenzieren und mit Skalaren multi-
plizieren.
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2. Der Satz von Cayley-Hamilton

(ii) Wir haben Ap(A) = p(A)A, denn

Ap(A) = A(agA® + - + a1 A+ aol,)
= agA"™ 4 @ A agA = (agAT -+ a A+ agl,)A = p(A)A.

(iii) Sind py,p2 € K[X], dann sind (p1 + p2)(A) = pi1(A) + p2(A) und
(p1p2)(A) = p1(A)p2(A). Das kann man einfach nachrechnen.

(iv) Man kann genauso Endomorphismen in Polynome einsetzen. Ist genauer
p € K[X] mit p=3%,a;X" und ¢ € End(V), dann ergibt

p(9) = agd’ + - + a1¢ + agidy

Sinn. Hier steht ¢* fiir die k-fache Komposition von ¢ mit sich selbst und idy
bezeichnet die Identitat von V.

(v) Sind ¢ ein Endomorphismus von V', B = (b1, ..., b,) eine geordnete Basis
von V, A := Dp p(¢) und p € K[X], dann gilt Dg B(p( ) = p(A).

Beispiel VI.2.1 (Endomorphismus im Polynom): Seien V = R? und ¢: V —
V, (z,y) = (—z,y) die ,Spiegelung an der y-Achse“. Weiter sei p; = X? + 1.
Dann ist P1 (¢) = (b2 + ldv = 21dV

Fiir das Polynom p, = X2 — 1 ist pa(¢) = ¢* — idy = idy —idy = 0 die
Nullabbildung.

Beispiel V1.2.2 (Zaubertrick): Sei

000 -1
100 2
A= 010 1
001 -2

Das charakteristische Polynom von A ist y4 = X4+ 2X? — X2 —2X +1. Um
xA(A) auszuwerten, miissen wir die Potenzen A%, A% und A* ausrechnen. Diese
sind

00 -1 2
, oo 2 -5
A=110 1 ol
01 -2 5
0 -1 2 -5 ~1 2 -5 10
0 2 -5 12| | 2 -5 12 -2
0o 1 0 o 1 0 0 2
1 -2 5 —10 —2 5 10 20
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Damit berechnen wir

102 =5 10\ /0 -2 4 —10

2 _5 12 —925 0 4 —10 2

xa@=17 ¢ o 2|tlo 2 o o

2 5 —10 20/ \2 —4 10 —20

0 0 1 -2 0 0 0 2

0 0 -2 5 2 0 0 -4

121 o0 -1 olT| 0 =2 0 -2

0 -1 2 -5 0 0 -2 4
0000
o000
=10 0 0 0
0000

Beispiel VI.2.3 (Charakteristisches Polynom fiir spezielle Matrizen): Es sei

0 00 «
|1 00 B
A= 01 0 «v
001 ¢
Dann ist
XA = det(A — XI4)
—-X 0 0 «
- 1 —-X 0 15}
= det 0 1 _x -
0 0 1 66— X

1 =X 0 -X 0
= (—a)det | 0 1 =X |+ (det 0 -X
0 0 1 0 1

0

1

0
-X 0 0 —-X 0 0
— ~ydet I =X 0|+ (06— X)det 1 -X 0
1 0 1 —-X

0 0
= —a—BX —yX? - 66X+ X1
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2. Der Satz von Cayley-Hamilton

Bemerkung VI.2.4: Mit (eq, eq, €3, e4) bezeichnen wir wie gewohnlich die Stan-
dardbasis in K*. Ferner sei A die Matrix aus [Proposition VI.2.3| d.h.

000 -1
1 00 2
A= 010 1
0 01 =2

Wir halten fest:
(i) Aey = eq, Aey = e3, Aes = ey,
(i) Aey = aey + fey + yes + dey,
(iii) ya = —a— X —yX?% - 6X3 + X4
Damit erhalten wir:

(iv) xa(A)e; = (—a—BA—yA2—0 A3+ AY)e; = —ae; —Bey—ye3—dey+ Aley
nach (i), sodass nach (ii) gilt: Ae; = Ogn.

(V) XA(A)62 = XA(A)Ael = AXAel = AOKn = OK”'

Analog zeigt man, dass xa(A)es = 0gn und xa(A)es = Ogn, sodass tatsichlich
XA(A) = OKan.

Proposition VI.2.5 (Cayley-Hamilton fiir spezielle Matrizen): Sei

Qo
1 aq

A=| - - | exm,

1 a,q
Dann gilt
(i) xa(X) = (=1)" (oo + ar X + -+, 1 X" = X7),
(i) xa(A) = Ognxn.

Beweis: Mit den Argumenten aus [Proposition VI.2.4] ldsst sich die Aussage
zeigen. U

Um [Proposition VI.2.5| weiter zu verwenden, suchen wir uns zu einem gegebe-
nen Endomorphismus ¢ einen ¢-invarianten Unterraum (d.h. ¢(U) C U) und
eine Basis in U, sodass Dp g(¢|y) die Form der Matrix in |[Proposition VI.2.5|
besitzt.
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Definition VI.2.6 (¢-invariante Unterrdume): Seien K ein Korper, V' ein K-
Vektorraum, ¢ € End(V) und U ein Untervektorraum von V. Gilt fur alle
u € U, dass ¢(u) € U, dann heilit U ¢-invariant.

Proposition VI.2.7 (Minimaler ¢-invarianter Unterraum): Seien K ein Kor-
per, V ein K-Vektorraum mit dimV =m, ¢ € End(V') und v € V. Sei weiter
n minimal mit der Eigenschaft, dass {v,p(v),...,¢™(v)} linear abhdingig ist,
d.h. ¢"(v) = X4 a;¢'(v). Dann gilt:

(i) U= (v,9(v),...,¢" 1 (v)) ist ein ¢-invarianter Untervektorraum von V,
der v enthdlt.
(ii) U ist minimal beziiglich Inklusion mit der Eigenschaft aus (i).
(iii) B = (v,0(v),...,¢" *(v)) ist eine geordnete Basis von U und
Qo
1 aq

Dp p(¢lv) =

I ok

Beweis: (i) Wir bemerken, dass ¢(¢"1(v)) = ¢"(v) = Sy aid'(v) zu U
gehort. Ist jetzt u € U, dann gibt es ¢, ..., ¢,—1 € K mit u = 274 ¢;¢*(v) und

P(u) = cod(v) + 10> (V) + - + Cu2d”" (V) + Cas19™ (V)

gehort wieder zu U, d. h. U ist ¢-invariant.

(ii) Sind W ein ¢-invarianter Unterraum von V und v € W, dann miissen
auch die ¢'(v) fiir natiirliche Exponenten 7 zu W gehoren, d.h. U C W.

(iii) Per Wahl von n ist B eine Basis von U. Setzen wir b; := ¢'~!(v) fiir
1 < i <n, dann erhalten wir fir 1 <i <n—1, dass ¢(b;) = b;11, und fir i =n
ist ¢(b,)¢"(v) = 7=y aib;, was die Behauptung iiber die Darstellungsmatrix
zeigt. 0

Satz 21 (Cayley-Hamilton): Seien n eine natirliche Zahl, K ein Korper und
V' ein n-dimensionaler K -Vektorraum.

(i) Fir Ae K™ gilt xa(A) = Ognxn.
(11) Fiir qb S EDd(V) st X¢(¢) = OEnd(V)-
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2. Der Satz von Cayley-Hamilton

Beweis: Wir zeigen zuerst (ii). Seien y, das charakteristische Polynom von ¢
und ¢ := p(¢) € End(V'). Wir wollen zeigen, dass ¢ = Ogna(v). Dazu geniigt es
zu zeigen, dass fur alle v € V' gilt: ¢ (v) = Oy.

Sei also v € V' gegeben. Zunichst wihlen wir eine ,,schone Basis“. Sei dazu k
wie in|[Proposition VI.2.7/minimal, sodass die Menge B’ := {v, ¢(v), ..., ¢* }(v)}
linear unabhéngig ist, d.h. U := (v, ¢(v),...,¢* 1(v)) ist der minimale ¢-
invariante Unterraum von V', der v enthélt. Erginze B’ zu einer Basis B von
V. Nach |Proposition VI.2.7]ist

Qo
1 (051

A= DB,B<¢>=<§ g), A=

1 Qp_1

Nun berechnen wir das charakteristische Polynom y4. Aus der Vorlesung
,Lineare Algebra I wissen wir, dass die Determinante einer Blockmatrix der
Gestalt von A das Produkt der Determinanten der quadratischen Blocke A’ und
C ist — auch A, — A ist eine Blockmatrix von der gleichen Gestalt wie A, d.h.
auch fir das charakteristische Polynom gilt das. Entsprechend ist x4 = x /- xc-
Setzen wir A in x4 ein, dann erhalten wir die Blockmatrix

w= (5 )= o)

denn A* = ((A(;)k c*k) Wir haben also gezeigt: ¥|y = 0, insbesondere ist
U(v) = 0.

Aussage (i) folgt jetzt aus (ii) wie folgt: Zur gegebenen Matrix A definieren
wir die lineare Abbildung ¢: x — Ax, sodass A = Dg g(¢). Insbesondere gilt

XA = X¢» d.-h. xa(A4) = D p(xa(®) = Dep(xs(@)) = Oxnxn. O

Bemerkung VI.2.8: Sei A eine Matrix in K™*". Bei der Definition des cha-
rakteristischen Polynoms xa = det(A — X1I,,) berechnen wir eigentlich die
Determinante einer Matrix iiber dem Ring R := K[X]|. Hierfir benétigen wir
allgemeiner Determinanten von Matrizen iiber Ringen R, also det: R™*" — R.
Diese kann genau so wie tiber Korpern definiert werden und es gelten auch die
Regel von Laplace und die Rechenregeln fiir elementare Zeilen- und Spalten-
operationen.

Bemerkung VI.2.9 (Alternativer Beweis fiir Cayley-Hamilton): Es seien K
ein Kérper und A € K™ gegeben. Wir wollen zeigen, dass y4(A) = 0 in K"™*".
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Wegen x4(X) = det(A — X1,,) ist xa(A) = det(A — Al,) = det(A — A) = 0.
Das ist Quatsch!

11 — X 12 e a1n
az 1 A9 — X ... a2 n
A—XI, = . : € (K[X])™".
n 1 p 2 ce Oy — X

Ist B € K™ dann gilt nicht: xa(B) = A— BIl, = A— B € K™".

3. Der Polynomring iiber einem Korper

Aus dem Satz von Cayley-Hamilton wissen wir fiir eine Matrix A € K™*",
dass xa(A) = 0. Gibt es aufler Vielfachen von y4 noch weitere Polynome,
die das auch erfiillen? Wir werden das im folgenden Abschnitt systematisch
untersuchen.

Es wird sich herausstellen, dass sich der Polynomring K[X] in seinen Eigen-
schaften im Wesentlichen wie der Ring der ganzen Zahlen verhélt, und dass es
ein nicht-triviales Polynom kleinsten Grades gibt, sodass jedes Polynom, das
die Matrix A annulliert, ein Vielfaches dieses kleinsten Polynoms ist.

Erinnerung VI.3.1: Sei K ein Korper. Dann heif3t

K[X] = {ZaiXi:nelNo,ai GK}

=1

mit der Addition und Multiplikation von Polynomen der Polynomring tiber K.

Definition VI.3.2 (K-Algebra): Seien K ein Korper und A eine Menge mit
drei Abbildungen

+:AxA— A, o: AxA— A, K xA— A
Falls gilt

(i) (A,+,e) ist ein Ring,
(i) (A,+,-) ist ein K-Vektorraum,
(iii) e ist bilinear, d. h. fir alle z,y,2 € A und A € K gilt

(r4+y oez=x0z+yecz,
ze(y+tz)=zeytzez,  (Ar)ey=Azey)=ze(Ny),
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dann heifit A eine K-Algebra.

Ist (A, +, ) ein kommutativer bzw. unitarer Ring, dann heiit A eine kom-
mutative K-Algebra bzw. unitire K-Algebra oder K-Algebra mit Fins (d.h. es
gibt 1 € A, sodass fiir allea € A gilt: lea=a=ael).

Seien A; und Ay zwei K-Algebren und ¢: A; — A eine Abbildung. Ist ¢
ein Homomorphismus von K-Vektorraumen und ein Homomorphismus von
(unitdren) Ringen, dann heifit ¢ ein Homomorphismus (unitarer) K-Algebren.

Ist ¢: Ay — Ay ein Homomorphismus (unitarer) K-Algebren und gibt es
einen Homomorphismus (unitérer) K-Algebren 1: Ky — Kj mit ¢ o) = ida,
und ¢ o ¢ = id,, dann heiit ¢ ein Isomorphismus (unitirer) K-Algebren.

Wie bei Gruppen, Vektorrdumen und Ringen zeigt man, dass bijektive
Homomorphismen genau die Isomorphismen sind.

Beispiel V1.3.3 (Erste K-Algebren): Sei K ein Korper.

o Der Polynomring K[X] mit Addition, Multiplikation und skalarer Multi-
plikation ist eine K-Algebra.

o Der Ring der n x n- Matrizen K™*" ist eine K-Algebra mit Addition,
skalarer Multiplikation und Multiplikation von Matrizen.

o Fiir einen K-Vektorraum V ist Endg (V') zusammen mit Addition, skalarer
Multiplikation und Verkniipfung von Endomorphismen eine K-Algebra.

Satz 22: Sei jetzt V' ein endlichdimensionaler K -Vektorraum mit geordneter
Basis B. Dann ist

Dpg: Endg(V) — K™, ¢ — Dp (o)

ein Isomorphismus unitirer K-Algebren.

Definition VI.3.4 (Einsetzen in Polynome): Seien K ein Kérper und (A, +, e, -)
eine unitdare K-Algebra. Dann kann man die Elemente aus A in Polynome aus
K[X] einsetzen. Genauer: Fiir p = Y1 ; ¢;X* € K[X] und a € A setzen wir

wobei a® die i-fache Multiplikation von @ mit sich selbst bezeichnet und wir die
Konvention a° := 14 verwenden.
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Definition VI.3.5 (Einsetzungsmorphismus): Seien K ein Korper, (A, +,e, ")
eine unitdre K-Algebra und a € A. Dann heifit

Ya: K[X] — A, pr—pla)

der Einsetzungshomomorphismus von a. Tatsachlich ist der Einsetzungshomo-
morphismus ein Homomorphismus unitarer K-Algebren, d.h. es gilt fir alle
p1,p2 € K[X] und A € K:

(p1+p2)(a) = pi(a)+p2(a), (p1p2)(a) = pi(a)epa(a), (Ap)(a) = Ap(a).

Definition VI.3.6: Seien K ein Koérper und p = 3% ¢; X" in K[X]. Die Zahl

max{n € N | ¢, # 0}, fallsp#0,
degp :=
—00, falls p =0

heifit der Grad des Polynoms p. Hierbei ist ,,—oo® ein Symbol, das nicht zu N
gehort. Fir das Symbol ,,—oo® definieren wir folgende Rechenregeln:

(i) Fir alle k € Ny ist max{k, —oo} =k,
(ii) max{—o0, —00} = —o0,
(ili) Fir alle k € Ny ist k4 (—o00) := —o0 =: (—00) + k,
) (=00) + (—00) 1= —0o0,
) Fi

ur alle k € INy ist —o0 < k.

(iv
(v

Ist p nicht das Nullpolynom, und ist ¢,, # 0, dann heif}t ¢, der Leitkoeffizient
von p. Ist 1 der Leitkoeffizient von p, dann heifit p normiert.

Bemerkung VI.3.7: Seien K ein Korper und py, py € K[X]. Dann gilt:

i) deg(p1 + p2) < max{deg(pi), deg(p2)},

(
(ii) deg(pip2) = deg(p1) + deg(p2),
(

iii) Die Einheitengruppe K[X]* (d.h. die multiplikativ invertierbaren Poly-
nome) lasst sich folgendermafien beschreiben:

K[X)*={f € K[X]|Es gibt g € K[X] mit gf = fg =1}
= {f € K[X] | deg(f) = 0} = K™

Die beiden Gruppen sind isomorph vermoge A — AX°.
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(iv) Es gibt keine Nullteiler in K[X], d.h. es gibt kein f € K[X] — {0},
sodass es g € K[X] — {0} gibt mit gf = 0.

(v) Fir unitdre kommutative Ringe R kann man genauso den Polynomring
R[X] definieren. In (ii) gilt dann allerdings nur noch ,,<*

Proposition VI.3.8 (Polynomdivision mit Rest): Seien K ein Korper und py, pa
in K[X] mit py # 0. Dann gibt es Polynome h,r € K[X] mit deg(r) < deg(p2)
und p1 = hps + 7.

Definition VI.3.9 (Verschwindungsideal): Seien K ein Korper, n eine natiirli-
che Zahl und V' ein K-Vektorraum.

(i) Fir A € K™ heifit die Menge I(A) := {f € K[X] | f(A) = 0}
Verschwindungsideal von A.

(ii) Fir ¢ € End(V) heifit die Menge I(¢) = {f € K[X] | f(¢) = 0}
Verschwindungsideal von ¢.

Bemerkung VI.3.10 (Eigenschaften des Verschwindungsideals): (i) Die Ver-
schwindungsideale sind nicht leer, denn das Nullpolynom gehort jedenfalls immer
dazu.

(ii) Nach dem Satz von Cayley-Hamilton gehort zu [(A) auch das charakte-
ristische Polynom x 4.

(iii) Sind p; und py in I(A), dann gehort wegen [Definition VI.3.5|auch die
Summe p; + pa zu I(A), denn (p; + p2(A) = pi1(A) + p2(A) =0+ 0= 0.

(iv) Sind h in K[X] und p in I(A), dann gehort wegen [Definition VI.3.5|
auch hp zu I(A), denn (hp)(A) = h(A)p(A) = h(A)0 = 0.

Geleitet von den Beobachtungen der vorangegangenen Bemerkung wollen wir
Teilmengen von Ringen mit den Eigenschaften (i), (iii) und (iv) Ideale nennen.

Definition VI.3.11 (Ideal): Seien R ein unitdrer kommutativer Ring und & #
I C R eine Teilmenge. Falls gilt:

(i) Fir allea,be I'ista+be I,
(ii) Fir allea € J und r € R ist ra € I,

dann heifit I ein Ideal.
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Proposition VI.3.12 (Konstruktion von Idealen): Seien R ein kommutativer
unitarer Ring und aq,...,ar Elemente von R. Dann ist

I:=Ra; + -+ Ray, == (a1, ...,a,) = {riayr + - +rpag | r1,...,7% € R}

ein Ideal. Insbesondere erhalten wir fir a € R, dass Ra :={ra |r € R} = (a)
ein Ideal ist. Dieses heifst das von a erzeugte Hauptideal.

Beweis: (i) Seien a = riay + - -+ + rpar und @ = 1aq + - - - + 7rap Elemente
von I. Dann ist

a+a=ra;+---+rrap+ra+ -+ rpap = (ry+7r1)ag + -+ (g + Tr)ag,
d.h. auch a + a gehort zu I.

(ii) Fira =ria; +-+-+rrag in [ und r € Rist ra = (rri)a; + - - -+ (rrg)ag
in 1. O

Beispiel VI.3.13: Sei R ein kommutativer unitarer Ring. Dann gibt es zwei
sogenannte triviale Ideale; zum Einen ist N := (0) := {0} ein Ideal von R, das
sogenannte Nullideal, und zum Anderen ist R selbst ein Ideal in R.

Definition VI.3.14: Sei R ein kommutativer unitarer Ring.

(i) Falls fur alle 71,79 in R gilt: ,Ist riry = 0, dann ist 7, = 0 oder ry = 0%,
dann heiit R nullteilerfrei.

(ii) Sei I € R ein Ideal. Gibt es m € I, sodass [ = Rm = (m), dann heifit [
ein Hauptideal.

(iii) Sei R zusétzlich nullteilerfrei. Ist jedes Ideal von R ein Hauptideal, dann
heifit R ein Hauptidealring.

Satz 23 (Polynomring als Hauptidealring): Seien K ein Korper und K[X]| der
Polynomring iiber K. Dann ist K[X] ein Hauptidealring, d. h. fir jedes Ideal
I C K[X] gibt es ein Polynom py € I, sodass I = (po) = {hpo | h € K[X]}.

Beweis: Wir wissen bereits, dass der Polynomring nullteilerfrei und kommutativ
ist. Sei nun I C K[X] ein Ideal. Ist I das Nullideal, dann ist I auch ein
Hauptideal. Sonst gibt es py € I — {0}, sodass deg(py) < deg(p) fiur alle
p €I —{0}. Wir zeigen jetzt, dass I = {hpo | h € K[X]}.

Die Inklusion ,, 0% ist dabei klar, da py zu I gehoért und damit auch alle
Vielfachen von py.

Fiir ,C“ sei nun p € I gegeben. Da wir in K [X| Polynomdivision durchfithren
kénnen, gibt es Polynome h und r, sodass p = hpy + r mit deg(r) < deg(po).
Wegen r = p — hpy folgt aus der Minimalitat des Grades von p, schon, dass r
das Nullpolynom sein muss. Also ist p = hpy wie gewiinscht. O
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3. Der Polynomring iiber einem Korper

Fiir den Nachweis, dass K[X]| ein Hauptidealring ist, haben wir nur die
Polynomdivision aus [Proposition VI.3.8| benotigt. Das bedeutet, kann
auf nullteilerfreie kommutative Ringe mit Eins verallgemeinert werden, wenn
es ein Analogon zu [Proposition VI.3.8| gibt, d.h. wenn es einen Begriff von
Teilbarkeit mit Rest gibt. Insbesondere lasst sich der Beweis auf sogenannte
euklidische Ringe verallgemeinern, die wir spater im Kapitel ,,Etwas mehr
Strukturmathematik® ndher kennen lernen.

Korollar V1.3.15: Der Ring der ganzen Zahlen 7. ist ein Hauptidealring.

Proposition VI.3.16 (Eindeutigkeit des Idealerzeugers): Seien K ein Korper,
K[X] der Polynomring tiber K und I C K[X]| ein Ideal. Dann ist der Erzeuger
po aus dem Beweis von eindeutig bis auf einen skalaren, von Null
verschiedenen Faktor. Genauer: Ist I = K[X|f = K[X]|g mit f,g € K[X],
dann gibt es A € K* mit g = \f.

Beweis: Fiir das Nullideal I = (0) gilt die Aussage. Sei also jetzt I # (0) mit
I = K[X]|f = K[X]g. Dann gibt es h,h’ € K[X] mit ¢ = h'f und f = hg,
d.h. f =hg = hh'f, sodass (1 — hh')f = 0. Weil f nach Voraussetzung nicht
das Nullpolynom ist und K [X] nullteilerfrei ist, muss 1 — hh' = 0 sein, sodass
1 = hl/. Damit gehéren h und A’ zu K[X]* und ' = AX? mit A € K* wie
gewlinscht. 0

Fiir den Beweis von [Proposition VI.3.16| haben wir nur benétigt, dass R =
K[X] nullteilerfrei ist und haben daraus erhalten: Zwei Erzeuger desselben
Hauptideals sind gleich bis auf Multiplikation mit einer Einheit. Das bedeutet:
Ist (a) = (b), dann gibt es ein s in R* mit b = sa.

Definition VI.3.17 (Teiler in K[X]): Seien K ein Korper und f,g € K[X].

(i) Gibt es h € K[X] mit g = hf, dann heiit f ein Teiler von g. In diesem
Fall schreiben wir , f | g*

(ii) Gilt fir alle h € K[X] mit A | f und h | g, dass h € K[X]*, dann heien
f und g teilerfremd.

(iii) Sei f € K[X]— (K*U{0}). Gilt fiir alle hy und hy in K[X] mit f = hyho,
dass hy € K[X]* oder hy € K[X]*, dann heifit f irreduzibel.

Ein Polynom heiflt irreduzibel, falls es keine echten Teiler hat — durch
Einheiten kann man immer teilen. Beispielsweise sind die Teiler von 1 =1 - X°
alle a - X fiir a € K*. Genau so wird (X — 2) von allen a(X —2) (a aus K*)

geteilt.

119



Kapitel VI. Die Jordan-Normalform

Satz 24 (Lemma von Bézout): Seien K ein Korper und f,g € K[X]. Die
Polynome [ und g sind teilerfremd genau dann, wenn es hy und hy € K[X]
mit 1 = hyf + hag gibt.

Beweis: ,<—=“: Sei h € K[X]| mit h | f und h | g, d.h. es gibt f' und ¢ in
K[X], sodass f = hf’ und g = hg'. Dann ist

1 = hihf + hohg' = h(h f' + hag'),

sodass h eine Einheit sein muss.

»— Sei I = (f,g) = K[X]f + K[X]g. Nach [Proposition VI.3.12|ist I ein
Ideal in K[X]. Wegen ist I auBerdem ein Hauptideal, d.h. I = (py)
fir ein py € K[X]. Weil f und g zu I gehoren, ist py ein Teiler von f und ein
Teiler von g und da f und g teilerfremd sind, ist py eine Einheit. Es gibt also
py € K[X]* mit pjpo = 1. Insbesondere gehort 1 zu I, d.h. es gibt h; und
hy € K[X], sodass 1 = hy f + hog wie gewiinscht. O

Die Implikation ,,<=* gilt in allen kommutativen unitdren Ringen. Die
Implikation ,=—* hat nur verwendet, dass K[X]| ein Hauptidealring ist. Somit
gilt das Lemma von Bézout in allen Hauptidealringen, insbesondere auch im
Ring der ganzen Zahlen Z.

Korollar V1I.3.18: Seien a und b ganze Zahlen. Genau dann sind a und b
teilerfremd, wenn es ganze Zahlen k und ¢ gibt, sodass 1 = ka + (b.

Definition VI.3.19 (Nullstellenmenge): Sei f ein Polynom mit Koeffizienten
in K. Die Menge Nst(f) = {a € K | f(a) = 0} heiit Nullstellenmenge von f.

Ist g ein weiteres Polynom mit Koeffizienten in K und wird f von g geteilt,
dann ist Nst(g) C Nst(f).

Proposition V1.3.20: Seien K ein Korper und f € K[X].

(i) Genau dann ist a € K eine Nullstelle von f, wenn (X — a) ein Teiler

von f ist.

(i) Gibt es ay,...,a, € K, sodass f = TI7_1(X — a;) und ist h € K[X] ein
normierter Teiler von f, dann ist h = H?ZI(X — aj;), wobei iy, ..., i in
{1,....,n} mit 1 <iy <+ <ip<n.

Beweis: (i) ,,<=“: Angenommen, f = g- (X — a) fir ein g € K[X]. Dann
ist f(a) =0-g(a) =0, da Einsetzen ein Algebrenhomomorphismus ist.

»,—"“: Polynomdivision ergibt, dass f = g- (X —a) +r mit deg(r) < 0. Aber
das heifit 7 = ¢X° mit ¢ € K und wegen 0 = f(a) = g(a) - 0 + r(a) = ¢ muss
sogar ¢ = 0 gelten. Damit ist (X — a) ein Teiler von f, wie gewiinscht.

120



4. Das Minimalpolynom

(ii) Wir schreiben f = gh fir ein Polynom g mit Koeffizienten in K, d.h.
(X —ay)-- (X —a,) = gh. Weil K ein Korper ist, folgt aus 0 = f(a;) =
g(a1)h(ay), dass g(a;) = 0 oder h(a;) = 0. Diese Tatsache benutzen wir, um
iterativ wie folgt die Funktion 6: {as,...,a,} — {0,1} zu definieren:

fall
0(@1) _ 07 alls g(a’l)
1, falls h(ay)

0,
0

Im ersten Fall ist g = (X — aq)g fiir ein Polynom ¢ mit Koeffizienten in K, im

zweiten Fall genau so fiir h. Weiter setzen wir im ersten Fall A = h und im

zweiten Fall § = ¢. Fiir § und 7 haben wir dann (X — ay) -+ (X — a,) = gh.
Tterativ erhalten wir 1 = gh fiir Polynome § und h, fiir die

g= J] (X —a)j respektive h= ][] (X - a;)h (VL.1)
4:0(a;)=0 1:0(a;)=1
gilt. Insbesondere ist deg(g) = (ﬁ) = 0, und aus [Gl. (VI.1)|zusammen mit

der Normiertheit von h folgt & = 1. Dann ist [GI. (VI.1)[ genau das Behauptete.
O

Korollar VI.3.21 (Kriterium Teilerfremdheit): Seien K ein Korper, a € K
und n € Ny. Ferner seien f und g Polynome in K[X] mit f = (X — a)", und
g(a) # 0. Dann sind f und g teilerfremd.

Beweis: Sei ¢ ein normierter Teiler von f und g. Nach [Proposition VI.3.20(ii)
gibt es eine nichtnegative ganze Zahl k, sodass t = (X — a)*. Wegen Propositij
on VI.3.20(i) ist £ = 0, und so t eine Einheit in K[X]. O

4. Das Minimalpolynom

In diesem Abschnitt wollen wir das kleinste Polynom kennenlernen, das einen
Endomorphismus bzw. eine Matrix annulliert. Dieses Polynom heifit Minimalpo-
lynom. Wir werden feststellen, dass die Nullstellenmenge des Minimalpolynoms
mit der des charakteristischen Polynoms iibereinstimmt, also gleich dem Spek-
trum des Endomorphismus bzw. der Matrix ist.

Bemerkung VI.4.1: Seien n eine natiirliche Zahl, K ein Korper, V ein K-
Vektorraum und ¢ € End(V') ein Endomorphismus bzw. A € K™*". Da K[X]
ein Hauptidealring ist, haben die Verschwindungsideale I(¢) respektive 1(A)
eindeutige normierte Erzeuger kleinstens Grades my respektive m 4.
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Definition VI.4.2 (Minimalpolynom): Seien n eine natiirliche Zahl, K ein
Korper, V' ein K-Vektorraum und ¢ € End(V) ein Endomorphismus bzw.
A € K™ Der Erzeuger m, respektive my des Verschwindungsideals I(¢)
respektive I(A) heifit Minimalpolynom von ¢ respektive Minimalpolynom von
A.

Insbesondere ist das Minimalpolynom dasjenige Polynom f kleinsten nicht-
negativen Grades, das ¢ respektive A annulliert, d.h. das f(¢) = 0 respektive
f(A) = 0 leistet.

Bemerkung VI.4.3: Aus dem Satz von Cayley-Hamilton folgt, dass m4 ein
Teiler des charakteristischen Polynoms x4 ist und genauso, dass m4 ein Teiler
des charakteristischen Polynoms x4 ist.

Proposition VI.4.4: Seien n eine natirliche Zahl, K ein Korper, V ein K-
Vektorraum und ¢ € End(V') ein Endomorphismus bzw. A € K™™. Dann
qilt:

(i) Nst(my) = Nst(xs) = Spec(¢),

(ii) Nst(ma) = Nst(xa) = Spec(A).

Beweis: Wir zeigen (ii), (i) geht vollig analog. Wie in [Proposition VI.3.19
bemerkt, haben wir Nst(m4) C Nst(x4). Bleibt also ,,2“ zu zeigen.

Sei dazu A € Nst(x4). Dann ist A ein Eigenwert von A, d.h. m4()) ist ein
Eigenwert von ma(A) = 0. Wir haben also m4(A) =0, d.h. A € Nst(my). O

Beispiel VI.4.5: Es sei K ein Korper.

(i) Fir A = diag(3,3,1)ist ya = (X — 3)*(X — 1) das zugehorige charakte-
ristische Polynom. Wir setzen p = (X — 3)(X — 1). Nach Proposition 1.4.4 und
Proposition 1.3.20 wird y 4 von p geteilt und setzen wir A in p ein, so erhalten

wir
00 0\ /200

p(A)=(A—3L)A-I)=|0 0 0|0 2 0]|=o0,
00 -2/\000

d. h. p ist das Minimalpolynom.

(ii) Esseien Aj,..., A\, € K und A = diag(Ay, ..., \,). Das charakteristische
Polynom von A ist x4 = [17;(X — )\;), aber das Minimalpolynom von A ist
ma = [Tespec(a)(X — A). Insbesondere haben wir degms = # Spec(A) und
deg x4 = n.
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4. Das Minimalpolynom

(iii) Seien a € K und

a 0 0 0
_]_CLOO 4Ax4
A=1g 1 4 0| €K

0 01 a

Da A eine untere Dreiecksmatrix ist, ist ya = det(A — XI) = (X — a)*. Wir
haben

0000
1000
A—ali=10"1 ¢ ¢
0010

und da wir die Potenzen von (A — al,) schon ausgerechnet haben, wissen wir
bereits, dass erst (A — aly)* = 0. In diesem Fall ist also das Minimalpolynom
gleich dem charakteristischen Polynom.

(iv) Betrachte ®: K™ — K™ A+ A'. Wir wissen, dass (A")" = A,
sodass ®? = idgnxn gilt. Das Polynom X2 — 1 annulliert also ®. Ein Polynom
kleineren nicht-negativen Grades kann nicht annullieren, sodass mg = X2 — 1.
Da dim K™ = n? ist auch degys = n?, die Eigenwerte von ® sind +1.
Uberlegen Sie sich, wie das charakteristische Polynom von ® aussieht!

Um uns das Leben leichter zu machen, mochten wir im Folgenden das
charakteristische Polynom in teilerfremde Faktoren zerlegen und diese zuerst
bearbeiten.

Notation VI.4.6: Seien K ein Korper, n eine natiirliche Zahl und A € K"™*".
Mit ¢p4: K™ — K™ bezeichnen wir die zugehorige lineare Abbildung und wir
setzen Bild(A) := Bild(¢) sowie Kern(A) := Kern(¢,).

Lemma VI.4.7 (Zerlegungslemma fiir Matrizen): Seien K ein Korper, n eine
natirliche Zahl, A € K™ und ¢y, go sowie g Polynome in K[X].

(i) Die Raume Kern(g(A)) und Bild(g(A)) sind A-invariante Untervektor-
raume des K".

(ii) Sind g1 und go teilerfremd, dann gilt
Kern(g1(A)) NKern(g2(A)) = {0}, Bild(g1(A)) + Bild(g2(4)) = K"
(iii) Ist (g192)(A) =0, also g1g2 € I(A), dann gilt

Bild(g2(4)) C Kern(g1(4)), Bild(g:(A4)) C Kern(g2(4)).
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(iv) Sind g1 und gy teilerfremd und g1go € 1(A), dann haben wir
K" = Kern(g1(A)) ® Kern(g2(A))
sowie Kern(g(A)) = Bild(g2(A)) und Kern(ga2(A)) = Bild(g1(A)).

Beweis: (i) Gehort v zu Kern(g(A)), dann ist g(A)v = 0. Die Matrizen A
und g(A) kommutieren, weshalb wir g(A)Av = Ag(A)v = A0 = 0 haben, d. h.
Av gehort zu Kern(g(A)).

Gehort v zu Bild(g(A)), dann gibt es irgendein w € K" mit v = g(A)w.
Wieder ist Av = Ag(A)w = g(A)Aw, und das ist ein Element von Bild(g(A)).

(ii) Aus dem Lemma von Bézout wissen wir, dass es Polynome h; und hy
mit 1 = hy1g1 + hogo gibt. Setzen wir A in diese Darstellung ein, so erhalten wir
o = In(A)g1(4) + ha(A)g2(A) = g1(A)(4) + g2(A)ha(A).

Fiir v € Kern(g1(A)) N Kern(g2(A)) erhalten wir mit der ersten Gleichheit aus
der obigen Gleichung, dass
v="h1(A)gi(A)v + ha(A)g2(A)v = h1(A)0 + he(A)0 =0
und fiir v € K™ ist wegen der zweiten Gleichheit in der ersten Gleichung, dass
v =g1(A)h1(A)v + go(A)ha(A)v, d. h. v gehort zu Bild(g;(A)) + Bild(g2(A)).
(iii) Es sei v = go(A)w ein Element von Bild(go(A)). Dann ist

g1(A)v = g1(A)g2(A)w = (9192)(A)w = 0,
sodass v zu Kern(g;(A)) gehort und deshalb Bild(g2(A)) € Kern(gi(A)). Die
zweite Aussage zeigt man genau mit Vertauschung der Indizes.

(iv) Aus (ii) wissen wir, dass K™ = Bild(g;(A)) + Bild(g2(A)). Aus (iii)
wissen wir auflerdem, dass Bild(g;(A4)) € Kern(g;(A)) fur ¢ € {1,2} und
g € {1,2} — {i}. Wieder wegen (ii) ist K" = Kern(g2(A)) & Kern(g1(A)),
d.h. wir haben Bild(g;(A)) + Bild(g2(A)) C Kern(g2(A)) @ Kern(gi(A)). Aus

Dimensionsgriinden folgern wir jetzt

Bild(¢1(A)) = Kern(ga(4)),  Bild(g2(A)) = Kern(g:1(A)). O

Korollar VI.4.8 (Zerlegungslemma fiir Endomorphismen): Seien K ein Kor-
per, n eine natirliche Zahl, V' ein K-Vektorraum der Dimensionn, ¢: V — V
eine lineare Abbildung und f = g1g2 ein Polynom iiber K mit f € I1(¢) und
teilerfremden g1, go. Dann gilt

V' = Kern(g:(¢)) ® Kern(ga(¢))

sowie Kern(g;(¢)) = Bild(g2(¢)) und Kern(go(¢)) = Bild(g1(¢)). Hierbei sind
Kern(g1(¢)) und Kern(gyo(¢)) zwei ¢-invariante Unterrdume von V.
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Korollar V1.4.9: Seien K ein Kérper, n eine natirliche Zahl, V ein K -Vektorraum
der Dimension n, A € K™*" eine Matriz und ¢: V — V ein Endomorphismus.
Zerfdllt ma beziehungsweise my in Linearfaktoren, d. h. ma = [T_; (X — \;)*
beziehungsweise my = [17_1 (X — X\;)%, dann gilt

K" = é Kern ((A — )\i]n)ei) bzw. V = éKem (((b -\ idv)ei).

i=1 i=1

Wir schreiben H; = Kern((¢ — \;idy)%).

Hy, ..., H, werden wir spater als Hauptraume wiedersehen. Wir halten fest,
dass die obige Aussage genau so fiir das charakteristische Polynom gilt.

5. Nilpotente Endormorphismen

In diesem Abschnitt leiten wir ( Satz 1 ) fiir nilpotente Endomorphismen
her. Als entscheidende Bausteine dafiir zeigen wir in Proposition 1.5.8 und
Korollar 1.5.9, dass sich ein endlichdimensionaler Vektorraum V', gegeben einen
nilpotenten Endomorphismus ¢, in eine direkte Summe ¢-zyklischer Unterraume
zerlegen lasst.

In diesem Abschnitt seien stets V' ein n-dimensionaler Vektorraum iiber
dem Korper K, ¢ ein Endomorphismus von V und A eine n x n-Matrix mit
Eintragen aus K.

Definition VI.5.1 (Nilpotent): Gibt es eine natiirliche Zahl k, sodass ¢* = 0,
dann heilt ¢ nilpotent. Gibt es ein solches k, sodass A* = 0, dann heifit A
nilpotent.

Beispiel V1.5.2 (Lieblings-nilpotente-Matrix): Sei

o= O O
_ o O O

0
0
0
0

OO = O

Nach [Proposition VI.4.5(iii) ist A* =0, d.h. A ist nilpotent.

Bemerkung VI.5.3: Ist A eine nilpotente Matrix beziehungsweise ¢ ein nil-
potenter Endomorphismus, dann ist x4 = (—1)"X" beziehungsweise x, =
(—1)"X™. Das entsprechende Minimalpolynom ist X* fiir eine natiirliche Zahl
k<n.
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Kapitel VI. Die Jordan-Normalform

Proposition VI.5.4 (Spektrum nilpotenter Endomorphismen): st A beziehungs-
weise ¢ nilpotent, dann ist Spec(A) = {0} beziehungsweise Spec(p) = {0}.

Beweis: Wir zeigen die Behauptung ausschlielich fiir Matrizen, fiir Endo-
morphismen greifen dieselben Argumente. Ist A nilpotent, dann gibt es eine
natiirliche Zahl k, sodass A¥ = 0. Ist \ ein Eigenwert von A, dann gibt es
einen von Null verschiedenen Vektor v in V', sodass Av = Av. Dann ist auch
AFy =0 = Mo, d.h. \¥ = 0 muss gelten, weil v von Null verschieden ist. Und
weil K nullteilerfrei ist, war \ selbst bereits Null. 0

Definition VI.5.5 (Zyklischer Unterraum): Seien K ein Korper, n eine natir-
liche Zahl, V' ein n-dimensionaler Vektorraum tiber K, ¢ ein Endomorphismus
von V und U ein Untervektorraum von V. Ist U ein ¢-invarianter Unter-
raum und gibt es einen Vektor uy in U sowie eine natiirliche Zahl k, sodass
U = Lin(ug, ¢(up), . - ., 3" (up)), dann heiit U ein ¢-zyklischer Unterraum.

Das heifit: U ist der kleinste ¢-zyklische Unterraum, der ug enthélt (vergleiche
IProposition VI.2.7)).

Bemerkung VI.5.6 (Entdeckung des groften Jordan-Kistchens): Seien K ein
Korper, n eine natiirliche Zahl, V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und
¢: V — V ein nilpotenter Endomorphismus mit Minimalpolynom von Grad d =
deg(my). Dann ist U ein ¢-zyklischer Unterraum U = Lin(ug, ¢(uo), - . ., % (up)),
B = (ug, #(ug), - .., ¢ 1 (ug)) ist eine Basis von U und die Darstellungsmatrix
von ¢|y beziiglich B ist

—_
o
o

J = Dpp(dly) =

o
—_
.| |¢

A

Im Folgenden verfahren wir nach dem Prinzip ,,Teile und Herrsche®. Wir
zerlegen V = U @ W, wobei U ein maximaler ¢-zyklischer Unterraum von V'
ist, und zerlegen dann W weiter.

Definition VI.5.7 (¢-invariantes Komplement): Secien U ein ¢-invarianter Un-
terraum von V und W ein weiterer Unterraum von V. Falls V =U & W und
falls W ebenfalls ¢-invariant ist, dann heifit W ein ¢-invariantes Komplement.
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5. Nilpotente Endormorphismen

Proposition V1.5.8: Seien K ein Korper, n eine natirliche Zahl, V' ein Vektor-
raum tber K der Dimension n, ¢: V — V ein nilpotenter Endomorphismus, d
der Grad des Minimalpolynoms von ¢ und ug € V mit ¢ 1(ug) # 0. Dann hat
der ¢-zyklische Unterraum U = Lin(ug, ¢(ug), - . ., ¢ 1 (up)) ein d-invariantes
Komplement.

Beweis: Wir schreiben
M = {W'| W CV ist ¢-invarianter Unterraum mit W' N U = {0}}

und halten fest, dass 9t wegen {0} € 9t nichtleer ist. Wir wéhlen ein Element
W von 9 mit maximaler Dimension.

Wir wollen zeigen, dass W das gesuchte ¢-invariante Komplement ist, d. h.
dass V. = U & W. Das erreichen wir, indem wir , U & W C V* zu einem
Widerspruch fiihren.

Angenommen, U @ W waére ein echter Unterraum von V. Dann fanden wir
ein v’ € V — (U ®W). Wegen ¢? = 0 wire insbesondere ¢?(v') = 0, und 0
gehorte zu U @ W. Wegen v ¢ U & W hétten wir auflerdem ¢°(v) =v ¢ UG W.
Sei also nun ¢ € {1,...,d} minimal mit der Eigenschaft, dass ¢‘(v') € U & W,
Wir schreiben v := ¢*~1(v').

Wegen ¢(v) € U @ W fanden wir eindeutige v’ € U und w € W, sodass
¢(v) = v 4+ w und da wir eine Basis von U kennen, konnten wir dieses «’ mit
geeigneten ay, ..., aq 1 € K schreiben als v’ = %} @;¢" (up). Anwendung von
41 auf ¢(v) ergibe

0 = g’ (up) + ¢ (w),

was wegen U N'W = {0} zunichst erzwiinge, dass ap¢? '(ug) = 0 sowie
%1 (w) = 0, und schliefllich wegen ¢?~!(ug) # 0, dass oy = 0 gelten miisste.
Mit u := S9! a;¢" " (ug) erhielten wir so, dass ¢(v) = ¢(u) + w.

Das aber erlaubte es uns, w zu schreiben als w = ¢(v) — p(u) = ¢(v—u), d. h.
(v — u) gehorte zu W. AuBerdem gehorte v — u nicht zu W, denn andernfalls
miisste schon v zu U & W gehort haben. Wir konnten also W echt vergrofiern
zu W+ Lin(v —u) (d.h. W C W + Lin(v — u)).

Ware jetzt w’ ein Element von (W + Lin(v — u)) N U, dann gébe es w € W
und ein ¢ € K, sodass w’ = w + ¢(v — u) ein Element von U wére. Wéare ¢ # 0,
dann erhielten wir, dass v = ¢! (w' + cu — w) zu U & W gehorte, was wir
ausgeschlossen haben. Es miisste also ¢ = 0 gelten, sodass w’ = w in Wahrheit
zu W gehorte, was wegen W NU = {0} zur Folge hitte, dass w’ = 0.

Insgesamt hétten wir ein Element W’ von 9t erhalten, das W echt enthielte,
was der Wahl von W widersprache. Es muss also V' = U & W gelten und W ist
das gewiinschte ¢-invariante Komplement von U. O
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Kapitel VI. Die Jordan-Normalform

Korollar VI.5.9 (Zerlegung in zyklische Unterraume): Seien K ein Korper,
n eine natirliche Zahl, V' ein K-Vektorraum der Dimension n und ¢: V —V
ein nilpotenter Endomorphismus. Dann ist V' die direkte Summe ¢-zyklischer
Unterraume.

Die Aussage zeigt man per vollstdndiger Induktion mit der Aussage aus
[Proposition VI.5.8|

Korollar VI.5.10 (Jordan-Normalform fiir nilpotente Matrizen): Seien K ein
Korper, n eine natirliche Zahl, V' ein n-dimensionaler Vektorraum tber K und
¢: V. — V ein nilpotenter Endomorphismus. Dann gibt es eine Basis B von V,
sodass
Ja,
Dpp(¢) =
Ja,

wobei dy > dy > --- > ds > 1. Hierbei sind die Matrizen Jg, definiert wie in
|Proposition VI.5.6 und heiffen Jordan-Kastchen fir ¢.

Bemerkung VI.5.11: Sei J; = Zle E; ;1 das Jordan-Kastchen aus
tion VI.5.6, Dann gilt Ji = %, | E;; ¢, d.h. J§ hat Einsen auf der (-ten
unteren Nebendiagonale. Insbesondere ist

d—¢, fallsd—¢>0,

0, sonst.

Rang(J;) = {

Das zeigt man per Induktion mithilfe der Formel E; ;Ey; = 0y j E o.

Proposition V1.5.12 (Kenngroflen fiir die Jordan-Normalform): Seien K ein
Kérper, n eine natiirliche Zahl, V' ein Vektorraum der Dimension n tiber K,

und ¢ ein nilpotenter Endomorphismus von V. Fir die Darstellungsmatriz
Dp p(¢) = J aus|Proposition VI.5.1( gilt:

(i) Die Summe der dy,...,ds ist n.

(ii) Sei my die Anzahl der Jordan-Kaistchen der Linge k und r, = Rang(¢").
Dann gilt fir jedes k, dass my = rp_1 — 21, + 71

(iii) Das grifite Jordan-Kdistchen hat Grifle deg(my).
(iv) Die Anzahl s der Jordan-Kdstchen ist dim Eig(¢,0).

Beweis: (i) Klar.
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6. Jordan-Normalform

(ii) Fiir das Jordan-Késtchen Jy, gilt Rang(J} ) = max{0, ..., d; —k}. Damit
erhalten wir

n

T = Rang(Ji_) = Rang(Jk) = ZRang(Ji) = Z mg(d — k),

=1 d=k+1

weil nur die Kéastchen der Léange k + 1 und grofler iiberleben. Es ist also

n

Te—1 — Tk = Zmd(d—(k?—l))_ Z ma(d — k) = my + Z mq = Zmd»
d=k d=k+1 d=k+1 d=k
sodass my = Yy_j, Md — >gpr1Md = Tk—1 — Tk — (k. — Tk41) Wie behauptet.
(iii) Sei d der Grad von my, d.h. ¢? = 0. Aus (ii) folgt fir k¥ > d + 1, dass
my = 0 und mg = 74_1; = Rang(¢?1) > 0.
(iv) Wir haben

n
> ma=ro—r
d=1

— Rang(¢") — Rang(9)
=n — (n — dim Kern(¢)) = dim Kern ¢ = dim Eig(¢, 0). O

6. Jordan-Normalform

Fir diesen Abschnitt seien stets V' ein n-dimensionaler Vektorraum tiber dem
Korper K, ¢ ein Endomorphismus von V' mit zugehorigem Minimalpolynom
my und Spektrum Spec(¢) = {A1,..., A}, d.h. my = fIT_ (X — \)% fiir
irgendein irreduzibles Polynom f in K[X] (insbesondere hat f keine Nullstellen
in K).

Ist der zugrundeliegende Korper K algebraisch abgeschlossen, dann ist f aus
der obigen Produktdarstellung eine Einheit.

Definition VI.6.1 (Hauptraum): Sei )\; ein Eigenwert von ¢. Der Vektorraum
H)y, = Kern(¢ — \;idy)% der Hauptraum zu A;. Ist A ein Element von K —
Spec(¢), dann setzen wir Hy = {0}.

Bemerkung VI.6.2 (Summe der Hauptrdume): Aus |Proposition VI.4.8 folgt
direkt, dass die Summe der Hauptraume H,, & --- & H), direkt ist. Ist K
dariiber hinaus algebraisch abgeschlossen, dann folgt aulerdem, dass diese
Summe der ganze Raum V ist. Ferner sind die Hauptraume ¢-invariant.
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Kapitel VI. Die Jordan-Normalform

Proposition VI.6.3 (Minimaler invarianter Unterraum, der Eigenraum enthalt):
Seien A ein Figenwert von ¢ und V = U & W eine Zerlegung von V in ¢-
invariante Unterrdume, sodass Eig(¢,\) = Kern(¢ — Nidy) in U enthalten
ist. Dann sind bereits alle Potenzen Eig(¢, \)* fiir natiirliche Zahlen k in U
enthalten.

Beweis: Wir gehen in zwei Schritten vor. Zunéchst zeigen wir, dass ein Un-
terraum U genau dann ¢-invariant ist, wenn er ¢ — \idy-invariant ist. Dann
zeigen wir per Induktion die Aussage zu den Potenzen.

Zum ersten Schritt: ,=—: Sei u ein Element von U. Dann haben wir
(¢ — Nidy)(u) = ¢(u) — \u, was zu U gehort.

,<=" folgt wegen ¢ = (¢ — Aidy) — (=) idy aus ,—“

Zum zweiten Schritt: Fiir k£ = 1 gilt die Aussage per Voraussetzung. Die
Aussage gelte fiir die natiirliche Zahl k. Sei v ein Element von Kern(¢— X idy )**!.
Wegen V = U @& W gibt es eindeutig bestimmte Vektoren v aus U und w aus
W, sodass v = u + w. Das heif3t

0 = (¢ — Nidy) T (v) = (¢ — Nidy)* (u) + (¢ — Nidy ) T (v),

wobei rechts nach (i) je ein Element von U und eins von W stehen. Weil
aber U NW = {0} per Voraussetzung ist, ist (¢ — Nidy)*™(w) = 0, was
bedeutet, dass (¢ — Aidy ) (w) in Kern(¢ — Aidy ) liegt — und dieser Kern ist
nach Voraussetzung in U enthalten.

Andererseits ist der Vektor (¢ — Xidy )*(w) nach (i) ein Element von W, also
gilt (¢ — Aidy)*(w) = 0 wegen U N W = {0}. Nach Induktionsvoraussetzung
ist w in Kern(¢ — \idy)*, also in U, enthalten, d.h. w liegt in U N W = {0},
v =u und liegt in U. 0J

Wir halten fest, dass die Riume Kern(¢ — Midy )* eine aufsteigende Kette
von Unterrdumen bilden, d.h. Kern(¢ — A idy) C Kern(¢ — Aidy)? C ...

Korollar VI.6.4 (Hauptraum enthilt alle Potenzen des Eigenraums): Seien \;
ein Figenwert von ¢ und e; sein Ezponent im Minimalpolynom my. Dann ist

H,, = Kern(¢ — Aidy)“ = | J Kern(¢ — Aidy)",
keIN

d. h., fir jedes k > e; gilt Hy, = Kern(¢ — Nidy)*. Man sagt auch, die Kette
(Kern(¢ — N idy )*)rew werde stationir.

Beweis: Der Hauptraum H), ist ¢-invariant nach [Proposition VI.6.2|und der
Rest der Behauptung ist [Proposition VI.6.3| O
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6. Jordan-Normalform

Definition VI.6.5 (Algebraische Vielfachheit): Sei A ein Eigenwert von ¢. Der
Exponent des grofiten Teilers (X — A)* des charakteristischen Polynom
heiit algebraische Vielfachheit von A und wird mit . (¢, ) bezeichnet. Den
Exponent des grofiten Teilers (X — A\)* des Minimalpolynoms mg bezeichnen
wir mit e(¢p, A).

Proposition V1.6.6 (Dimension der Hauptrdume): Sei A ein Eigenwert von
¢. Dann ist dim Hy = uq(¢p, \) und ¢|u, hat das charakteristische Polynom
(X — A)NE((ZS?A)

Beweis: Weil \ ein Eigenwert von ¢ ist, kénnen wir x, = (X — A)®g schreiben,
wobei A keine Nullstelle von ¢ ist. Das bedeutet nach [Proposition VI.3.20 dass
(X — A)¢ und g teilerfremd sind.

Per Zerlegungslemma (Proposition VI.4.8)) zerfallt V' als direkte Summe
¢-invarianter Unterrdaume V = Hy & W, und H) = Kern(¢ — \idy)°.

Nun betrachten wir die Einschrankungen ¢ = ¢|g, und ¢2 = ¢|w, um
deren charakteristische Polynome zu bestimmen. Wegen V = H, & W gilt
Xo = X1 Xz

Per Definition von H) ist (¢ — Aidy ) = 0 fiir jedes v aus H,, was bedeutet,
dass (¢—Aidg, )¢ = 0. Der Endomorphismus ¢; = ¢; — A idy, ist also nilpotent,
und xy, = X4 Darum gilt x4, = (X — \)3mHx,

Jetzt haben wir die zwei Zerlegungen (X —\)°g = X, Xg, = (X —N) Iy |
und einerseits ist dim Hy < e, da (X — \) sonst ein Teiler von g wére, was wir
ausgeschlossen haben, und andererseits ist dim Hy > e, weil (X — \) sonst ein
Teiler von x4, ware, was ebenfalls nicht sein kann. Es folgt e = dim H), wie
behauptet. O

Bemerkung VI.6.7 (Eigenwerte und Hauptridume): Seien A ein Eigenwert von
¢, Hy der zugehorige Hauptraum und V' = H) @ W eine Zerlegung von V in
¢-invariante Unterrdaume. Dann ist A kein Eigenwert von ¢|y,, das Spektrum
von ¢ ist die disjunkte Vereinigung von {\} und Spec(¢|w ), und ist X’ ein von
A verschiedener Eigenwert von ¢, dann ist der Hauptraum H),, in W enthalten.

Beweis: Weil der Eigenraum Eig(¢, A) im Hauptraum H) enthalten ist, ist die
erste Behauptung klar.

Die Inklusion ,{A} U Spec(¢|w) C Spec(¢)* ist klar. Fiir die Inklusion ,O¢
seien X' ein Eigenwert von ¢’ und v ein zugehoriger Eigenvektor. Wir kénnen v
in eindeutiger Weise schreiben als v = v + w fiir v aus H) und w aus V, und
erhalten

¢(u) + o(w) = ¢(v) = Xv = Nu+ Nw.
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Da per Voraussetzung ¢(u) in Hy und ¢(w) in W liegt, und das genauso fir N'u
respektive N'w gilt, ist per Direktheit der Summe ¢(u) = Nu sowie ¢p(w) = Nw.
Wegen Hy N Hy = 0 muss u = 0 gelten, d.h. v = w, sodass Eig(¢, \') in W
enthalten ist.

Schliellich folgt aus ,Eig(¢, A') € W* zusammen mit [Proposition VI.6.3| die
letzte Behauptung. 0

Satz 25 (Wann gibt es eine Zerlegung in Hauptraume?): Die folgenden Aus-
sagen sind dquivalent:

(i) Der Vektorraum V zerfallt in die direkte Summe V = @)espec(s) Hr der
Hauptraume.
(ii) Das charakteristische Polynom x4 zerfdllt in Linearfaktoren.

(ili) Das Minimalpolynom my zerfdllt in Linearfaktoren.

Beweis: (i) = (ii)“: [Proposition VL.6.6|sagt x|z, = (X — \)dm = (X —
A\)Ha(@A) “auBerdem sind die Hauptrdume alle ¢-invariant. Es muss damit

Xo = H Xolu, = H (X — )\)ua(¢,>\)
AESpec(A) A€Spec(A)

gelten.

,(il) = (iil)“: Weil das Minimalpolynom ein Teiler des charakteristischen
Polynoms ist, greift [Proposition VI.3.20.

,(ili) = (1)“: Folgt aus [Proposition VI.4.8 und [Proposition VI.6.1] O

Korollar VI.6.8 (Zerlegung iiber algebraisch abgeschlossenem Korper): Ist K
ein algebraisch abgeschlossener Korper (wie beispielsweise der Korper der kom-
plexen Zahlen C), dann ist V = @yecspec(s) Hx-

Ist eine (und damit alle) Bedingung aus erfillt, und bezeichnet
ta(P, A) die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts A von ¢, dann gilt

X¢ = H (X — /\),ua(@/\).
A€Spec(¢)

Ferner ist mg = [xespec(s) (X — A)* fiir Exponenten 0y < piq(¢, A).

Bemerkung VI.6.9: (i) Seien K der Kérper der reellen Zahlen R und ¢ der
Endormorphismus von R?, der durch

!
g 1 0
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6. Jordan-Normalform

erklart wird. Dann ist A*> = —I, und A? + I, = 0, sodass my = X? + 1, was
keine reelle Nullstelle besitzt. Weil das Spektrum von ¢ leer ist, gilt fiir die

Summe der Hauptridume, dass @ycspec(s) Hx = {0}, Was ein echter Unterraum
des R? ist.

(i) Ist K der Korper der komplexen Zahlen C und betrachten wir die lineare
Abbildung mit derselben Abbildungsvorschrift wie in (i), dann zerféllt das
Minimalpolynom in Linearfaktoren; es ist my = X2+ 1 = (X — i)(X +1)
und damit Spec(¢) = {£i}. Bereits in einem vorherigen Beispiel ausgerechnet
haben wir

C? = H; @ H_; = Eig(¢,i) ® Big(¢, —i) = <<11>> ® <<_i>> :

Bemerkung VI.6.10: Seien K ein Korper, V' ein endlichdimensionaler Vektor-
raum iiber K und ¢ ein Endomorphismus von V.

(i) Ist A ein Eigenwert von ¢, dann ist ¢ — Aidy nilpotent auf H (¢, A).
(ii) Fir jede Basis B von V gilt Dg p(¢) = Dg p(¢ — Aidy) + Al,.
Beweis: (i) Der Hauptraum H, ist Kern(¢ — \id)¢, wobei e die algebraische

Vielfachheit von (X — A) im Minimalpolynom m, ist. Das bedeutet, dass
(¢ — Aid)®|m, die Nullabbildung ist, also dass (¢ — Aid)|x, nilpotent ist.

(ii) Zu fixierter Basis B ist Dp p: End(V) — K™ ein Homomorphismus
von Vektorraumen, sodass

Dp (¢ — Nidy) = D p(¢) — ADp g(idv) = Dp g(¢) — AL,. 0O

Definition VI.6.11 (Jordank&stchen): Seien K ein Korper, A € K und d eine
natiirliche Zahl. Dann heif3t

Ja(A) = Ma+ Ja(0) = | 0

> O O

Jordankdstchen der Grofie d zum Eigenwert \.
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Satz 26 (iiber die Jordan-Normalform): Seien K ein Korper, V ein K -Vektorraum
der Dimension n und ¢ ein Endomorphismus von V- mit Spec(¢) = {1, ..., A}
Zerfdllt das charakteristische Polynom in Linearfaktoren, dann gibt es eine
Basis B von V' mit
D, 0
DB,B((b) = T )
0 D,

wobei fiir 1 <1i < £ gilt: Es gibt natirliche Zahlen dy;, ..., dy,; mit dy; > -+ >
dy, i, sodass D; auf der Diagonalen die Jordankdstchen Jg, ,(X;), ..., Jdki,i<>\i)
stehen hat.

Die Matriz D; heifit Jordan-Block zum Eigenwert \; und die Matrizen Jq, ,(\:)
heiffen Jordan-Késtchen zum Eigenwert );.

Das heifit k; ist die Anzahl der Jordan-Késtchen zum Eigenwert A und d;;
ist die Lange des j-ten Jordan-Késtchen zum Eigenwert \;. Wir nennen D; den
Jordan-Block zum Eigenwert ;.

Beweis: Nach haben wir die Zerlegung V' = H,, & --- @ H,, von
V' in die ¢-invarianten Hauptrdume. Ausgehend davon betrachten wir die
Einschrankungen ¢; = ¢| w,, auf die Hauptraume.

In|[Proposition V1.6.10 haben wir uns tiberlegt, dass die ¢; —A; idp,, nilpotent
sind, und dass Dp g(¢;) = Dpp(p; — N\iidy, ) + M fir jede Basis B des
Hauptraums H), gilt. Z

Mit [Proposition VI.5.10|erhalten wir je eine Basis B von H),, sodass Dg g(¢;)
die behauptete Form hat. O

Definition VI.6.12 (Geometrische Vielfachheit): Seien V' ein n-dimensionaler
Vektorraum tber K und A ein Eigenwert von ¢. Dann heifit p (¢, \) =
dim Eig(¢, \) die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts .

Proposition V1.6.13 (Kenngroflen): Mit der Notation aus gilt fir
einen Eigenwert A\ von ¢:

(i) Die Mdchtigkeit von Spec(¢) entspricht der Anzahl der Jordan-Blocke.
Die Basisvektoren in B zum Jordan-Block D, bilden eine Basis B; des
Hauptraums H($, N;) mit Dp, p,(é|m, ) = Di:

(ii) Die Grofie des Jordan-Blocks D; ist die Dimension des Hauptraums
H(o, \;), welche der algebraischen Vielfachheit p, (¢, \;) = ay entspricht.

(iii) Die Anzahl der Jordan-Kdistchen im Jordan-Block D; entspricht der Di-
mension des Eigenraums Eig(¢, ;). Diese nennt man auch geometrische

Vielfachheit pug(¢p, ;) von A;.
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6. Jordan-Normalform

(iv) Die Grofie des grofiten Jordan-Kdstchens im Jordan-Block D; ist der
Exponent 0y, von (X — X;) im Minimalpolynom my.

(v) Seien mg(\) die Anzahl der Jordan-Kdstchen der Linge d im Jordan-
Block Dy und fiir k € N bezeichne r, = Rang(é|g, — Nid |g,)*. Dann
gilt

mq(X) = r4—1 — 2rg + r441.

Weiter gilt fir alle k € Ng, dass rg—1 — T = > 0_f Md-

Beweis: Die Behauptungen folgen aus dem Beweis von [Satz 25| |Propositi{
lon VI.6.6| und [Proposition VI.5.12] O

[Proposition VI.6.13| enthalt ein ,,Kochrezept® zur Berechnung der Jordan-
Normalform eines Endomorphismus.

Beispiel VI.6.14: Wir untersuchen die Jordan-Normalform

— W
— W

Zunéchst ist x4 = (X — 3)3(X — 2)? das charakteristische Polynom von A. Das
heifit Spec(A) = {2,3}, und dim Hy = 5 = p,(A4,3), dim Hy = 2 = pu,(A, 2)
lesen wir fiir die Hauptraume ab.

Nun zu den Kenngroéfien zum Eigenwert A = 3. Der zugehorige Eigenraum ist

0 0 0 0 0

0 0 0 0 10

1 0 1 -1 10
Kern(A—-31) = < 0],]0 > = < 1{,] O > = Kern

0 1 1 1 10

0 0 0 0 5

0 0 0 0 1 9

135




Kapitel VI. Die Jordan-Normalform

sodass es zwei Jordan-Késtchen zum Eigenwert 3 geben muss. Zum Hauptraum:

0 0\ [0\ [0\ /0
00 1 of o] [0
100 0 1 0 0
Kern(A — 37)* = Kern 0 :< of,{o],]1], o>
00 of o] [0 1
1 of o] [of (o
44 o/ \o/ \o/ \o

hat Dimension 4, d. h. wir miissen den Kern fiir (A —37)3 auch noch bestimmen.
Dieser ist

0 1\ [0\ [0\ [0\ /(o
00 0 1 0 0 0

000 0 0 1 0 0

Kern(A—31)* = Kern 0 =< ol,]0],]0],[1],]|o0
00 ol {of o] |of |1

3 o (o] [o] |o] |0

12 8 o/ \o/ \o/ \o/ \o

und hat Dimension 3, sodass d3 = 3 der Exponent zu A3 im Minimalpolynom
mg ist. Weil es der Jordan-Block zum Eigenwert 3 ein 5 x 5-Block ist, es 2
Késtchen geben muss und das grofite ein 3 x 3-Késtchen ist, ist jetzt schon
klar, dass das verbleibende Késtchen ein 2 x 2-Késtchen ist. Fiir eine groflere
Jordan-Normalform miisste man potentiell weitere Untersuchungen anstellen.

Benennen wir Kern(A — 37)? mit K;, dann haben wir K; C Ky C K3 = H;
mit dim K; = 2, dim Ky = 4 und dim K3 = 5 bestimmt. Jetzt brauchen wir
noch eine Basis fiir den Hauptraum Hs. Dazu wéhlen wir ein b; in K3 — Ko,
zum Beispiel b; = e;. Dann ist by = (A — 31)by = ey in Ky — K; und b3 =
(A —31)by = e3 in K;. Weil (A — 31)bs = 0 gilt, haben wir so eine Basis fiirs
erste Jordan-Késtchen gefunden. Wegen dim K3 — dim K; = 1 sind wir ,fertig“
mit dem Kastchen der Lange 3.

Fiirs zweite Késtchen wahlen wir ein by in K5, sodass by weder in (b, by, b3) =
(e1, €2, e3) noch in K7 = (es, e5) liegt. Beispielsweise by = e4 wire eine mogliche
Wahl. Dann ist b5 = (A—31)by = e5 in K, und (A—31)e; =0, d.h. {(e1,...,e5)

spannt den gesamten Hauptraum auf.
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Korollar VI.6.15 (Eindeutigkeit und Anwendbarkeit): Die Matriz aus[Satz 2(
ist eindeutig bis auf Vertauschung der Jordan-Blocke. Wir nennen sie die
Jordan-Normalform von ¢.

Ist K algebraisch abgeschlossen, dann ist die Voraussetzung fir[Satz 26 erfillt,
d. h. dann hat ¢ eine Jordan-Normalform.

Beweis: Die erste Behauptung folgt aus|Proposition VI.6.13] die zweite Aussage
haben wir in |Proposition VI.6.8|schon gezeigt. U

Korollar VI.6.16 (Jordan-Normalform fiir Matrizen): Seien A eine Matriz in
K™ Spec(A) = {1, ..., N} und xa zerfalle in Linearfaktoren. Dann gibt es
eine requlire n X n-Matriz B mit Eintrigen aus K, sodass J(A) = BAB™! eine
Jordan-Normalform wie in ist. Diese Jordan-Normalform ist eindeutig
bis auf Vertauschung der Jordan-Blocke und es gelten die analogen Aussagen
zu |Proposttion VI.0.15

Korollar VI.6.17 (Diagonalisierbarkeit):

(i) Genau dann ist ¢ beziehungsweise A diagonalisierbar, wenn my, bezie-
hungsweise my in paarweise verschiedene Linearfaktoren zerfdllt.

(i) Ist ¢ diagonalisierbar, und ist U ein ¢-invarianter Unterraum, dann ist
auch ¢|y diagonalisierbar.

Beweis: (i) Genau dann ist ¢ beziehungsweise A diagonalisierbar, wenn m
beziehungsweise m, in Linearfaktoren zerfallt und die Grofle des
grofiten Jordan-Késtchens eines Eigenwerts, also der Exponent des zugehorigen
Eigenwerts im Minimalpolynom, 1 ist (Proposition VI.6.13]).

(ii) Es bezeichne v die Einschrankung von ¢ auf U. Wegen my(¢)) = 0 wird
mg von my, geteilt, d.h. es gibt ein Polynom h in K[X], sodass mg = myh.
Weil m, nach (i) in paarweise verschiedene Linearfaktoren zerfallt, zerfallt
auch m, in paarweise verschiedene Linearfaktoren nach [Proposition VI.3.20]
Wiederum nach (i) ist ¢ damit diagonalisierbar. O

Fiir die zweite Aussage braucht man die ¢-invarianz von U wirklich. Am
besten versuchen Sie, sich das an einem Beispiel klar zu machen.

Erinnerung VI1.6.18 (Konjugiertheit): Seien A und B in K"*". Gibt es eine
Matrix S in Gl,(K), sodass B = SAS™!, dann heiBen A und B konjugiert oder
auch dhnlich. In diesem Fall schreiben wir A ~y,,; B.
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Ist A eine n x n-Matrix mit komplexen Eintragen, dann ist A konjugiert zu
einer Matrix J(A) in Jordan-Normalform. Diese ist eine untere Dreiecksmatrix,
die die Eigenwerte von A auf der Diagonalen und Nullen beziehungsweise Einsen
auf der ersten Nebendiagonale tragt.

Die Differenz N von J(A) und der Matrix D, deren Eintriage die Diagonal-
eintrage von J(A) und sonst Nullen sind, ist eine nilpotente Matrix N, d.h.
J(A) = N + D fir eine nilpotente und eine diagonalisierbare Matrix. Die
beiden ,, Teile* von J(A) kommutieren mit A, d.h. DA = AD und NA = AN.
Uberraschenderweise ist diese Zerlegung eindeutig.

Proposition VI1.6.19 (Jordan-Zerlegung): Sei A eine n x n-Matriz mit Ein-
tragen aus einem Korper K und das charakteristische Polynom x4 zerfalle
in Linearfaktoren. Dann ¢ibt es eindeutige n x n-Matrizen D und N, so-
dass A= D + N, sodass D diagonalisierbar und N nilpotent ist, und sodass
DA =AD, NA = AN. Diese Zerlegung von A heifst Jordan-Zerlegung, Jordan-
Chevalley-Zerlegung oder auch Dunford-Zerlegung.

Beweis: Die Existenz der Jordan-Zerlegung folgt aus [Satz 26| Der Vollstan-
digkeit halber halten wir fest, dass eine n x n-Matrix N mit Eintragen aus K
genau dann nilpotent ist, wenn SNS~! fiir jede regulire Matrix S in K™*"
nilpotent ist. Ist ndmlich N € K™*" nilpotent, dann gibt es eine natiirliche Zahl
k, sodass N* = 0 und fiir irgendeine regulire n x n-Matrix S mit Eintrigen
aus K gilt

(SNS™H)F = (SNST)(SNS™!) ... (SNS™!) = SN*S~! = 0.

Zum Nachweis der Eindeutigkeit haben wir folgende Strategie: Die Abbildung
¢p: & — Dz leistet ¢py, = (v — Ar), und wir zeigen, dass ¢p dadurch
vollstandig bestimmt ist; also auch D und N.

Zunéachst haben wir fiir jedes A in K, weil D und A vertauschen, dass
(A= X,,)D = D(A — \I,,), und so auch (A — \I,,)*D = D(A — \I,,).

Als néachstes zeigen wir die D-invarianz jedes Hauptraums H),, wobei A\ in
Spec(A) liegt. Seien A aus Spec(A) und Hy = H(A, A) der Hauptraum von
A zum Eigenwert \. Fir jedes v aus H, gibt es einen Exponenten k, sodass
(A= AL,)fv=0,d.h. (A= \[,,)*Dv = D(A—\I,)*v = DO = 0. Es ist deshalb
Duv ein Element von H,.

SchlieBlich zeigen wir, dass ¢pju, = (x — Az). Nach |[Proposition VI.6.17]ist
die Einschrénkung ¢py, diagonalisierbar. Es geniigt uns deshalb zu zeigen,
dass Spec(¢pu,) = {A} ist.

Sei a ein Eigenwert von D zum von Null verschiedenen Eigenvektor v von D.
Dann ist Av = (D + N)v=Dv+ Nv=av+ Nv,d. h. (A—al,)v= Nv. Per
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6. Jordan-Normalform

Induktion zeigt man dann, dass fiir jedes natiirliche k& auch (A — al,)*v = N*v.
Weil aber N nilpotent ist, gibt es einen Exponenten k, sodass N*v = 0, also
sodass (A — al,)*» = 0. Damit gehért v zum Hauptraum H, = H(a, A)
von A zum Eigenwert a. Weil v dann im Schnitt H, N H, liegt, und v per
Voraussetzung von Null verschieden war, folgt o = . U
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Kapitel VII.

Multilineare Algebra — Teil 1

1. Multilineare Abbildungen

Definition VII.1.1 (Multilineare Abbildung): Seien K ein Koérper und V,...,V,
und W Vektorrdaume tiber K. Ferner sei M : Vi x ---x V,, = W eine Abbildung.
Ist fiir jedes ¢ € {1,...,n} und jedes (n — 1)-Tupel (v1,...,0_1,Vit1,...,0p)
aus Vi x --- x V;_ 1 x Vi1 x --- x 'V, die Abbildung

Vi— W, v M(v1, .. 01,0, 041,y Uy)

linear, dann heifit M eine n-fach multilineare Abbildung oder kurz multilineare
Abbildung.

Eine 1-multilineare Abbildung ist eine lineare Abbildung, eine 2-mulitilineare
Abbildung heifit bilinear und ist W = K, dann spricht man von Multilinearfor-
men.

Bemerkung VII.1.2: Seien K ein Korper und Vi, Vo und W Vektorraume iiber
K. Genau dann ist eine Abbildung : Vi x Vo — W bilinear, wenn fiir alle
v, 0] €V, vy, vh € Vo und A € K gilt:

B(v1+Avy, v9) = By, v2)+AB(V], ), B(v1, vat+Avh) = By, v2)+AB(v1, vy).

Ist nur ein Argument einer multilinearen Funktion der Nullvektor, dann ist das
Bild des entsprechenden Tupels unter der multilinearen Abbildung die Null im
Bild.

Beispiel VII.1.3: (i) Fiir einen Korper K ist
det: K" x - x K" — K, (v1, ..., 0n) — det(vq] ... |vn)

eine n-fache Multilinearform.
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(ii) Die skalare Multiplikation K x V' — V', (A, v) ist eine bilineare Abbildung.
(iii) Auf K3 ist das Kreuzprodukt

aq by asbs — azby
KS X K3 — Kg, as |, bg — a361 — Cleg
as bs arby — asby

eine bilineare Abbildung.
(iv) Fir zwei K-Vektorrdume V und W ist die Einsetzungabbildung

Hom(V,W)xV — W,  (¢,v) — ¢(v)

eine bilineare Abbildung.

(v) Seien p, g, 7 und s natiirliche Zahlen. Dann ist
KPX4 x K7 x K™% — KPX°, (A, B,C)— ABC
eine dreifach multilineare Abbildung.

Definition VII.1.4 (Vertauschungseigenschaften): Seien K ein Korper, n eine
natiirliche Zahl und V' und W Vektorrdume iiber K. Ferner sei M : V" — W
eine multilineare Abbildung.

(i) Gilt fir alle 0 € S,, und vy, ...,v, € V, dass
M (Vo(1ys - - s Vo(n)) = M (v, ..., 0p),
dann heiit M symmetrisch.
(ii) Gilt fir alle o € S, und vy, ...,v, € V, dass
M (Vo(1y, - - - Vo(n)) = sg0(o) M (vq,. .., v,),

dann heifit M schiefsymmetrisch.

(ili) Gilt fur alle vq,...,v, € V, fiir die es ¢ # j mit v; = v; gibt, dass
M (vy,...,v,) = 0 gilt, dann heilt M alternierend.

Proposition VII.1.5 (Schiefsymmetrisch vs. alternierend): Seien K ein Kor-
per, V. und W Vektorraume tiber K, n eine natirliche Zahl und M : V"™ — W
eine multilineare Abbildung.

(i) Ist M alternierend, dann ist M schiefsymmetrisch.
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(ii) Ist M schiefsymmetrisch und ist char(K) # 2, dann ist M auch alternie-
rend.

Beweis: (i) Sei M alternierend. Aus der Linearen Algebra I ist bekannt,
dass die symmetrische Gruppe S, von Transpositionen erzeugt wird, d.h.
fir jedes 0 € S, gibt es Transpositionen 79,...,7% mit ¢ = 7, 0--- 0 T}
und sgn(o) = TI¥,sgn(r;) = (—1)*. Es geniigt also, Schiefsymmetrie fiir
Transpositionen nachzuweisen.

Seien also 1 < i < j <nund 7 = (ij). Fur alle vy, ...,v, aus V gilt:

0= M(Ul, e, Vim1, U + Vj, Vit1y---,Uj-1,0; + Vjy Uj41y - - ,Un)
= M(’Uly-"7/Ui—1yviavi+l>--'7Uj—laviavj+1a---7vn)
—I—M(Ul,--.,'Ui_l,Ul‘,UZ‘_t,_l,.--,Uj_17vj,Uj+1,...7Un)
+M(Ul,...7'U7:71,,Uj7vl'+1’...71}]'71,1}74',,0]'41’,1’...7,Un>
—|—M(’U1,...,Ui_1,’0j,vi+1,...,Uj_l,Uj,'le+1,...,Un)
= M(vl,...,vn) +M(Ul,---7Ui—1,Uj7Ui+17--~uvj—17vi,vj+1;---yvn),
sodass M(Ul, e ,Un> = (—1)M(U17 ey Vim1, V5, Vig1y - - o5 V=1, Vg, Vg1, - - 7Un)-
(ii) Seien M schiefsymmetrisch und 1 <14 < j < n. Fir alle vq,...,v, in V
ist
M(Ula-~-;Ui+1aviavi+17--~7Uj71;'Ui7Uj+17---7Un>
= _M(Ub-"7Ui+1>viavi+1>"'avj—lavivvj+1a--->vn)7
sodass 2M (vy, ..., Vi_1, Vi, Vig1, -« -, Vje1, Vi Vjg, - - ., Up) = 0, woraus wegen
char(K') # 2 die Behauptung folgt. O

Beispiel VII.1.6: (i) Die Determinante det: J[7; K™ — K ist alternierend
und somit auch schiefsymmetrisch.

(i) Das Kreuzprodukt x: K3 x K — K? ist alternierend und schiefsymme-
trisch.

(iii) Mit Fy = Z /27 wird der Kérper mit zwei Elementen bezeichnet. Das
Produkt
s5: Fy x Fy — IFy, (a,b) — ab
ist symmetrisch, da die Multiplikation auf Fy kommutativ ist. Aulerdem ist

das Produkt schiefsymmetrisch, weil [—1] = [1], jedoch nicht alternierend, da
s(1,1) =1 #0.
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2. Bilinearformen

Im Folgenden bezeichnet wir fiir einen K-Vektorraum V' mit
BI(V,K):={8: V xV — K | § Bilinearform}

den K-Vektorraum der K-Bilinearformen auf V. Es handelt sich um einen
Untervektorraum von Abb(V x V| K), d. h. Bl(V, K) wird zu einem Vektorraum
mit den punktweisen Verkniipfungen.

Bemerkung VIIL.2.1: Seien K ein Korper, V' ein Vektorraum iiber K und
eine Bilinearform auf V.

(i) Genau dann ist § symmetrisch, wenn fir alle v;,v, € V gilt, dass
B(v1,v9) = B(va, v1).
(ii) Genau dann ist 8 schiefsymmetrisch, wenn fur alle vy, v, € V' gilt, dass

5(7)1, Uz) = —5(027 Ul).

(iii) Genau dann ist 8 alternierend, wenn fiir alle v € V' gilt, dass B(v,v) = 0.

Beispiel VII.2.2 (Einheitsform): Seien K ein Korper und n eine nattrliche
Zahl. Dann erklart

f: K" x K" — K, (z,y)%xty:inyi:ytx
i=1
eine symmetrische Bilinearform auf K".

Definition VII.2.3 (Skalarprodukte iiber den reellen Zahlen): Seien K = R
und 5: R™ x R®™ — R eine Bilinearform.

(i) Gilt fur alle v € V — {0}, dass B(v,v) > 0, dann heifit 5 positiv definit.
(i) Ist 8 eine positiv definite, symmetrische Bilinearform, dann heifit 5 ein

Skalarprodukt.

Beispiel VIL.2.4 (fiir Skalarprodukte): (i) Fir K = R ist die Einheitsform
aus [Proposition VII.2.2|ein Skalarprodukt auf R"™ und heif3t Standardskalarpro-
dukt oder auch euklidisches Skalarprodukt.

(ii) Es bezeichne V' = C(]0,1]) den Vektorraum der stetigen Funktionen
f:10,1] — R. Auf V' wird durch

G:VxV —R, (f,g)l—>/0 f(z)g(z)dx

ein Skalarprodukt erklart.
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Bemerkung VII.2.5: Seien K ein Kérper und A = (a;;) € K™*". Durch
Ba: K" x K" — K, (z,y) — o' Ay = y' A'x

wird eine Bilinearform erkldrt. Es bezeichne {ey, ..., e,} die Standardbasis des
K™ Fir die Bilinearform (4 gilt 54(e;, e;) = etAe; = a; ;. Insbesondere folgt
fiir zwei n x n-Matrizen A, A’ mit A # A’, dass B4 # Ba. Wir erhalten also
einen injektiven Homomorphismus von K-Vektorraumen

K™ — BI(K", K), Ar— Ba.

Genau dann ist die Bilinearform 34 symmetrisch, wenn A = A? gilt und genau
dann ist 34 schiefsymmetrisch, wenn A = —A? ist. Fir A = I, ist 84 genau
die Einheitsform aus |Proposition VII.2.2]

Proposition VIIL.2.6: Seien K ein Korper und 5: K" x K™ — K eine Bili-
nearform. Dann gibt es eine Matrizv A = (a; ;) € K™", sodass = Ba. Die
Eintrige der Matriz A sind bestimmt durch a; ; = B(e;, e;).

Die Abbildung K™" — BI(K", K), A~ (4 aus der vorangegangenen Be-
merkung ist also sogar ein Isomorphismus.

Beweis: Seien x = (71,...,2,)", y = (y1,...,%,)" in K. Dann ist
= 8( X Smes) =33 wbleise;) = 'y,
i=1 =1 i=1 j=1

d.h. die Wirkung von f ist eindeutig durch die Werte 5(e;,e;), 1 <i,5 <mn,
festgelegt. Die Matrix A heifit Gram-Matriz zu 8 beziiglich der Standardbasis.[]

In der Linearen Algebra I haben wir uns davon tiberzeugt, dass wir durch
Wabhl einer (geordneten) Basis B = (by,...,b,) in einem K-Vektorraum V' der
Dimension n einen Isomorphismus V' — K™ erhalten, via

U—Zvlb — Dp(v Zvlez— (v, ..., )

=1
Proposition VII.2.7 (Gram-Matrix): Seien K ein Korper, V ein endlichdi-
mensionaler K -Vektorraum mit geordneter Basis B = (by,...,b,), 5: VXV —

K eine Bilinearform und G := (g; j)1<ij<n € K™ die Matriz mit den Eintrd-
gen g; j = B(b;,b;). Dann gilt fir alle v,w € V:

B(v,w) = Dp(v)!GDg(w).
Die Matriz G heifit Gram-Matrix von [ beziiglich B.
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Die Aussage zeigt man genau so wie die Behauptung aus [Proposition VII.2.6|
die Eindeutigkeit folgt wie in [Proposition VII.2.5|

Proposition VII.2.8: Seien K ein Kirper, V ein endlichdimensionaler K -Vek-
torraum mit geordneter Basis B = (by,...,b,), 8: VXV — K eine Bilinearform
und sei B" = (b}, ..., b)) eine weitere geordnete Basis von V. Ferner bezeichnen
G die Gram-Matriz von B beziiglich B und G’ die Gram-Matriz von 3 beziglich
B'. Dann gilt

G = DtB’B,GDBJg/

wobei Dp g bestimmt ist durch Dg(v) = Dp g Dp/(v).
Beweis: Fir Elemente v, w von V ist

B(v,w) = Dp(v)'GDp(w)
== (DBVB/DB/(’U))tG(DB7B/DB/(w)) = DB/(U)tDtB’B/GDBVB/DB/@U),

d.-h. G" = D} pGDp g wegen der Eindeutigkeit der Gram-Matrix. O

Definition VII.2.9 (Orthogonalitiit): Seien K ein Korper, V ein Vektorraum
iiber K und : V x V — K eine symmetrische Bilinearform.

(i) Zwei Elemente v, w von V mit f(v, w) = 0 heiflen orthogonal.
(ii) Fir eine Teilmenge M C V heifit

M* :={v €V |Fiir alle w € M ist B(w,v) = 0}

das orthogonale Komplement von M in V. Es handelt sich wegen der
Bilinearitdt von  um einen Untervektorraum von V. Aulerdem gilt
M C (M)t

(iii) Seien U; und U, Untervektorrdume von V. Gilt fir alle v € Uy und alle

w € U, dass (v, w) = 0, dann schreiben wir U; L Us. Insbesondere gilt:
ULU.

Beweis: Wir wollen zeigen, dass in Situation von (ii) tatsichlich M C (M*)*.
Sei dazu v € M gegeben. Fiir alle w € M+ ist 0 = B3(v,w) = B(w,v), sodass
ve (M)t O

Definition VII.2.10 (Orthogonalsystem und Orthogonalbasis): Seien K ein Kor-
per, V ein Vektorraum tber K und g: V x V — K eine symmetrische Biline-
arform. Sind vy, ..., v, Elemente von V', sodass fir alle 1 <i,5 < k mit i # j
gilt B(v;,v;) = 0, dann heiBt (vy, ..., v;) ein Orthogonalsystem beziglich 5. Gilt
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sogar (v, v;) = 0,5, dann heiit (v, ..., v;) ein Orthonormalsystem beziglich
B. Ist B aus dem Kontext klar, dann lassen wir den Zusatz ,beziiglich 3“ auch
weg.

Ist (vy,...,v;) eine Basis und gleichzeitig ein Orthogonalsystem beziehungs-
weise ein Orthonormalsystem, dann heifit (vy,...,vx) eine Orthogonalbasis
beziehungsweise eine Orthonormalbasis.

Auch firr Bilinearformen 5: V x V — K die nicht symmetrisch sind, ldsst
sich das Konzept von Orthogonalitat erkldren — allerdings miissen wir dann
unterscheiden zwischen Linksorthogonalitiat und Rechtsorthogonalitat, d. h. wir
erhalten Mengen M und M-*. Darauf wollen wir aber im Rahmen dieser
Vorlesung nicht weiter eingehen.

Definition VII.2.11 (Anisotrop): Seien K ein Korper, V' ein Vektorraum tiber
K und g: V x V — K eine symmetrische Bilinearform auf V. Gibt es ein
v €V —{0} mit B(v,v) = 0, dann heifit § isotrop. Ist § nicht isotrop, dann
heifit S anisotrop.

Satz 27 (Fourierformel): Seien K ein Korper, V ein Vektorraum tber K,
B:V xV — K eine symmetrische anisotrope Bilinearform und (vy, ..., vg) ein
Orthogonalsystem beziiglich B, vy, ..., vx # 0. Dann gilt:

(i) Ist v € Lin(vy,...,wv), d. h. gibt es A,...,\ € K mit v = X% | N\,
dann gilt fir 1 <i<k:

/\i _ B(Ua Ui) '
/B(U’i7 Ui)
(ii) Die Vektoren vy, ..., vy sind linear unabhdngig.

Beweis: Zu (i): Wir haben
k k
ﬁ(% Ui) = 5(2 )‘jvjavi) = Z )\jﬁ(UjJUi) = )\iﬁ(’Uz‘, Uz'),
=1 j=1

und da [ anisotrop ist, diirfen wir durch §(v;, v;) teilen, was die Behauptung
liefert. Aussage (ii) ist nun eine direkte Konsequenz. O

Satz 28 (Orthogonalisierungsverfahren nach Gram, Schmidt): Seien K ein Kor-
per, V' ein endlichdimensionaler Vektorraum tber K mit Basis (vq, . ..,v,) und
0:V xV — K eine symmetrische anisotrope Bilinearform. Rekursiv definieren
wir Vektoren wq,...,w, durch

at (wi,/U[)
w1 ‘== Wy = Vyp — —W;.
’ 2:21 5(w’tuwz) ’

Dann gilt:
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(i) Das Tupel (wy,...,w,) ist eine Orthogonalbasis von V.
(i) Fir jedes 1 <€ <n gilt Lin(wy, ..., wy) = Lin(vq, ..., vp).

Beweis: Aussage (ii) folgt induktiv aus der Definition der w,, denn der Vektor
S B(wi, o)/ B(wy, w; )w; gehort zu Lin(wy, . .., we_y) = Lin(vy, ..., ve_1).

Zu Aussage (i): Wir zeigen per Induktion iiber 1 < ¢ < n fir 1 <i,5 </
mit ¢ # j, dass f(w;, w;) = 0. Fiir den Induktionsanfang ist nichts zu zeigen.
Die Aussage gelte nun fir ¢ — 1. Per Induktionsvoraussetzung gilt also fiir
1<i,j<{l—1undi# j, dass f(w;,w;) = 0. Fiir beliebiges 1 < j < ¢ —1 ist

ﬁ(wjaW):ﬁ(wﬁW Z (<1:U:Ui)) )

= B(wj,ve) — Z Bluy, v eiﬁ( w;, w;)

Bwi, w;
6<wj7 W)
Bw;, ve) ﬁ(wj,wj)ﬁ<wj’wj) B(wj, ve) — B(wy, ve)
Insbesondere liefert zusammen mit (ii), dass (wy, ..., w,) eine Ortho-
gonalbasis bildet. 0

Definition VII.2.12 (Orthogonale Projektion): Scien K ein Koérper, V' ein Vek-
torraum iiber K, 8 eine symmetrische anisotrope Bilinearform.

(i) Sind U; und U, orthogonale Unterrdume von V', dann ist Uy +Us = U;®Us,
d. h. die Summe ist direkt.

(ii) Ist V ein endlichdimensionaler Vektorraum, dann ist V = U & U*L. Die
Abbildung

T V=UaU+t—T, v=u+u —u
heiflt orthogonale Projektion.

Proposition VII.2.13 (Satz des Pythagoras): Seien K ein Kirper, V ein Vek-
torraum tber K und (3 eine symmetrische Bilinearform. Sind v und w Elemente
von V' mit f(v,w) =0, dann ist

B+ w0+ w) = B, v) + Alw,w).
Beweis: Mit der Bilinearitdt von  rechnen wir nach:

Bv+w,v+w) = B(v,v) + Bv,w) + f(w,v) + f(w,w) = B(v,v) + B(w,w).
OJ
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3. Linearformen und der Dualraum

In diesem Abschnitt mochten wir Linearformen, d.h. lineare Abbildungen
f:V — K von einem K-Vektorraum V' in den Grundkorper K, systematisch
untersuchen und den Dualraum V* := Hom(V, K) einfiithren. Dabei erhalten wir
folgende zentrale Ergebnisse: Erstens ist V' ein endlichdimensionaler Vektorraum,
dann ist V' isomorph zu seinem Dualraum. Jedoch gibt es nicht einen eindeutigen
Isomorphismus V' — V* | fiir jede Basis von V oder jede ,, geeignete” Bilinearform
erhalten wir einen solchen. Zweitens gibt es einen natiirlichen Morphismus von
V nach V**  den sogenannten Bidualraum von V.

Definition VII.3.1 (Linearformen, Dualraum): Seien K ein Kérper und V' ein
endlichdimensionaler K-Vektorraum.

(i) Eine lineare Abbildung f: V — K heifit Linearform oder lineares Funk-
tional.
(ii) Die Menge V* := Homg(V, K) = Hom(V,K) = {f: V — K linear}

heiit Dualraum von V.

Als Untervektorraum von Abb(V, K) ist Hom(V, K) ein K-Vektorraum (na-
ttrlich mit den punktweisen Verkniipfungen).

Beispiel VIL.3.2 (fiir Linearformen): (i) Sei V der K-Vektorraum K*. Dann

ist
T 15

fV—K, T >—>(1 2 3) To | =21 + 229 + 323
T3 T3

eine Linearform auf V| wie aus der Linearen Algebra I bekannt. Allgemein gilt
( Kn)* — len.

(ii) Sei V' der Vektorraum der stetigen Funktionen f: [0, 1] — R. Dann ist
1
I:C([0,1]) — R, h r—>/ h(x) dx
0

eine Linearform. Fiir ein festes xy € [0, 1] ist auBerdem auch

d
feo *

: C([0,1]) — R, h — B/ (z0)

=x0

eine Linearform auf V. Genauso ist Auswertung in xo, d.h. A, : h — h(zo)
eine Linearform auf V.
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(iii) Ist V ein K-Vektorraum, ist 5: V x V — K eine Bilinearform und ist
w € V ein Element, dann ist L,,: V — K, v — [(v,w) eine Linearform.

(iv) Auf V = P, = {p € R[X] | deg(p) < 2} erklart As: P, — R, p — p(3)
eine Linearform. Wir kénnen As; auch schreiben als asX? + a; X + ap —
9@2 + 3&1 + ag.

Bemerkung VII.3.3 (Beschreibung des Dualraums V*): Seien K ein Korper
und V' ein K-Vektorraum mit Basis B. Nach dem Fortsetzungssatz aus der
Linearen Algebra I ist die Abbildung

Rp: V* = Hom(V, K) — Abb(B, K), fr=tle

ein Isomorphismus. Insbesondere gilt V* = Abb(B, K). Auflerdem haben wir
in der Linearen Algebra I die Koordinatenabbildung

Dp:V — Abby(B,K) ={h: B— K | #{be€ B | h(b) # 0} < oo}

als Isomorphismus von K-Vektorrdumen kennengelernt. Insgesamt erhalten wir
so einen injektiven Homomorphismus

Oy:=Rp'oDg: V—V*  0=> Abb+ f

beB

wobei f die eindeutige Linearform mit f(b) = A\(b) ist.

Bemerkung VIIL.3.4: Sei nun V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit
Basis B = (by,...,b,). In diesem Fall gibt es keinen Unterschied zwischen
Abb(B, K) und Abby(B, K), und zu den Abbildungen aus der vorherigen
Bemerkung erhalten wir folgendes Diagramm:

V. = Abby(B,K) = Abb(B, K)

I

V*
Sim1 f(bi)bs ' flB o f

wobei wir in der letzten Zeile mit F': V' — K die eindeutige lineare Fortsetzung
von f meinen. Das bedeutet, wir erhalten einen Isomorphismus ©p: V — V*,
der v = 3", \;b; auf die eindeutig bestimmte Linearform f, mit der Eigenschaft
fu(b;) = \; abbildet. Insbesondere ist in diesem Fall V' isomorph zu V*.
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Definition VII.3.5 (Duale Basis): Seien V' ein endlichdimensionaler K -Vektorraum

mit Basis B = (by,...,b,) und Og: V — V* der Isomorphismus aus
. Fir 1 <14 < n schreiben wir b = O5(b;), d. h. b} ist die durch
bi(b;) = 0, ; eindeutig bestimmte Linearform.

Das Tupel B* = (b3,...,b") ist dann eine geordnete Basis von V*, die zu B
duale Basis B*.

Auswertung von b} auf einem Vektor v von V' liefert den Koeffizenten von b;
in der Linearkombination von v beztiglich der Basis B, d.h. ist v =327, A;b;,
dann ist bf(v) = \;.

Ist f: V — K linear, dann gilt fiir die Koordinaten von f beziiglich B*:

Di-(f) = (F(b),-. F(b))'

Beweis: Die erste Behauptung zeigt man durch direktes Nachpriifen der Defini-
tionen. Die zweite Behauptung folgt, da ©p ein Isomorphismus ist. Zur dritten
Behauptung: Da B eine Basis von V' ist, konnen wir v in eindeutiger Weise
schreiben als v = Y%_; A\;b;. Fiir ein i aus {1,...,n} erhalten wir

b; (v) = b%k(z )\jbj) =D Abi () = D Nidiy = A
j=1 j=1 j=1

Zur vierten Behauptung: Wir miissen zeigen, dass f = >0, f (b;)b; gilt.
Dazu priifen wir, dass beide Abbildungen punktweise dasselbe tun. Wie wir

uns gerade iiberlegt haben, ist v = > | bf(v)b; und
$0) = (0 0) = L8 10) =3 108 ) = (X £00 )0,

U

Beispiel VIL.3.6: Es sei V = P, = {p € R[X] | deg(p) < 2} zusammen mit der
Standardbasis B = (bg, b1, by) = (1, X, X?). Fiir ein p = ag + a1 X + a2 X? aus
V ist bf(p) = a;, was uns die b} als Abbildungen beschreibt.

Wollen wir das Funktional As: P, — R, p — p(2) in der dualen Basis
ausdriicken, dann miissen wir nach der vorangegangenen Bemerkung die Werte
von A2 auf bo,bl, bg bestimmen. Es sind Ag(bg) = ]_, AQ(bl) = 2, AQ(bQ) = 4,
d.h. Dp«(A4z) = (1,2,4)", also Ay = b}, + 205 + 4b3.

Definition VII.3.7 (Duale Abbildung): Seien K ein Korper, Vi und V, zwei
K-Vektorrdume und ¢: V) — V, eine lineare Abbildung. Dann ist

¢ Vy — Vi, fr=fog

eine lineare Abbildung und heifit die zu ¢ duale Abbildung oder einfach duale
Abbildung zu ¢.
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Beweis: Seien f und g beliebige Elemente von V" und A irgendein Element von
K. Wir wollen iiberpriifen, ob ¢* linear ist, d.h. ob ¢*(f + g) = ¢*(f) + ¢*(9)
und ¢*(\f) = A@*(f). Diese Gleichheit von Abbildungen von V; nach K rechnen

wir auf einem beliebigen Element von V; nach. Fiir so ein v ist

o*(f +9)(v) = ((f +g)od)(v)
= (f+9)(o(v))
= f(¢(v)) + g(d(v)) + ¢*(f)(v) + ¢*(g)(v) = (¢*(f) + ¢"(9))(v),
" (Af)(v) = (Af) 0 9)(v) = Af(d(v)) = A" (f)(v). O

Beispiel VIL.3.8: Seien V = P3 = {p € R[X] | deg(p) < 3}, B = (1, X, X?, X?)
und ¢: V — V die Ableitung, d. h.

H(asX?® + ap X? + a1 X + ag) — 3a3X? + 2a, X + a;.

Die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich B kénnen wir einfach ausrechnen und
erhalten

01 00
0 0 20
DB,B(¢) - 00 0 3
0 00O

Wie kénnen wir jetzt die duale Abbildung ¢*: V* — V* beschreiben? Die duale
Abbildung ¢* schickt ein Funktional f auf die Prakomposition mit ¢, d. h. die
Abbildung, die ein Polynom p auf f(¢(p)) = f(p') schickt. Fiir die duale Basis
by, ..., b; erhalten wir

¢"(bg) = (p = b5(p) = a1) = b

¢"(b1) = (p — bi(p')) = 2a2) = 2b;

¢"(b3) = (p = b3(p') = 3as) = 3b3
¢"(b3) = (p =~ b3(p)) =0) =0

d. h. die Abbildungsmatrix von ¢* beziiglich B* ist gegeben durch

0000
« (1 000
DB*,B*(¢ )_ 02 00
0030
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Proposition VII.3.9 (Abbildungsmatrix fiir duale Abbildung): Seien Vi und
Vy endlichdimensionale Vektorrdume tber K mit Basen B = (by,...,b,) und
C=(c1,...,cm), : Vi = V; eine lineare Abbildung und A := D¢ g(¢). Dann
ist die Darstellungsmatric Dp« o« (¢*) der dualen Abbildung ¢*: V5 — Vi
gegeben durch Dp« o+(¢*) = A"

Beweis: Fiir die Darstellungsmatrizen von ¢ und ¢* haben wir die Diagramme

Qb*

DBl JDC Dc*l JDB*
Dc, g(¢) Dpx cx($)

mit Matrizen D¢ p(¢) = (2;;) in K™ und Dpg- o+(¢*) = (y;;) in K™™. Die
bestimmenden Gleichungen fiir die Matrixeintrige sind ¢(b;) = X7., 75 ;¢
sowie ¢*(cf) = >, Yi ;b5 Einerseits ist o*(c)(bj) = Xh—q Yikbi(bj) = vij, und
andererseits ist ¢*(c})(b;) = (¢ 0 @)(b;) = [ (p(b;)) = ¢} (Xhy TjkCr) = Tjs
Das zeigt die Behauptung iiber die Abbildungsmatrizen. 0

Definition VII.3.10 (Einsetzungshomomorphismus): Seien K ein Korper, V
ein K-Vektorraum und v € V' gegeben. Die Abbildung

AV — K, fr— f(v)

nennen wir Finsetzungshomomorphismus. Der Einsetzungshomomorphismus
A, ist eine Linearform, d.h. A, gehort zu (V*)*.

Proposition VII.3.11 (Einbettung in Bidualraum): Seien K ein Kérper und
V' ein K-Vektorraum. Setze

VvV — VT, v Ay,

wobei A, den Einsetzungshomomorphismus aus[Proposition VII.3.1( bezeichnet.
Dann gilt:

(i) Die Abbildung v ist linear.
(ii) Die Abbildung ist injektiv.

(iii) Ist V' endlichdimensional, dann ist ¢ ein Isomorphismus.

Vermoge v kann V' als Untervektorraum von V** aufgefasst werden, und im
endlichdimensionalen Fall wird V' sogar mit V** identifiziert. Es gibt moralisch
gesprochen eine intrinsische Verbindung von V' und V**. Das ist eine erheblich
bessere Situation als fir den Dualraum, der im Allgemeinen ,nur® iiber Basen
mit dem urspriinglichen Raum zusammenhéngt.
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Beweis: (i) Seien v; und vy in V und A € K. Dann gilt

Y(v1 4+ v2) = Ay 4o
= (f = flor +wv2) = f(v1) + f(v2)) = Au, + Ay = (1) + Y (v2).

Analog rechnet man nach, dass ¥(Av) = A\ (v).

(ii) Sei v € Kern(¢), d.h. A, = 0. Dann gilt fur alle f € V*, dass f(v) = 0.
Es gibt eine Basis B von V. (Wir werden am Ende der Vorlesung zeigen, dass
das auch fiir unendlichdimensionale Vektorraume gilt; dazu bendtigt man das
sogenannte Lemma von Zorn). Fir b € B, definieren wir v*: V' — K durch
lineare Fortsetzung von b — 1 und b’ +— 0 fiir & € B — {b}. Wir konnen v als
Linearkombination von B schreiben, etwa v = > ,c5 A(b)b. Fiir jedes b € B ist
einerseits b*(v)A(b), und andererseits, da v nach Voraussetzung im Kern von
¥ liegt, auch \(b) = 0. Es gilt also A\(b) = 0 fiir jedes b aus B und v muss der
Nullvektor sein.

(iii) Ist V endlichdimensional, dann gilt dimV = dim V*. AuBlerdem ist
per Definition V** = (V*)*, sodass dim V' = dim V** folgt. Damit ist ¢ auch
surjektiv, also ein Isomorphismus. O

Ist V' mit einer anisotropen Bilinearform ausgestattet, dann vermittelt uns
das eine intrinsische Verbindung von V und V*; wir kénnen in dem Fall V'
auf kanonische Weise, d. h. ohne Bezugnahme auf Basen, in seinen Dualraum
einbetten. Das skizzieren wir im Folgenden.

Proposition VII.3.12 (Kanonische Einbettung in Dualraum via Bilinearform):
Seien K ein Korper, V' ein Vektorraum tiber K und 3:V xV — K eine ani-
sotrope Bilinearform. Fir ein Element w von V ist L,: V — K, v — [(v,w)
eine Linearform. Fir

Op: V. — V", w +— Ly,
qilt:
(i) Die Abbildung ©g ist linear.
(ii) Die Abbildung Og ist injektiv.
(iii) Ist V' endlichdimensional, dann ist ©g ein Isomorphismus.

Beweis: (i) Das ist klar wegen der Bilinearitat von .

(ii) Ist w € V mit L,, = 0, dann gilt fur alle v € V, dass L,(v) = 0, d. h.
fir alle v € V ist f(v,w) = 0. Insbesondere ist dann auch f(w,w) = 0, sodass
die Anisotropie w = 0 erzwingt.
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(iii) Das folgt aus dim V* = dim V. O

Bei Anwendungen von [Proposition VII.3.12]ist § haufig ein Skalarprodukt
iiber R. Die Aussage [Proposition VII.3.12]ist ein Spezialfall des Satzes von
Riesz.

Einen Vektorraum V iiber K € {R, C} zusammen mit einem Skalarprodukt
heifit Pra-Hilbertraum. Auf V' wird durch

d(v,w) == (v —w,v —w)/?

eine Metrik erklart. Ist (V,d) ein vollstandiger metrischer Raum, dann heifit V'
Hilbertraum.

Satz (von Riesz): Seien V' ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-) und ©.
die Abbildung aus[VII.3.19. Dann ist

Oy Vs (V1)

ein Isomorphismus. Hierbei bezeichnet (V*)*P = {f € V* | f ist stetig} den
topologischen Dualraum von V.

Die Aussage des Satzes von Riesz gilt auch fiir unendlichdimensionale Hil-
bertrdume; allerdings nicht fiir Pra-Hilbertraume. Der Beweis braucht den im
endlichdimensionalen Fall natiirlichen Projektionssatz V = U @ U=, wobei U
ein im analytischen Sinne abgeschlossener Untervektorraum von V' ist, der sich
auf Hilbertrdume verallgemeinert.

Satz 29 (Zusammenfassung zum Dualraum): Seien K ein Korper und V' ein
K -Vektorraum.

(i) Jede Basis B von V' definiert durch ©p: V — V* v =3 ,cp A(b)b —
Saen A(D)b* eine Identifikation von V' mit einem Untervektorraum des
Dualraums V*. Ist V' endlichdimensional, dann ist © g ein Isomorphismus.

(i) Jede anisotrope Bilinearform [3: V xV — K definiert durch ©g: V — V*,
w — Ly, = B(-,w) eine Identifikation von V' mit einem Untervektorraum
von V*. Ist V' endlichdimensional, dann ist ©g ein Isomorphismus.

(iii) Durch V.— V*, v — A, = (f — f(v)) erhalten wir eine kanonische
FEinbettung von V' in V**. Ist V endlichdimensional, dann handelt es sich
um einen Isomorphismus.

Beweis: (i) Bemerkungen I1.3.3 und I1.3.4.
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(ii) Proposition I1.3.12.
(iii) Proposition II1.3.11. O

Der Dualraum verdankt seinen Namen dem lateinischen Wort ,,dual“, welches
yzweifach®, oder ,,zwei betreffend“ heifit. Hier ist dual am besten zu verstehen
als ,,gegenléufig”, oder ,Pfeile drehen sich um® — gemeint sind Abbildungspfeile.

Zum Beispiel in der Analysis oder der Geometrie haben Dualrdume vielfaltige
Anwendungen. Ein prominentes Beispiel sind Tangentialrdume und Kotangenti-
alriume. Ist beispielsweise X eine Fliche im R? und p ein Punkt der Fliche X,
dann heften wir einen R-Vektorraum 7, X, den Tangentialraum an X in p, an
diese Flache an. Diesen Vektorraum koénnen wir uns vorstellen als den Graph
der linearen Abbildung, die die Fliche X in p ,am besten approximiert“[] Auf
natiirliche Weise ist dieser Tangentialraum in den umgebenden R? eingebettet
und erbt so das Standardskalarprodukt.

Ist f: X — R eine stetig differenzierbare Funktion, und gehort v zu T,X,
dann heifit D, f(p) die Richtungsableitung in Richtung p. Wir erhalten eine
Abbildung

Df(p): T,X — R, v+— D, f(p).

Diese Abbildung D f(p) gehort zum Dualraum von 7,X, dem sogenannten
Kotangentialraum, der iiblicherweise mit 77X bezeichnet wird. Nach dem Satz
von Riesz gibt es genau einen Vektor w € T, X, sodass fir alle v € T, X gilt:
D, f(p) = (v,w). Dieser spezielle Vektor heifit Gradient von f in p.

4. Tensorprodukte

Seien Vi, Vo und W Vektorraume iiber dem selben Korper K. In diesem
Abschnitt mochten wir ,,die Mutter aller bilinearen Abbildungen Vi x Vo — W¢
kennen lernen. Die fithrt zum Begriff des Tensorprodukts Vi ®x V5.

Dieses Konzept hat viele Anwendungen in der Analysis, der Geometrie und
wird insbesondere in vielen Ingenieurswissenschaften héufig gebraucht.

Fiir einen K-Vektorraum V und einen Untervektorraum U haben wir in der
Linearen Algebra I den besonderen Vektorraum V/U kennengelernt. Dieser
hiefl ,,Quotientenvektorraum® oder auch ,Faktorraum® und war definiert als
die Menge der Aquivalenzklassen V/U = {[v]. | v € V} beziiglich der auf V
erkliarten Aquivalenzrelation

v~yw = v —w € U,

st X beispielsweise der Graph einer differenzierbaren Funktion, dann ist der Tangential-
raum in einem Punkt der Graph der totalen Ableitung dieser differenzierbaren Funktion
an einer geeigneten Stelle.
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welchen wir per [v] 4 [w] := [v+w] und A\[v] := [M\v] eine K-Vektorraumstruktur
aufgeprigt haben. Fiir ein v € V ist die Aquivalenzklasse [v] genau die Menge
v+U = {v+u | u € U}. Die Restklassenabbildung 7: V' — V/U, v — [v] heif}t
kanonische Projektion und ist per Konstruktion der K-Vektorraumstruktur
von V/U trivialerweise eine lineare Abbildung.

AuBlerdem haben wir den Homomorphiesatz in der Linearen Algebra I kennen-
gelernt: Fir K-Vektorrdume V und W, eine lineare Abbildung ¢: V' — W und
einen Untervektorraum U C V mit U C Kern(¢) haben wir das kommutative
Diagramm

vV —— V/U

X;&

w
Das heiBt es gibt genau eine lineare Abbildung ¢: V/U — W mit ¢ o 7 = ¢.

Bemerkung VII.4.1: Seien K ein Korper, n und m natiirliche Zahlen, V; := K",
Vo i= K™ und T := K™*™. Ferner sei

T:VixVy—T, (z,y) — xy'.
Dann gilt:

(i) Die Abbildung 7 is bilinear.

(ii) Fir die Standardbasen (eq,...,e,) und (e},..., el ) die Standardbasen
von K™ beziehungsweise K™ gilt 7(e;, e;-) = [, ;, wobei E; ; die Element-
armatrix in K™*™ bezeichnet, die durch E; ; = (8;x0;¢)1<k¢<n definiert
ist.

Beispiel VII.4.2: Seien V; = R2, V5, = R? und T = R?*3. Fiir die Abbildung 7

aus |Proposition VII.4.1| haben wir beispielsweise
1 1 1 10 2
T <—1>’ 0 :<—1> (1o 2>:<—1 0 —2>
2
0 0 0 000
T <1> é :<1>(0 1 0>:<0 | 0)

Proposition VII.4.3 (Universelle Abbildungseigenschaft): Die Abbildung T aus
[Proposition VII.4.1| hat folgende Eigenschaft: Fiir jeden K-Vektorraum W und
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jede bilineare Abbildung 5: Vi x Vo — W gibt es genau eine lineare Abbildung
¢o: T — W mit pot =[5, d. h. wir haben das kommutative Diagramm

K" x K™ =V, x V, ™ Ylineerp _ frnxm

¢ linear
B bilinear v

w

Beweis: Wieder bezeichne (eq, ..., e,) beziehungsweise (¢}, ..., e, ) die Stan-
dardbasis von K™ beziehungsweise K. Die Menge der Elementarmatrizen
{E;;|1<i<mn,1<j<n} bildet eine Basis von T' = K"*"™.

Nach dem Fortsetzungssatz fiir lineare Abbildungen gibt es genau eine lineare
Abbildung ¢: T'— W mit ¢(E; ;) = B(e;, €;) und fiir dieses ¢ gilt tatsichlich

¢oT = [f. Seien dazu v ="' ; \je; in V4 und w = P )\;e; in V5. Dann ist

(7 (v, w) (T(Xn:)\lez,i)\ ))

i j=1
¢(

=1
Do AiNT(es €] )
17

M:

i=1j5=1

.

I
M=

/\i)\;¢(7'(6i, e;))

AN B(er e5) = (ZAe,,ZA >_ w).

1

<.
I

I
NE
Ms

% 1

1j

Auflerdem ist ¢ eindeutig, da insbesondere ¢poT(e;, €}) = B(e;, €)) gelten muss.O]

Beispiel VII.4.4: Seien V; = Vo = K" und 7: K" x K™ — K™" (z,y) — zy".
Ferner sei 3: K" x K™ — K die Einheitsform, d.h. f(x,y) = z'y. Was ist
die Abbildung ¢: K™*"™ — K aus der vorangegangenen Proposition? Auf den
Elementarmatrizen £; ; muss ¢ folgendes machen:

O(E;;) = Blei, e;) = ejej = 6.

Fir eine Matrix A = (q; ;) € K™*" ist also

= ¢<Zzai,jEi,j> = ZZ ai,j5i,j = Zam,
i=1

i=1j=1 i=1j=1

d.h. ¢(A) gibt die Summe der Diagonaleintrige von A zuriick.

158
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Definition VII.4.5: Seien K ein Kérper, n eine natiirliche Zahl und A = (a; ;)
in K™ eine Matrix. Dann heif}t

tI‘(A) = Zaiﬂ' e K
i=1

die Spur von A. Die Abbildung tr: K™*" — K, A — tr(A) ist eine lineare
Abbildung, d.h. insbesondere tr € (K™*™)*.

Das Tupel (T, 7) aus [Proposition VIL.4.3|nennt man auch ein Tensorprodukt
von Vi und V,. Dadurch, dass wir uns bereits fiir beliebige natiirliche Zahlen
n und m davon iiberzeugt haben, dass K™ und K™ ein Tensorprodukt haben,
haben wir allgemeiner fiir endlichdimensionale Vektorraume die Existenz von
Tensorprodukten etabliert. Es ist allerdings ein natiirliches Bediirfnis, solche
Tensorprodukte auch fiir unendlichdimensionale Vektorraume zu haben, wie zum
Beispiel fiir Polynomringe. Damit wollen wir uns im Folgenden beschéftigen.

Definition VII.4.6 (Tensorprodukt): Seien K ein Korper, Vi, V5 und T' Vek-
torrdume iiber K und 7: V; x Vo — T eine bilineare Abbildung. Gibt es fiir
jeden K-Vektorraum W und jede bilineare Abbildung 5: V; x Vo — W genau
eine lineare Abbildung ¢: T'— W mit ¢ o 7 = 3, dann heifit das Tupel (T, 7)
ein Tensorprodukt von Vi und V5 iber K.

Notation VII.4.7: In der Situation von |[Proposition VII.4.6|schreiben wir fiir
das Tensorprodukt V; ®g Vo := V] ® Vo :=T; fur vy € Vi, v € V5 schreiben
wir v1 ® ve := 7(v1,v2) und nennen v; ® v einen reinen Tensor.

Wir werden zeigen: Je zwei K-Vektorrdume V und W haben ein Tensorpro-
dukt, und Tensorprodukte sind eindeutig bis auf Isomorphie.

Proposition VII.4.8 (Es kann nur einen geben): Seien K ein Korper, Vi und
Vo Vektorraume uber K. Ein Tensorprodukt (T, ) von Vi und Vs ist eindeutig
bis auf eindeutige Isomorphie, d. h. sind (T, 7) und (1", 7") Tensorprodukte von
Vi und Vs, diber K, dann gibt es einen eindeutigen Isomorphismus ¢: T — T'
mit 7' = ¢gorT.

Beweis: Wir befinden uns in der Situation

VixVy, —"—=T

S

T/

159



Kapitel VII. Multilineare Algebra — Teil 1

und sowohl 7: V] x Vo — T als auch 77: Vi x Vo — T sind bilinear. Uber die
universelle Abbildungseigenschaft von (T, 7) erhalten wir also eine eindeutige
lineare Abbildung ¢: T' — T’ mit ¢ o7 = 7/ und wegen der universellen
Abbildungseigenschaft von (77, 7") gibt es eine eindeutige lineare Abbildung
Y: T — T mitpor =r.

Wir haben also (¢ o ¢) o7 =1 o7/ = 7 und auflerdem ist id o7 = 7. Wegen
der Eindeutigkeitsaussage in der universellen Abbildungseigenschaft fir (7, 7)
erhalten wir ¢ o ¢ = id. Analog erhalten wir, dass ¢ o @) = id. Damit ist ¢ ein
eindeutiger Isomorphismus mit Inversem . 0

Erinnerung VII.4.9 (Abbildungen mit endlichem Triger): Es seien M eine
Menge und K ein Korper. Fiir eine Abbildung f: M — K heifit die Men-
ge Tr(f) :={me M| f(m) # 0} der Trager von f. Wir schreiben

Abbo(M, K) := {f: M — K | # Tr(f) < oo} C Abb(M, K)

fiir den Untervektorraum der Abbildungen mit endlichem Tréger.
Fir m € M bezeichne f,,: M — K die Abbildung mit

fm(m’) = {17 falls m = m/)

0, sonst.

Dann bildet die Menge {f,, | m € M} eine Basis von Abby(M, K). Mit
anderen Worten: Wir haben M einen K-Vektorraum zugeordnet in der Art,
dass diejenigen Elemente, die zu Elementen von M korrespondieren, eine Basis
dieses Vektorraums bilden. Man nennt Abby(M, K) deshalb auch freien K-
Vektorraum tuber M.

Beispielsweise fiir M = 7 ist Abbg(M, K) die Menge der endlichen K-
wertigen Folgen indiziert tiber Z. Fiir M = R? und (0,0) € R? ist

1, fallsx=0und y =0,

R x R, JY) —
f(o,o) (z.9) {O, sonst.

Satz 30 (Existenz von Tensorprodukten): Seien Vi und Va Vektorriume ber
K. Dann existiert ein Tensorprodukt (T, ) von Vi und Vy dber K, welches
eindeutig bis auf eindeutige Isomorphie ist. Wir schreiben Vi @ Vo = Vi @ V5
fir T und fir v; aus V; vereinbaren wir die Schreibweise v1 & vy = T(vy,vs).

Fiir endlichdimensionale Vektorraume V; und V5 liefert [Proposition VII.4.1]
das Gewiinschte. In dieser Situation haben wir {(e;,€}) [ 1 <i <n,1 < j <mj}
auf die Basis {E;; | 1 <i <n,1 < j <m} von K™™ abgebildet.
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4. Tensorprodukte

Erinnerung VI1.4.10 (Homomorphiesatz): Fiir einen K-Vektorraum V' und
einen Untervektorraum U haben wir in der Linearen Algebra I den besonderen
Vektorraum V/U kennengelernt. Dieser hiefl ,Quotientenvektorraum® oder
auch ,Faktorraum® und war definiert als die Menge der Aquivalenzklassen
V/U = {[v]~ | v € V} beziiglich der auf V erklirten Aquivalenzrelation

v~w i = v —w e U,

welcher wir per [v] 4 [w] := [v+w] und A[v] := [M\v] eine K-Vektorraumstruktur
aufgeprigt haben. Fiir ein v € V ist die Aquivalenzklasse [v] genau die Menge
v+ U ={v+u | u € U}. Die Restklassenabbildung 7: V' — V/U, v +— [v] heifit
kanonische Projektion und ist per Konstruktion der K-Vektorraumstruktur
von V/U trivialerweise eine lineare Abbildung.

AuBlerdem haben wir den Homomorphiesatz in der Linearen Algebra I kennen-
gelernt: Fiir K-Vektorraume V und W, eine lineare Abbildung ¢: V' — W und
einen Untervektorraum U C V mit U C Kern(¢) haben wir das kommutative
Diagramm

vV —— VU
INE
w

Das heiBt es gibt genau eine lineare Abbildung ¢: V/U — W mit ¢ o 7w = ¢.

Beweis (von [Satz 30): Im ersten Schritt mdchten wir einen (zu groBen) Kandi-
daten fiir unser Tensorprodukt einfithren, namlich den freien K-Vektorraum F
iiber der Menge Vi x V5 zusammen mit der kanonischen Injektion V; x Vo < F.
Wir setzen also

F := Abby(V] x V,, K), T Vix Vo —F,  (v1,02) = flo,0)

mit f(,, v,) Wie in [Proposition VI1.4.9] Bis jetzt gut an diesen Kandidaten fiir
T und 7 ist, dass wir eine Basis { fu,u) | (v1,v2) € Vi x V5} von F' kennen,
d. h. fir jeden K-Vektorraum W und jede Abbildung 3: V; x Vo — W erhalten
wir per Fortsetzungssatz eine eindeutige lineare Abbildung ngS: F — W mit
¢ o1 = f. (Dazu definieren wir ¢ auf der Basis durch @(f(vhw)) = B(v1,v2).)
Schlecht ist, dass 71 weit entfernt davon ist, bilinear zu sein.

Im zweiten Schritt moéchten wir unseren Kandidaten verbessern. Fiir alle
vy, vy € Vi, vg, vy € Vo und vy, s € K brauchen wir, dass

T(ayvy + V], Qg + vy) = agaaeT(vy, vg) + a7 (v, vh) + asT(V], va) + T(V], vy).
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Wir wollen im Folgenden durch geeignete Quotientenbildung ,erzwingen®, dass
genau das gilt, was wir uns Wl'inschenﬂ Sei R der Untervektorraum von V', der
von den Elementen

{f(alvlJrvi,agvngvé) - a1a2f(v1,vg) - Oélf(vl,vé) - OéZf(vi,vg) - f(vi,vé)}

erzeugt wird. Wir setzen T := F'/ R, bezeichnen mit 7 die kanonische Projektion
m: F— T = F/R und definieren 7: V} x V5 - T = F/R durch 7 := mo 1,
also (v1,v2) = [floiw)] = fwre) + R. Dieses 7 ist tatsdchlich bilinear: Fiir
v, v] €V, vg,vy € V' und ay, a9 € K gilt per Definition von 7' = F/R und
per Definition der Vektorraumstruktur auf 7', dass

7(a1v1 + vy, agug + vy)
= [flavi+v] azvatv))]
= [ florwp) + Q2 f ) 00) + Fro ) + Q102 f (0 0)]
= 102 f(oy 00)] T Q1 [fwnvp)] + Q2 fw) o] + [fw) o]
= ayaaT(vi, v2) + a1T (v, vy) + T (v], ve) + T(V], V).
Durch die Definition von T und 7 haben wir die folgende Erweiterung des
Diagramms von oben:

VixVy " F "5 T=F/R
5
B ¢

N2

w
Konnen wir zeigen, dass R C Kern(¢), dann folgt aus dem Homomorphiesatz,
dass es eine lineare Abbildung ¢: T — W gibt, die das rechte Dreieck im
Diagramm kommutativ macht, d.h. die ¢ o m = ¢ leistet. Insgesamt ergibt das

por=gomor =domn =p,

d.h. wenn R C Kern(¢), dann ist (7, 7) ein Tensorprodukt von V; und V5.
Um zu zeigen, dass R im Kern von ¢ liegt, geniigt es, das fiir die Erzeuger
nachzurechnen. Fir vy, v] € Vi, ve,v) € Vo und oy, s € K gilt

>

¢(f(a1v1+v’1,azv2+v§))
= [(a1v1 + v, vy + v5)
= a1 (v1,v2) 4 a1 (1, v5) + aaf (v, v2) + B(vy, vy)
= 051042¢<f(v1,v2)) + 041¢(f(v1,v’2)) + O‘Q(b(f(vimz)) + (b(f(v’l,vé))

2Gelegentlich nennt man so etwas auch ,,Pippi-Langstrumpf-Mathematik®,
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was mit der Linearitdt von ngﬁ die Behauptung liefert. Schliefich ist ¢ eindeutig,
weil {[fiv,)] | 11 € Vi, 02 € Va} ein Erzeugendensystem fiir 7' ist. O

Da wir v; ® va = 7(v1,v2) = 7(f(v;,0,)) Vereinbart haben, und die Menge
{fwi0) | 11 € V1,02 € Va} eine Basis von F ist, ist {v1 ® va | v1 € Vi, vy € Va}
ein Erzeugendensystem von T' = V; ®g V5. Das bedeutet: Nicht jedes Element
von Vi ® V5 ist von der Form v; ® vo; ein beliebiges Element von V; ® V5 kénnen
wir aber als endliche Summe von Elementen der Form v; ® vy schreiben.

Bemerkung VI1.4.11 (Rechenregeln fiir reine Tensoren): Seien Vi und V3 Vek-
torraume tiber K und V; ® V, ihr Tensorprodukt. Sind vy, v Elemente von Vi,
ve und vj Elemente von V3 und A in K, dann gilt:

(1) (A1) @ vz = A(v1 ® va) = v1 ® (Ava),
(i) (1 +v]) ® vy =1 ® Uy + V] ®vg und v; ® (Vg + Vh) = V1 ® Vg + V] @ Vb,

Das liegt einfach an unserer Schreibweise. Wir haben uns auf vy ® vy = 7(vy, v9)
verstandigt, und 7: V; X Vo — Vi ® V5 ist bilinear.

Proposition VII.4.12 (Basis des Tensorprodukts): Seien K ein Korper, Vi und
Vo zwei Vektorraume dber K und B eine Basis von V, sowie C eine Basis von
Va. Dann ist

D:={b@c|beB,ceC} V@V

eine Basis von Vi @ Vs.

Beweis: Wir haben zu zeigen, dass D das Tensorprodukt V; ® V5 erzeugt und,
dass D linear unabhéngig ist. Wir kennen bereits ein Erzeugendensystem fiir
Vi ® V,, namlich {v; ® vy | v1 € V], vy € Vo}. Wir zeigen fiir die Erzeugendenei-
genschaft von D, dass D dieses Erzeugendensystem erzeugt. Seien dazu v, € V;
und vy € V5. Dann gibt es eindeutige Linearkombinationen v; = > ; r;b; und
vy = 370, sj¢; und

n m

V1 @ Vg = <Z7’Zbl) ® (ZSjCj) = ZZTiSjbi ®Cj,
i=1 j=1 i=1j=1
d.h. v; ® vy gehort zu Lin(D) wie gewtinscht.

Nun zu linearen Unabhéngigkeit: Sei 0 = >°° ;37" 7 ;b; ® ¢; eine Null-
darstellung. Wegen der universellen Abbildungseigenschaft von Vi ® V5 gilt
fiir jede Bilinearform g: Vi x V5, — K und die zugehoérige lineare Abbildung
op: Vi ®@ Vo — K, dass

n m n m

0= ¢3(0) = dm(ZZn,jbz‘ & Cj) = eri,jﬁ(bi, ¢)-

i=1j=1 i=1j=1
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Seien 1 < k < nund 1 < ¢ < m. Insbesondere fir die Bilinearform erklart
durch

1, falls (i, ) = (k, ),

0, sonst.

Bpy: BxC — K, (b, cj) — {

gilt die obige Gleichung, d.h. 0 = 37 > 7 ;Bx,0) (bi; ¢;) = Tk und somit
ist D linear unabhéngig. 0

Korollar VII.4.13 (Dimension des Tensorprodukts): Seien K ein Korper und
Vi und Vi endlichdimensionale Vektorraume tiber K. Dann gilt

dim(V; ® V3) = (dim V7)(dim V3).

Bemerkung VII1.4.14 (Induzierter Morphismus): Seien K ein Korper, Vi, Vs,
V{ und Vj Vektorrdume iiber K, sowie ¢: V4 — V5 und ¢: V{ — Vi lineare
Abbildungen. Ferner bezeichne ¢ x 1 die Abbildung Vi x V] — V4 x V|
(v1,v1) = (¢(v1),¥(v1)). Dann haben wir das Diagramm

VixV — s VeV

| ~
dxYP T20(¢x1)) l¢®¢
~ ~

und die Abbildung lings des roten Pfeils ist bilinear. Das heif3t fiir den roten
Pfeil erhalten wir eine eindeutige lineare Abbildung von V; ® V{ nach Vo ® Vi,
die wir suggestiv mit ¢ ® 1 bezeichnen wollen, die dadurch festgelegt ist, dass
fir alle v; € V} und v} € V/ gilt:

(¢ @) (v1 ® vy) = p(v1) ® (vy).

An der Stelle weisen wir darauf hin, dass das die Abbildung (durch lineare
Fortsetzung) wirklich ,nur® eindeutig festlegt, da wir nur angeben, was die
Abbildung auf reinen Tensoren tun soll. Allgemeine Elemente von V; ® VY sind
aber endliche Summen reiner Tensoren.

Bemerkung VII.4.15 (Abbildungsmatrix von ¢ ® 1): Seien alle Vektorrau-
me in [Proposition VII.4.14] endlichdimensional mit Basen B = (by,...,b,,) von
Vi, C = (c1,...,cp)von Vo, B = (by,..., b ,) von V/ und C" = (¢q,...,c,,) von

V. Ferner bezeichne D¢ p(¢) = (5;;) € K™ und Dev g () = (V) € Kxm’
die Darstellungsmatrizen. Fiir die Basen

Dy:i=(by@b),....00 Q0 ,bo @,....0o @b 1 ..., by @V),... by @V,

. / / / /
Dy =(1®¢,...,c1 QCyeocyCn@CY, .o, Cn @)
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und die Darstellungsmatrix A := Dp, p, (¢ ® ¥) gilt

Br1De g (V) BiaDorp () - BimDerp(¥)
Ao BorDer g (V) BapDeorp (V) .. BamDerp(¥)
BuaDer g (V) BraDorp (V) - BumDeor /(1)
Man nennt A auch das Kroneckerprodukt von D¢ g(¢) und Der g ().
Beweis: Fiur 1 <i:<mund 1 <j <m/ gilt

(¢ @) (b ® b)) = ¢(b;) @ (b))
= <§n: @az‘%) ® (nZ %‘%) = Zn: i Briejcr ® ¢4
i=1 =1

k=1 (=1
Die Zeilen von A sind indiziert durch die Basiselemente ¢, ® ¢, und die Spalten
von A sind indiziert durch die Basiselemente b; ® b;-. O

Proposition VII.4.16: Seien K ein Korper, (A,+,0,-) und (B,+,0,-) zwei
Algebren tiber K und A @ B = A ® B das Tensorprodukt von A und B als
K -Vektorrdume. Dann wird das Tensorprodukt A® B zu einer K-Algebra durch

e: AR BXxA®B — A® B,
(Zai®bl~,2a;®b}> —
i=1 j=1

Insbesondere gilt fir a,a’ € A, b,b' € B und die reinen Tensoren a @ b, a’ R,
dass (a®@0b)e (d@bV)=(aocd)® (bol).

Beweis: Wir haben zu zeigen, dass die Multiplikation ,,0* auf A ® B wohldefi-
niert ist. Dass diese Verkniipfung A ® B zu einer K-Algebra macht, ist eine
Standardrechnung, wobei man auf die Algebreneigenschaften von A und B
zuriickfiihrt.

Wir erinnern uns daran, dass A ® B per Konstruktion der Vektorraum
F/R ist, wobei F' = Abby(A x B), fir den {fup | @ € Ab € B} eine
Basis bildet, und R C F' der Unterraum ist, der von Elementen der Form
Jrar+az,sb1+62) =75 f(a1,60) =T f(ar,b2) =5 f(az,b1) = f(as,pe) €1ZeUGE Wird. Seienr, s € K,
a,ai,as € Aund b, by, by € B. Dann haben wir

(a; 0 a}) @ (b ob}).
1

m n

=17

(ra; 4+ az) @ (sby + b2) @ (a ® b)
= (ray +az)oa® (sby +by) 0b
=rsapoa@bjob+raoa®@byob+asoa®@sbyob+asoa®Rbyob
= (rsa; @by +1a; @by + as @ sby +as @ by) @ (a @ b). O
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Proposition VII.4.17: Seien K ein Kéorper, A und B kommutative unitdre
K -Algebren.

(i) Die Abbildungen

ta: A— AR® B, ar—a®1
tp: B— A® B, b—1®0b

sind K -Algebren-Homomorphismen.

(ii) Das Tensorprodukt A ® B hat die folgende universelle Abbildungseigen-
schaft: Fir jede kommutative unitire K-Algebra C' und K-Algebren-
Homomorphismen ¢4: A — C, ¢p: B — C gibt es genau einen K-
Algebren-Homomorphismus ¢: A® B — C, der das folgende Diagramm
kommutativ macht:

A2 AB+2 B
ka!f’%
C

Beweis: (i) Fiir a1, a2 aus A gilt
LA(al @) (IQ) =a10a9 X 1= (CLl X 1) [ ] (CLQ & ].) == LA(CLl) ® LA((IQ),
ferner ist 14(1) = 1 ® 1 die Eins von A ® B. Die weiteren Eigenschaften folgen

aus der Bilinearitat des Tensorprodukts.
(ii) Die Abbildung

b: Ax B — C, (a,b) — da(a)o Pa(b)

ist bilinear, was uns einen eindeutigen Homomorphismus ¢: A ® B — C' von
K-Vektorraumen liefert, der ¢(a ® b) = ¢pa(a) o ¢pp(b) erfiillt. Dieses ¢ ist sogar
ein K-Algebren-Homomorphismus, denn fir ay,as € A und by,by € B gilt

o((a1 @ by) e (ay ®by)) = w(ay 0 as @ by 0 by)
= ¢a(a; o ag) o pa(by oby)
= ¢a(ar) o ga(az) o pp(b1) 0 ¢p(b)
= ¢a(ar) o ¢p(b1) o pa(az) o ¢p(b)
= p(a; ® by) o p(as @ by). O

Mochte man auch nicht-kommutative K-Algebren betrachten, so fordert man
bei der universellen Abbildungseigenschaft, dass fiir a € A und b € B gilt:

¢ala) o ¢p(b) = ¢p(b) 0 pala).

166



Kapitel VIII.

Euklidische und unitare
Vektorraume

In diesem Kapitel méchten wir Vektorraume iiber K (d.h. dem Korper der
reellen oder komplexen Zahlen), die mit einem Skalarprodukt ausgestattet sind,
untersuchen. Das Skalarprodukt beschert uns eine Norm, und damit einen
Abstandsbegriff auf dem entsprechenden Vektorraum. Auflerdem kénnen wir
im reellen Fall Winkel messen, und haben im Allgemeinen das Konzept von
Orthogonalitat zur Verfiigung.

Die Frage, welche speziellen linearen Abbildungen die zusétzliche Struktur —
die Skalarprodukte bzw. die Lingenbegriffe — beriicksichtigen, fithrt uns auf
die sogenannten Spektralsétze.

1. Die Spektralsatze

Definition VIII.1.1 (Adjungierte Matrix): Sei A = (a; ;) eine komplexe n x m-
Matrix. Mit A bezeichnen wir die eintragsweise komplex konjugierte Matrix,
d.h. A = (a;;). Die Matrix A* = A’ heiBt zu A adjungierte Matriz.

Erinnerung VIIL.1.2: Sei A = (a; ;) eine n x n-Matrix. Sind die Eintrdge von
A reell und ist A® = A, so heifit A symmetrisch. Sind die Eintrage komplex und
ist A* = A, dann heifit A selbstadjungiert beziehungsweise hermitesch. Sind die
Eintrige reell, ist A invertierbar und gilt A=! = A?, dann heifit A orthogonal.
Sind die Eintrage komplex, ist A invertierbar und ist A=! = A*, so heifit A
unitar.

Beispiel VIII.1.3 (Drehkéstchen): Fiir einen reellen Winkel o beschreibt

A= (COSO& —SlIlOé>

sin o COS (v
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eine Drehung der Ebene um den Winkel . Wir haben
AAt — (cosoz —Sina> ( CoS (v sina> _ (1 O)
sina¢  cosa) \—sina cosa 0 1)’
das heifit A ist orthogonal.
Definition VIII.1.4 (Normale Matrizen): Ist A eine n X n-Matrix mit reellen

Eintragen und ist A’A = AA?, dann heit A normal. Sind die Eintrage komplex
und gilt A*A = AA*, dann heifit A normal.

Beispiel VIIL.1.5 (fiir normale Matrizen): Ist A eine reelle symmetrische n x
n-Matrix, dann ist A tautologisch normal. Genau so sind selbstadjungierte
Matrizen normal. Ist A orthgonal, d.h. A=! = A!, dann ist A ebenfalls normal.
Ebenfalls sind unitédre Matrizen normal.

Satz 31 (Spektralsatz): Sei A eine n x n-Matriz mit komplexen Eintragen.
Ist A normal, so gibt es einen unitiren Basiswechsel S und komplexe Zahlen

AL,y Ay, sodass A = Sdiag(\g, ..., \,)S7h

Satz 32 (Hauptachsentransformationssatz):

(i) Sei A in C™*™ hermitesch. Dann gibt es reelle Zahlen Ay, ..., A, und eine
unitire n x n-Matriz S, sodass ST'AS = S*AS = diag(\1, ..., \).
(ii) Sei A in R™™ symmetrisch. Dann gibt es reelle Zahlen A1, . . ., A\, und eine

orthogonale n x n-Matriz S, sodass ST'AS = S'AS = diag(A1, ..., \n).
Satz 33 (Isometrienormalform):

(i) Sei A in C™™ wunitdr. Dann gibt es eine komplexe Zahlen Ay, ..., \,
mit || = 1 fir 1 < i < n und eine unitire Matriz S in C™*" mit
STLAS = S*AS = diag(A1, ..., \n).

(ii) Sei A in R™™™ orthogonal. Dann gibt es reelle Zahlen oy, . .., qy und eine
orthogonale n X n-Matriz S, sodass

1

STTAS = S'AS =
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wobei A,, das 2 x 2-Drehkdstchen zum Winkel o; bezeichnet.

2. Euklidische und unitare Vektorraume

In diesem Abschnitt méchten wir Skalarprodukte, die wir bis jetzt nur fiir reelle
Vektorraume gesehen haben, auch fiir komplexe Vektorrdume einfiithren. Wie
im reellen Fall haben wir dann einen Langen- und Abstandsbegriff (sowie einen
abgeschwichten Winkelbegriff) zur Hand.

Erinnerung VIIIL.2.1: Seien V ein reeller Vektorraum und 5: V x V — R eine
Abbildung. Ist 8 bilinear, symmetrisch und positiv definit, dann heifit 5 ein
Skalarprodukt auf V.

Diese Definition wollen wir passend verallgemeinern. Um einen sinnvollen
Definitheitsbegriff zu erhalten, kénnen wir nicht verbatim dieselbe Definition
verwenden, da C nicht angeordnet ist und so ,,5(v,v) > 0“ erstmal keinen Sinn
ergibt.

Ist R™ ausgestattet mit dem Standard-Skalarprodukt, und ist x = (z1, ..., z,),
dann erklirt ||z|| = (X7, 22)Y/2 die von (-, -) induzierte Norm.

Fiir n = 1ist die gewohnliche Multiplikation auf R das Standard-Skalarprodukt
und |z| = v/22 die zugehérige Norm. In € haben wir |z| = v/2Z, was uns im
Folgenden inspirieren soll.

Beispiel VIIIL.2.2: Auf V' = C" betrachten wir die Funktion h: (z,w) +— 2.
Fir dieses h gilt h(cz; + 22, w) = ch(z1, w) + h(z2, w), und

h(z, cwy + wy) = z(cwy + wy) = €z2W; + 2wy = ¢h(z,wy) + h(z,ws),

d.h. h ist nicht bilinear. Aulerdem gilt h(z,w) = zw sowie h(w,z) = wz,
d.h. h(z,w) = h(w,z). Was wir dadurch jedoch gewonnen haben ist, dass
h(z,z) = h(z,z) fir jedes z in C", d.h. tiber positive Definitheit von h zu
sprechen ergibt Sinn.

Definition VIII.2.3: Seien V ein C-Vektorraum und s: V' x V — C eine Ab-
bildung. Gilt fir alle A € C, uy, us, u, vy, v9,v € V, dass

(i) s(Aug + ug,v) = As(ug,v) + s(ug,v),
(ii) s(u, Avy 4+ v3) = As(u, vy) + s(u, vy),
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dann heifit s eine ,,Sesquilinearform‘ﬂ
Ist h: V x V — C eine Sesquilinearform und gilt fiir alle v,w € V, dass
h(v,w) = h(w,v), dann heifit h eine hermitesche Form.

Beispiel VIII.2.4: (i) Die Abbildung
h: C" x C" — C, xtg:(xl xn> : :ingi
i=1

ist eine hermitesche Form.

(ii) Ist G € C"*" und bezeichnet
hg: C" x C" — C, (z,y) — 2'GYy,
dann ist h¢ eine Sesquilinearform. Genau dann ist kg hermitesch, wenn G* = G.

Proposition VIIIL.2.5: Ist h: C" x C" — C eine Sesquilinearform, dann ist
h = h¢ fir die Matriz G = (g, ;) mit g;; = h(e;, €;).

Wie immer bezeichnet hier (eq, ..., e,) die Standardbasis des C". Die Aussage
zeigt man ganz analog zur folgenden Proposition 11.2.6.

Proposition VIIIL.2.6: Seien V' ein endlichdimensionaler C-Vektorraum, B =
(b1, ...,by) eine geordnete Basis von V und h: VxV — C eine Sesquilinearform.
Die durch g;; = h(b;,b;) definierte Matriz G = (g;;) in C"*" heifst Gram-
Matrix von h beziiglich der Basis B. Sie hat folgende Eigenschaften:

(i) Fiir alle v,w in'V ist h(v,w) = Dg(v)!GDg(w), d.h. das folgende Dia-
gramm, kommutiert:

VxV —" ¢

DBXDBJ/ H

C"x(C" ——
ha
(ii) Ist B' = (b}, ..., b)) eine weitere Basis von V und ist G" die Gram-Matriz
von h beziiglich B, dann gilt G' = Dy 5,GDp p.
L Sesqui® ist das lateinische Wort fiir ,,anderthalb®, eine Sesquilinearform ist also ,andert-
halbfach linear*.

2Die hermitsche Form verdankt ihren Namen dem franzosischen Mathematiker Charles
Hermite (1822-1901).
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Bemerkung VIII.2.7: Seien V' ein C-Vektorraum und h: V x V — C eine
hermitesche Form auf V, dann gilt fiir alle v in V, dass h(v,v) = h(v,v).
Insbesondere ist h(v,v) eine relle Zahl.

Definition VIII.2.8: Seien V ein C-Vektorraum und h: V x V — C eine her-
mitesche Form auf V.
(i) Gilt fur alle v € V — {0}, dass h(v,v) > 0, dann heifit h positiv definit.

(ii) Eine positiv definite hermitesche Sesquilinearform h: V x V — C heifit
Skalarprodukt auf V. In diesem Fall schreibt man fiir gewohnlich (v, w)

fir h(v,w).

Ublicherweise schreibt man K stellvertretend fiir den Kérper der reellen
Zahlen R oder den Korper der komplexen Zahlen C.

Definition VIIL.2.9 (Prahilbertraum, euklidischer- oder unitirer Vektorraum):
Ein K-Vektorraum mit Skalaprodukt heif3t Prdhilbertraum. Ein R-Vektorraum
mit Skalarprodukt heiflt euklidischer Vektorraum. Ein C-Vektorraum mit Ska-
laprodukt heifit unitdrer Vektorraum.

Manchmal wird in der Literatur fir euklidische- oder unitare Vektorrdume
endlichdimensionalitat verlangt.

Definition VIII.2.10 (Norm, Linge, Abstand): Sei (V, (-, -)) ein Préhilbertraum.

(i) Fiir v € V heift ||v|| := (v,v)'/? die Norm oder Linge von v.

(ii) Fir v,w € V heiBt d(v,w) := ||v — w|| Abstand von v und w. Die
Abbildung
d: V xV — Ry, (v, w) — d(v,w)

heifit Metrik zu (-, ).
Satz 34 (Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung): Sei (V, (-,-)) ein Prihilbertraum.
(i) Firv,w €V gilt [{(v,w)|* < (v,v){w,w), und somit [{(v,w)| < ||v||||w]-
(ii) Gleichheit in (i) gilt genaw dann, wenn v und w linear abhdngig sind.

Beweis: (i) Fir w = 0 stimmen beide Behauptungen. Wir dirfen also
annehmen, dass w # 0. Wir betrachten zunéchst den Fall (v, w) € R* und
definieren f: R — R durch A +— |Jv + Aw||?. Dann ist

FON) = (v + Mw, v+ Aw) = (v,0) + Mw, v) + Mo, w) + A {w, w)
= (v,v) + 2\ (v, w) + N {w, w)
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Die Zahlen a := (v,v), b := 2(v, w) und ¢ := (w, w) sind reelle Zahlen, auflerdem
ist a # 0 per Voraussetzung. Das heifit, f ist in Wahrheit eine quadratische
Funktion — mit Schulwissen erkennt man, dass der zugehorige Graph eine
,hach oben gedffnete Parabel® ist. Per Definition der Funktion f gilt fiir alle
A € R, dass f(A\) >0, d.h. f hat hochstens eine Nullstelle, was dquivalent zu
oD = b> — 4ac < 0“ ist. Ausgeschrieben erhalten wir also

41{v, w)|? — 4w, w){v,v) <0,

wobei die Betragsstriche um (v, w) keine Rolle spielen, da (v, w) nach Voraus-
setzung eine reelle Zahl ist. Umstellen liefert die Behauptung.

Nun betrachten wir den allgemeinen Fall , (v, w) € C** Die komplexe Zahl
a = (v,w)/|{v,w)| hat Betrag Eins. Wir setzen v := o~ 'v und erhalten daraus

o) = (K 0) = o,

(v, w)

Nun kénnen wir schreiben [(v, w)|? = [(av’, w)|* = |a]?[(v/, w)|?. Weil (v, w)
nach der obigen Gleichung eine reelle Zahl ist, liefert der erste Schritt, dass

|<U7w>|2 < <U/>U/><w7w> = (oz_lv,a_lv>(w,w> = ]a2|<v,v><w,w),

wie gewtiinscht.

(ii) Im ersten Schritt von (i) gilt Gleichheit in der Cauchy-Schwarz’schen
Ungleichung genau dann, wenn D = 0 oder w = 0. Die Diskriminante ist Null
genau dann, wenn f eine Nullstelle A hat, was wegen der positiven Definitheit
bedeutet, dass v = —Aw. In beiden Fallen sind v und w linear abhéngig.

Im zweiten Schritt von (i) gilt Gleichheit in der Cauchy-Schwarz’schen
Ungleichung genau dann, wenn v und w linear abhéngig sind. Wegen der
Definition von v" als Vielfaches von v gilt Gleichheit also genau dann, wenn v
und w linear abhangig sind. OJ

Proposition VIIIL.2.11: Seien (V,(-,-)) ein Prihilbertraum und
Ill: V — R, vi— v = (v, 0)Y2.
Die Abbildung ||-|| hat folgende Figenschaften:

(i) Fir allev €V ist ||v]| > 0 und ||v]| =0 gilt genau dann, wenn v = 0.
(i) Fir allev eV und X € K ist || \v|| = [A]||v]]
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(iii) Fir alle vyw €V gilt ||v 4+ wl|| < ||v]] + [Jw]].

Eigenschaft (i) wird Positive Definitheit, (ii) wird Homogenitat und (iii) wird
Dreiecksungleichung genannt.

Beweis: Aussagen (i) und (ii) kann man direkt nachrechnen. Zu (iii): Es gilt

v+ wl||* = (v+w,v + w)
= [[v|* + (v, w) + (w,v) + |Jw]|]®
= [[v]* + 2Re(v, w) + |Jw]|®
< oll* + 2[(v, w)| + [Jw|)* < [Jo]* 4 2[|v[[[lw]l + Jw]]* = ([Jo]] + [lw]])?.

Wegen der Monotonie der Wurzel folgt die Behauptung. U

Definition VIIL.2.12: Sei V ein K-Vektorraum. Eine Abbildung N: V' — R mit
den Eigenschaften (i), (ii) und (iii) aus [Proposition VIIL.2.11|heifit Norm auf V.
Das Tupel (V, ||-||) heifit normierter Vektorraum tber IK oder kurz normierter
Vektorraum.

Proposition VIII.2.13: Seien (V,||-||) ein normierter Vektorraum und
d:VxV —R, (v, w) — d(v,w) == |lv —w||.
Die Abbildung d hat folgende Eigenschaften:

(i) Fir alle v,w € V ist d(v,w) > 0 und d(v,w) = 0 genau dann, wenn
v =w.

(i) Fir alle v,w €V st d(v,w) = d(w,v).
(iii) Fir alle u,v,w € V ist d(u,v) + d(v,w) > d(u,w).

Eigenschaft (i) heifit Positive Definitheit und Eigenschaft (iii) heiBt Dreiecks-
ungleichung.

Beweis: Aussage (i) folgt aus der positiven Definitheit der Norm und Aussage
(ii) folgt aus der Homogenitat der Norm. Fir (iii) miissen wir nur einmal die
Dreiecksungleichung fiir die Norm verwenden; fiir u, v, w € V ist ndmlich

d(u,v) +d(v, w) = [lu = vf| + |lo —wl| = lu = v + v —w| = [[u = w]| = d(u,w)

wie gewiinscht. O
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Definition VIIIL.2.14: Sei X eine Menge. Eine Abbildung d: X x X — R mit
den Eigenschaften (i), (ii), (iii) aus [Proposition VIII.2.13| heifit Metrik auf X.

Achtung: Nicht jede Norm kommt von einem Skalarprodukt und nicht jede
Metrik wird von einer Norm induziert!

Korollar VIIIL.2.15 (Winkeldefinition): Sei (V, (-,-)) ein euklidischer Vektor-
raum. Dann gilt:

(i) Fir allev,w € V—{0} ist =1 < (v, w)/(||v]|||w]]) <1, d. h. es gibt genau
ein a € [0, 7] mit cos(a) = (v, w)/(||v||||w]]). Wir schreiben £(v,w) = «.

(ii) Zwei Vektoren v,w € V sind orthogonal genau dann, wenn (v, w) = 0,
also wenn o = £ (v, w) = /2.

3. Orthogonale und unitare Endomorphismen

In diesem Abschnitt mochten wir die strukturerhaltenden Abbildungen eines
Prahilbertraums (V, (-,-)) kennenlernen, das heifit wir suchen Abbildungen
¢: V — V, die die Vektorraumstruktur erhalten (solche nennt man linear)
die gleichzeitig das Skalarprodukt erhalten, d.h. fiir alle v,w € V soll gel-
ten: (v, w) = (¢(v), p(w)) — solche Abbildungen erhalten dann auch Léngen,
beziehungsweise sogar Winkel im euklidischen Fall.

Definition VIIL.3.1: Seien (V,(:,-)) ein Préhilbertraum und ¢: V" — V ein
Endomorphismus. Ist K = R und gilt fiir alle v,w € V', dass (¢(v), p(w)) =
(v,w), dann heift ¢ orthogonal beziglich (-,-) oder kurz orthogonal. Ist I{ = C
und gilt fir alle v,w € V, dass (¢(v),p(w)) = (v,w), dann heifit ¢ unitdir
beziiglich (-,-) oder kurz unitdr.

Bemerkung VIIIL.3.2: Scien (V,(-,-)) ein Prahilbertraum und ¢ € End(V)
orthogonal beziehungsweise unitar.

(i) Fir alle v € V gilt [|¢(v)|| = ||v]]. Abbildungen mit dieser Eigenschaft
nennt man Isometrie.

(ii) Seien v,w € V. Genau dann gilt (v, w) = 0, wenn (¢(v), p(w)) = 0. Das
heifit, orthogonale respektive unitdre Abbildungen erhalten die Orthogonalitét.

(iii) Isometrien sind injektiv. Ist ndmlich v € V mit ¢(v) = 0, dann ist
lo(v)]] = 0, d.h. ||v|| = 0 und wegen den Eigenschaften der Norm heifit das
v=0.

(iv) Ist ¢ regulir, dann ist auch ¢~* orthogonal beziehungsweise unitér.
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(v) Kompositionen orthogonaler beziehungsweise unitarer Abbildungen sind
orthogonal beziehungsweise unitar. Genauer: Ist auch ¢: V' — V orthogonal
beziehungsweise unitar, dann ist ¢ o ¢ und 9 o ¢ orthogonal beziehungsweise
unitar.

Proposition VIII1.3.3 (Matrix-Version von Orthogonal/Unitar): Seien V' ein
endlichdimensionaler Prahilbertraum, B eine Basis von V', ¢ ein Endomorphis-
mus von V, A = Dg g(¢) und G = Gg((,-)) die Gram-Matriz beziglich B.
Dann gilt:

(i) Genau dann ist ¢ orthogonal beziehungsweise unitir, wenn A'GA = G.

(ii) Ist B eine Orthonormalbasis, dann ist ¢ orthogonal beziehungsweise unitdr
genau dann, wenn A = Dg g(¢) orthogonal beziehungsweise unitdr im
Sinne von [Proposition VIII. 1.2 ist.

Beweis: (i) Per charakterisierender Eigenschaft der Abbildungsmatrix haben
wir fir v aus V', dass Dp(¢(v)) = ADp(v). Orthogonalitét respektive Unitaritat
von ¢ bedeutet genau, dass (¢(v), ¢(w)) = (v, w) fir alle v und w aus V gilt.
Als letztes bendtigen wir die Definition der Gram-Matrix; fir alle v und w
aus V leistet die namlich (v, w) = Dp(v)'GpDp(w) fir v und w aus V. Damit
erhalten wir fiir jedes Paar v und w aus V', dass

(6(v), p(w)) = Dp(¢(v))'GpDp(d(w))
= (DB,B(ﬁb)DB(U))tGB (DB,B(@DB(UJ))
= DB(“)t(DB7B(¢)tGBDB,B(¢)>DB(U))-

Wegen (v, w) = Dg(v)GpDp(w) ist ¢ orthogonal beziechungsweise unitér, wenn
die letzte Zeile gleich Dg(v)!GpDp(w) ist. Setzt man Paare aus B X B ein,
dann erhalt man die einzelnen Matrixeintréage der beiden Matrizen.

(ii) Das ist ein reiner Vergleich von Aussage (i) und [Proposition VIII.1.2} [J

Erinnerung VIIIL.3.4 (Komplexe Konjugation): Mit stumpfem Nachrechnen
zeigt man fir komplexe Zahlen 21, 29, dass z1 + 29 = Z1 + Z2 sowie Z123 = Z122.
Sind A und B Matrizen geeigneter Groe, dann ist auch A + B = A+ B — Klar,
da komponentenweise addiert wird — und AB = A - B, denn

(E)” = Zai,kbk,i = Zai,kgkz,j =(A- E)m’-
k k
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Proposition VIIIL.3.5 (Charakterisierung orthogonaler und unitirer Matrizen):
Sei A in KK"*". Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) Die Matriz A ist orthogonal beziehungsweise unitdr.

(ii) Die Zeilen von A bilden eine Orthonormalbasis des K".

(iii) Die Spalten von A bilden eine Orthonormalbasis des IK™.

Beweis: Wir zeigen exemplarisch die Aquivalenz ,,(i) <= (ii)*“. Angenommen,
A ist unitar, d.h. A* = A" = A~ Insbesondere gilt dann AA* = [,,, und wir
erhalten

0ij = (In)ij = (AA");; = (ejA)(A%e;) = (A'e;)'(Ale;) = (Ale;, Alej). O

Bemerkung VIIIL.3.6 (Basiswechsel in Prihilbertrdumen): Seien V' ein end-
lichdimensionaler Prahilbertraum, C' = (¢, ..., ¢,) eine Orthonormalbasis von
V und B = (by,...,b,) eine weitere Basis von V. Nach gilt dann
bi = 251 (bi, ¢j)c; fir 1 < i < n; dem kommutativen Diagramm

entnimmt man also D¢ p(id) = (o )i; = ((b;, ¢;)):;. Mit dieser Charakterisie-
rung der Eintrdge und [Proposition VIII.3.5 kann man zeigen: Genau dann ist
eine solche Basiswechselmatrix unitér, wenn auch B eine Orthonormalbasis ist.

Definition VIIL.3.7 (Orthogonale und unitdre Gruppen): Sei n eine natiirli-
che Zahl. Die Mengen

On)={AeRY™ | ATA=1},  SO(n)={A € O(n) | det(4) = 1},
Un) = {AecC™ | A*A=1), SU(n)={AcUn)|det(A) =1},

heiflen (spezielle) orthogonale Gruppe respektive (spezielle) unitire Gruppe. Es
handelt sich um Gruppen.

Bemerkung VIIIL.3.8 (Eigenwerte orthogonaler bzw. unitdrer Matrizen): Ist
A in O(n) beziehungsweise U(n) und ist A ein Eigenwert von A, dann liegt A
in $' = {2z € C | |z| = 1}. Es gibt dann nédmlich einen von Null verschiedenen
Eigenvektor v, und aus ||v|| = ||Av|| = [|\v]| = |Al|]v]| kénnen wir deshalb
|A| =1 folgern.
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4. Adjungierte Abbildung

Dem Bottom-up-Ansatz der letzten Abschnitte folgend lernen wir in diesem
Abschnitt das Aquivalent zum Adjungieren von Matrizen auf der Ebene von
linearen Abbildungen kennen. Dazu erinnern wir uns an die auflergewohnliche
Beziehung eines Prahilbertraums zu seinem Dualraum.

Erinnerung VIII.4.1 (Riesz’sche Isomorphismus): Seien V' ein endlichdimen-
sionaler Prahilbertraum und fir v in V sei ©,: V — K, w — (w,v). Dann ist
©:V — V* v+ 0, ein antilinearer Monomorphismus und damit Isomorphis-
mus. Stattet man V* mit dem dualen Skalarprodukt («, 8), = (07(3), 0 ()
aus, dann ist © sogar eine Isometrie.

Die Injektivitit von © folgt direkt aus der Anisotropie des Skalarprodukts,
welche liefert: Sind vy, vy aus V' und gilt fir alle w aus V', dass (v, w) = (v, w),
dann ist bereits v; = vs.

Bemerkung VIII.4.2 (Eigenschaft der adjungierten Matrix): Seien x in K™,
y in K" und A in IK™*™. Mit den jeweiligen Standard skalarprodukten auf K"
und K™ gilt die Gleichungskette

(Az,y) = (A2)'yg = 2" Ay = 2" Ay = 2" (A*y) = (x, A*y).

Ausgehend von dieser Gleichung suchen wir zu einer gegebenen linearen Abbil-
dung zwischen Prahilbertraumen eine neue lineare Abbildung, die das obige
leistet.

Definition VIII.4.3 (Adjungierte Abbildung): Seien V und W Préhilbertrau-
me und ¢: V' — W linear. Gibt es eine lineare Abbildung ¢: W — V', sodass
fir alle v in V und w in W gilt, dass (¢(v), w)w = (v, (w))y, dann heiit ¢
die zu ¢ adjungierte Abbildung. Falls v existiert, so ist ¢ eindeutig.

Proposition VII1.4.4 (Existenz der adjungierten Abbildung): Seien V' und W
endlichdimensionale Prahilbertraume und ¢: V. — W linear. Dann existiert die
adjungierte Abbildung ¢*: W — V.

Beweis: Wir mochten eine lineare Abbildung ¢: W — V mit den geforderten
Eigenschaften konstruieren. Dazu verwenden wir [Proposition VIII.4.1} Sei also
w in W gegeben. Dann ist ay,: V. — K, v — (¢(v), w) linear. Es gibt also
genau ein Element 1, = ©71(a,,) in V, sodass

aw(v) = (p(v), w)w = (v, Pw)v = Oy, (V).

Die Zuordnung w — 1), ist linear, da © und die beteiligten Skalarprodukte in
der zweiten Komponente antilinear sind. U
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Fir die Existenz der Adjungierten haben wir nur [Proposition VIII.4.1] ge-
braucht, d.h. fiir lineare Abbildungen zwischen Préahilbertraumen ohne die
Dimensionseinschrankung, fiir die |[Proposition VIII.4.1| ebenfalls gilt, gibt es
auch adjungierte Abbildungen.

Proposition VIII.4.5 (Adjungierte und duale Abbildung): Seien V und W end-
lichdimensionale Prdahilbertraume mit Identifikationen Oy : V — V* respektive
Ow: W — W* und ¢: V. — W linear. Bezeichnet ¢¥: W* — V* die duale

Abbildung von ¢, dann kommutiert folgendes Diagramm.:

WLV

ow | lev

Beweis: Damit das obige Diagramm kommutiert, miissen die Abbildungen
Oy o ¢*,¢" 0 Oy : W — V* {ibereinstimmen. Jedem w in W muss also jeweils
dieselbe Linearform auf V' zugeordnet werden, d. h. wir miissen punktweise auf
V iiberprifen. Sei w in W gegeben. Fir jedes v aus V' haben wir dann

((Bv 0 ¢")(w))(v) = (Ov(¢"(w)))(v)
= (v, ¢"(w))
= ($(v), w) = Ow (w)(¢(v)) = (¢" 0 Ow(w))(v). O

Die obige Proposition rechtfertigt die Doppelbelegung von ,* fiir duale und
adjungierte Abbildung, selbst wenn das beim Erstkontakt einen potentiellen
Stolperstein darstellt.

Definition VII1.4.6 (Selbstadjungiert, Normal): Seien V' ein Préhilbertraum,
¢:V — V linear und ¢*: V — V existiere. Falls ¢* = ¢, dann heifit ¢
selbstadjungiert. Falls ¢* o ¢ = ¢ o ¢*, dann heilit ¢ normal.

Definition VIII.4.7 (Orthogonal bzw. Unitér): Seien V und W endlichdimem-
sionale Prahilbertrdume und ¢: V. — W linear. Gilt ¢* o ¢ = idy und
¢ o ¢* = idy, so heidt ¢ orthogonal beziehungsweise unitdr.

Bemerkung VIII.4.8: Ist ¢: V — W orthogonal beziehungsweise unitar, dann
gilt fiir alle v und w in V, dass (v,w)y = (¢*(d(v)),w)y = (¢(v), p(w))w.
Insbesondere ist ¢ eine Isometrie. Aulerdem ist ¢ als invertierbare lineare
Abbildung mit Inverser ¢—! = ¢* surjektiv, und ¢* ist ebenfalls eine Isometrie.

SchlieBllich bedeutet das, dass Dg: V' — K" orthogonal beziehungsweise
unitér ist genau dann, wenn B eine Orthonormalbasis ist.
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5. Beweis der Spektralsitze

Korollar VIII.4.9: Seien V und W endlichdimensionale Prihilbertrdéume mit
geordneten Basen B = (by,...,by) und C = (c1,...,¢,), und ¢: V. — W sei
linear. Wenn B und C Orthonormalbasen sind, dann gilt Do p(¢)* = Dpc(¢").

Beweis: Wir sind in der Situation

vV — sw—Y vy

DBJ Do JDB
v
K D¢, s(¢) K D¢, p(¢)* K

und wollen uns davon iiberzeugen, dass dasjenige v, welches das obige Diagramm
kommutativ macht, ¢* ist. Das bedeutet ¢ = D' o (v — D¢ p(¢)*v) o Do. Wir
bezeichnen mit (-, -) g beziehungsweise (-, -) g die Standardskalarprodukte auf
K™ beziehungsweise IK™. Dann haben wir

(p(v), w)yw = (Dc(d(v)), Do(w)) e

= (D¢,(¢)Dp(v), De(w)) g

= (Dp(v), De,p(¢) " Dp(v)) = Di(v), Dp(¥(w))) g = (v, ¢ (w))v.
sodass D¢ g(¢)* wirklich Dg o(¢*). O

Korollar VII1.4.10 (Endomorphismen- und Matrixbegriffe): Seien V' ein end-
lichdimensionaler Prahilbertraum, ¢: V — V linear und B eine Orthonormal-
basis von V.

(i) Genau dann ist ¢ selbstadjungiert, wenn Dp p(¢) = Dp g(¢)*, d. h. wenn
die Darstellungsmatriz symmetrisch respektive hermitesch ist.

(ii) Genau dann ist ¢ normal, wenn Dg g(¢) normal ist.

(iii) Genau dann ist ¢ orthogonal beziehungsweise unitir, wenn Dpg g($) or-
thogonal beziehungsweise unitdr ist.

5. Beweis der Spektralsatze

In diesem Abschnitt mochten wir zeigen, dass normale Matrizen per unitar-
em Basiswechsel diagonalisiert werden konnen, d. h. dass es eine zugehorige
Orthonormalbasis aus Eigenvektoren gibt.

Das tun wir, indem wir eine viel starkere Aussage zeigen, namlich: In einer
C-Unteralgebra von C™*", die gewisse Eigenschaften erfiillt, sind alle Matrizen
gleichzeitig diagonalisierbar.

Um diese Aussage zu zeigen, verschaffen wir uns geeignete invariante Zerle-
gungen.
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Proposition VIIL.5.1 (Invariante Unterrdume fiir kommutierende Matrizen):
Seien A und B zwei n X n-Matrizen, sodass AB = BA.

(i) Sind die Eintrage von A und B aus einem beliebigen Korper K, dann
sind die Eigenrdume von A Invariant unter B, d. h., ist X ein Eigenwert

von A, dann ist BEig(A, \) C Eig(A,\).

(i) Sind die Eintrige von A und B komplexe Zahlen, dann sind die orthogo-
nalen Komplemente der Eigenrdume von A invariant unter B*, d. h. fir
einen Eigenwert A von A gilt B* Eig(A, \)* C Eig(A, \).

Insbesondere erhalten wir fiir eine normale Matriz A eine invariante
Zerlegung C* = Eig(A, \) @ Eig(A4, \)*.

In Teil (ii) der obigen Proposition ist C" mit dem Standardskalarprodukt
ausgestattet.

Beweis: (i) Ist z ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A, dann haben wir
ABz = BAx = BAx = ABz, d.h. Bz liegt im Eigenraum Eig(A, \).

(i) Sind z ein Element von Eig(A, A\)* und y in Eig(A, \), dann gilt
(B*z,y) = (B"x)'y = 2'By = (z, By) =0,

weil ja By nach (i) ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A ist, und z in
Eig(A, \)* liegt.

Der Zusatz folgt, da A sowohl mit sich selbst als auch (nach Voraussetzung)
mit A* kommutiert. O

Wie eingangs erwéhnt ist C™*"™ zusammen mit Matrizenaddition, Matrizen-
multiplikation und Skalarmultiplikation eine C-Algebra. Zu zwei kommutie-
renden Matrizen A und B suchen wir nun die kleinste C-Unteralgebra U, die
A und B enthélt. Jedenfalls miissen Ausdriicke der Form Y, ; x;;A'B’ in U
enthalten sein.

Proposition VIIL.5.2 (Von kommutierenden Matrizen erzeugte Algebra): Seien
K ein Korper und A, B kommutierende n x n-Matrizen mit Eintrdgen aus K.
Dann ist

m k
A = {chi,inBj :m,ke N, ¢, € K}
i=0 j=0

eine kommutative K -Unteralgebra von K™™. Wir schreiben K[A, B] =2 und
nennen K[A, B] die von A und B erzeugte K-Unteralgebra.
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Beweis: Man sieht sofort, dass 2 ein Untervektorraum ist. Weil A und B
vertauschen, haben wir (A°B7)(A"B®) = A™"Bi*s = (A"B*)(A'B’), d. h. Pro-
dukte solcher Elemente bleiben in 2 und die Reihenfolge der Faktoren spielt
keine Rolle. Weil die Elemente von 2l Linearkombinationen solcher Elemente
sind, ist 2 unter Multiplikation abgeschlossen und kommutativ. [l

Satz 35 (Simultane Orthonormalbasis): Sei 2A C C™*" eine kommutative Un-
teralgebra, die unter Adjunktion abgeschlossen ist (d.h. fir A aus 2 ist auch
A* in A enthalten). Dann gibt es eine Orthonormalbasis B = {by,...,b,} des
C" beziiglich des Standardskalarprodukts von simultanen FEigenvektoren, d. h.
fur jedes A € A sind by, ..., b, Figenvektoren von A.

Beweis: Wir zeigen die Aussage per Induktion nach der Dimension n. Fir
n = 1 ist nichts zu zeigen, die kanonische Basis B = {1} leistet offensichtlich
das Gewtinschte.

Die Aussage gelte nun fiir eine natiirliche Zahl n — 1 gréflergleich Eins. Ist
2A = CI, = {diag(A,...,A) | A € C} oder A = {0}, dann gilt die Behauptung
mit der Standardbasis.

Ist 2 keine der beiden oben genannten Algebren, dann gibt es Ag € A — CI,,.
Weil C algebraisch abgeschlossen ist, hat Ay einen Eigenwert A und C" zerfallt
in C" = Eig(A, \) ® Eig(A, \)*. Weil irgendeine andere Matrix B € 2 mit A
kommutiert, ist wegen [Proposition VIIL.5.1lauch B Eig(A, \) C Eig(A, \) sowie
B* Eig(A, \)* C Eig(4,\)*, d.h. sowohl Eig(A, \) als auch Eig(A, \)* sind
invariant unter allen Elementen von 2.

Da dim Eig(A, \) > 0 kénnen wir die Induktionsvoraussetzung auf Eig(A, \)
und Eig(A, \)* anwenden und erhalten Orthonormalbasen B; von Eig(A4, \)
sowie By von Eig(A4, \)* aus simultanen Eigenvektoren fiir (. Die Vereinigung
B := B1UB, liefert eine Orthonormalbasis von C™ aus simultanen Eigenvektoren
von 2. U

Bemerkung VIIL.5.3: Ist 2 eine kommutative R-Unteralgebra von R™*™ und
haben alle Matrizen in 2 ausschliefSlich reelle Eigenwerte, dann gibt es sogar
eine Orthonormalbasis des R" aus simultanen Eigenvektoren.

Das zeigt man genau wie in [Satz 35 Man verwendet, dass alle Matrizen iiber
C diagonalisierbar sind und der Eigenwert von Ay nach Voraussetzung in R
liegt.

Beweis: ,—>“ Sei A normal, d.h. AA* = A*A, und sei A = C[A, A*] die von
A und A* erzeugte C-Unteralgebra von C™*" aus |Proposition VIII.5.2, Dann
erfiillt 2 die Voraussetzungen von [Satz 35, und wir erhalten eine Orthonor-
malbasis B bestehend aus Eigenvektoren von A. Nach [Proposition VIII.3.6|ist
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die Basiswechselmatrix S = Dg p = Dg p(id) unitédr und fir die Abbildung
oa: x> Ax gilt

A= DE,E(¢A) = DE,BDB,B(¢A)DB,E = Sdiag()\b cee An)S_l>

wobei Ay, ..., A, die Eigenwerte von A sind.

,<=": Seien S eine unitare n x n-Matrix und Aq,..., A\, komplexe Zahlen,
sodass S*AS = diag(A1,...,A,). Dann ist

S*AA*S = S*TASS*A*S
= diag(A1, ..., \p) diag(Ar, ..., Ay) = (S*A*S)(S*AS) = S*A*AS,
d.h. A ist in der Tat normal. O

Bemerkung VIIL.5.4 (Diagonalisierbarkeit bei reellen Eigenwerten): Sei A ei-
ne reelle symmetrische n x n-Matrix und alle Eigenwerte von A seien reell.
Dann gibt es eine Orthonormalbasis des R™ bestehend aus Eigenvektoren von

A.

Beweis: Sei 24 = R[A, A?]. Nach [Satz 35| gibt es eine Orthonormalbasis B des
C™ aus simultanen Eigenvektoren, d. h. es gibt eine unitdre Matrix .S, sodass

A% = {SBS™' | B € A} C {diag(a,...,an) | ai,..., o, € CL.

Die Matrizen A; = SAS™ und Ay = Al = A} = SA'S™! haben reelle
Eintrige, und 2% = R[A;, A;]. Das bedeutet, dass 2% in R™*" enthalten ist,
also % C {diag(a, ..., an) | ai,...,a, € R}. Mit [Proposition VIIL5.3| folgt
die Behauptung. O

Satz 36 (Hauptachsentransformation fiir Endomorphismen): Seien (V. (-,-))
ein endlichdimensionaler euklidischer oder unitarer Vektorraum und ¢ ein En-
domorphismus von V. Ist ¢ selbstadjungiert, dann gibt es eine Orthonormalbasis
von V bestehend aus Eigenvektoren von ¢ und alle Eigenwerte sind reell.

Proposition VIIL.5.5: Eigenwerte selbstadjungierter Endomorphismen sind re-
ell.

Beweis: Seien ¢ ein selbstadjungierter Endomorphismus eines euklidischen oder
unitdren Vektorraums, A ein Eigenwert von ¢ und v ein von Null verschiedener
Eigenvektor zum Eigenwert A\. Dann haben wir

Al = Mo, v) = (M, v) = ((v), v) = (v, $(v)) = (v, v) = Aljv]]?,

und da ||v|| per Voraussetzung nicht Null ist, muss A reell sein. O
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5. Beweis der Spektralsitze

Bemerkung VIIIL.5.6 (Eigenwerte orthogonaler Matrizen): Sei A eine ortho-
gonale Matrix. Ist A Eigenwert zum Eigenvektor v, dann ist A Eigenwert zum
Eigenvektor o, denn Av = Av = \v = \ - 7.

Satz 37 (Isometrienormalform fiir Endomorphismen): Seien (V, (-,-)) ein end-
lichdimensionaler euklidischer oder unitirer Raum und ¢ ein orthogonaler oder
unitdrer Endomorphismus von V.

(i) Ist V wunitir, dann gibt es eine Orthonormalbasis von V' aus Eigenvektoren
von ¢. Fir die Eigenwerte \; von ¢ gilt |\;| = 1.

(i) Ist V' euklidisch, dann gibt es eine Orthonormalbasis B von V', sodass

DB,B(Qb) = dl&g(l, ey 1, —1, ce —17141, c. ,Ak)

cos(ay) —sin(ay)

sin(ay) cos(y) ) und reellen Zahlen o.

mit Drehmatrizen A; = (

Beispiel VIIL5.7 (Der Spektralsatz in Dimension 2): Seien V' = R? ausge-
stattet mit dem Standardskalarprodukt und ¢: R? — R? definiert durch
x — Az fiir eine orthogonale Matrix A € O(2) C U(n). Aufgefasse als kom-
plexe Matrix liefert ?? erhalten wir eine Orthonormalbasis B = (by, by) des C?
bestehend aus Eigenvektoren von A zu den Eigenwerten A, Ay € C, die beide
komplexen Betrag 1 haben.

Bezeichne ¢': C? — C? die Abbildung x — Ax. Beziiglich B ist die Darstel-
lungsmatrix von ¢’ sehr einfach, ndmlich Dp p(¢') = diag(A1, A2), und aulerdem
ist ¢'|g2 = ¢, wobei wir R? mit einem Unterraum des C? identifizieren.

Gehort A\ zu C—R, dann ist Ab, = Aby = M\b, = 5\151, d. h. by ist Eigenvektor
zum Eigenwert \; # \;. Weil A nur zwei Eigenwerte hat, muss das heifien, dass
Ao = 5\1; wir diirfen also annehmen dass b; = by. Wir definieren

1. - 1 1 _ 1
Cl ‘= Re(bl) = §(b1—|—b1) = §(bl+b2), Co 1= Im(bl) = i(bl_bl) o E(bl—bg).

Dann ist C' = (\/501, \/502) eine Orthonormalbasis des C? und

1 (1 —i 1 /1 1

Auflerdem ist C sogar eine Orthonormalbasis des R?, d. h. die Eintrage von ¢;
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und ¢y sind reell. Wir haben

Dco(¢') = DopDp (¢ )Dp o

Wegen |A| = 1 ist auch [A]? = Re(A\1)? + Im(A\;)? = 1, d. h. es gibt » € R mit
cos(¢) = Re(A1) und sin(yp) = —Im(p). Wir konnen D¢ (¢') also schreiben

als .
N [cosp —sing
Dec(d) = (singp Ccos go) '

Da C eine Orthonormalbasis des R? ist, gilt auflerdem D¢ (¢) = Do ().

Gehort \; zu R, dann ist auch A5 eine reelle Zahl, da det A = A1 \y und wegen
|A1] = [A2| = 1 haben wir A, Ao € {£1}. Nach ?? gibt es eine Orthonormalbasis
C' des R?, sodass

10 1 0 -1 0 -1 0
e[ 96 9.0 )
Beweis (von [Satz 37): (i) Folgt direkt aus dem Spektralsatz ?7.

(ii) Wir wihlen eine Orthonormalbasis von V' und identifizieren V' mit R"
vermoge Dp, wir diirfen also ohne Einschrankung annehmen, dass V' = R"
versehen mit dem Standardskalarprodukt und dass ¢: R™ — R™ die Abbildung
r +— Az mit A € O(n) ist. Nach ?? gibt es eine Orthonormalbasis B’ =
(by,...,b,) des C™ bestehend aus Eigenvektoren von A, sodass b; Eigenvektor
von A zum Eigenwert ); ist.

Wir sortieren b),...,b0, soum,dass \y =+ =X\, =1, Ay =+ = Ny =
—1und Agyq,..., A\, € C— R. Wie im vorangegangenen Beispiel definieren wir
¢': C" — C™ durch z — Az. Wie im vorangegangenen Beispiel erhalten wir:
Ist v ein Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert A\, dann ist v ein Eigenvektor von
¢ zum Eigenwert \.

Durch Umsortierung konnen wir erreichen, dass A\s11 = Asi0,..., A1 = Ay
7/ ! 77
und b8+1 — b8+27 - 7bn_1 — bn.

Verfahren wir fiir U := Lin(b,, 4;_;, b}, ;) wie im vorangegangenen Beispiel,
d. h. setzen wir

Cot2i—1 "= \/§R‘e(b;+2i—1)’ Cs+2i -= \/§Im(b’s+2i_1),
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dann ist (csi9;1,Cs19;) eine Orthonormalbasis von U und durch Zusammen-
setzung all dieser Basen zu C' := (b, ..., bs, Csp, ..., Cn_1,¢y) erhalten wir eine
Orthonormalbasis des R", sodass Dp p(¢) die angegebene Form hat. U

Den Rest des Abschnittes méchten wir schonen Anwendungen der Hauptach-
sentransformation fiir Bilinearformen widmen. Im Folgenden bezeichne stets
h: V xV — K eine Bilinearform beziehungsweise Sesquilinearform, und zu
einer gewahlten Basis B von V sei stets G = Gp(h) die Gram-Matrix von h
beziiglich B. Wir erinnern daran, dass die Gram-Matrix von h beziiglich einer
anderen Basis C' iiber

Go(h) = Dy oGp(h)Dpc
zusammenhangt.

Definition VIIL.5.8 (Definitheit): Gilt fiir alle v aus V' — {0}, dass h(v,v) > 0
respektive h(v,v) < 0, so heifit h positiv definit respektive negativ definit. Sind
die Ungleichungen nicht strikt, dann spricht man von positiver Semidefinitheit
respektive negativer Semidefinitheit. Ist h weder positiv semidefinit noch negativ
semidefinit, d. h. gibt es v und w aus V.—{0}, sodass h(v,v) > 0 und h(w,w) < 0,
dann heifit A indefinit.

Beispiel VIIL.5.9: Angenommen, die Gram-Matrix G von h beziiglich B ist
eine Diagonalmatrix. Genau dann ist h positiv definit respektive negativ defi-
nit, wenn alle Diagonaleintrage positiv respektive negativ sind. Gibt es einen
positiven und einen negativen Diagonaleintrag, dann ist A indefinit.

Bemerkung VIIIL.5.10: Wegen der Transformationseigenschaft der Gram-Matrix,
an die wir oben erinnert haben, gilt: GG ist positiv definit bzw. negativ definit
bzw. indefinit genau dann, wenn A'G'A fiir jedes A aus Gl,(K) positiv definit
bzw. negativ definit bzw. indefinit ist.

Korollar VIIL.5.11 (Eigenwerte und Definitheit): Sei A eine symmetrische be-
ziehungsweise hermitesche Matriz. Dann gilt:

(i) Genau dann ist A positiv definit, wenn Spec(A) C (0, 00).
(ii) Genau dann ist A negativ definit, wenn Spec(A) C (—o0,0).
(iii) Genau dann ist A indefinit, wenn es einen positiven und einen negativen

Eigenwert gibt.

Beweis: Nach dem Satz tiber die Hauptachsentransformation ist A als symmetri-
sche respektive hermitesche Matrix diagonalisierbar, sodass wir die Behauptung
aus |Proposition VIII.5.10] und [Proposition VIII.5.9| ablesen kénnen. 0
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Definition VIIL.5.12 (Definitheit fiir Matrizen): Sei A eine symmetrische be-
ziehungsweise hermitesche Matrix in K™*". Fiir jedes x aus K" ist dann z'Ax
eine reelle Zahl.
(i) Gilt fir alle z aus K™ — {0}, dass ' AT > 0, so heifit A positiv definit.
(ii) Gilt fir alle z aus K™ — {0}, dass ' AT < 0, so heiit A negativ definit.

(iii) Gibt es z und y in IK™ — {0}, sodass ' AT > 0 und y*Ay < 0, dann heifit
A indefinit.
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Kapitel IX.

Etwas mehr Strukturmathematik

1. Gruppenaktionen

Wie oft in der Mathematik kann man ein tieferes Verstandnis fiir Objekte
gewinne, indem man passende Abbildungen zwischen ihnen betrachtet. So kann
man Gruppen durch Homomorphismen in spezielle Symmetriegruppen besser
verstehen. Das ist das sogenannte Konzept einer Gruppenaktion. Wir werden
diesen Abschnitt darauf verwenden, zu verstehen, wieso der einleitende Satz
richtig ist.

Definition IX.1.1: Seien G eine Gruppe, X eine nichtleere Menge und a: G x
X — X eine Abbildung. Falls fiir alle x aus X gilt, dass a(eq, ) = z, und falls
fir alle g, h aus G sowie x aus X gilt, dass a(a(g, h),z) = a(g, a(h,z)), dann
heifit o eine Linksaktion von G auf X. Man sagt auch Gruppenoperation oder
Gruppenwirkung.

Notation IX.1.2: Sei a: G x X — X eine Gruppenaktion. Ublicherweise
schreibt man ¢ e x oder sogar gz, falls die Aktion aus dem Kontext klar ist,
anstelle von a(g, x). Dadurch erhélt die zweite Bedingung an die Gruppenaktion
die leichter verdauliche Gestallt (gh)x = g(hz).

Bemerkung IX.1.3: Sei a: GxX — X eine Gruppenaktion. Sind x, y Elemente
von X und gilt gz = y, dann ist bereits = ¢~ 1v.

Beispiel IX.1.4 (fiir Gruppenaktionen): (i) Die Abbildung «;: Gl(n, K) x
K" — K", (A,v) — Av erklart eine Gruppenaktion, da I,v = v fiir jedes v
aus K", und da Matrizenmultiplikation assoziativ ist.

(i) ag: S, x{1l,....,n} = {1,...,n}, (0,k) — o(k) ist eine Gruppenaktion.
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(iii) Fur die Gruppe @ und ihre Untergruppe 7 definiert (k,q) — k + q eine
Gruppenaktion. Ist allgemeiner GG eine Gruppe, und ist U eine Untergruppe
von GG, dann agiert U via Linksmultiplikation auf G:

az: Ux G — G, (u, ) — uzx.

Es ist ndmlich as(eq, x) = eqr = x und az(ujug, ) = ui(usx) = az(ug, as(ug, x)).
(iv) Die Gruppe Z agiert auf Z/nZ durch

ay: Z X Z/nZl — Z/nZ, (k,[r]) — [k +r].
(v) Permutation der Koordinaten erklart eine Aktion auf dem K™, genauer:
as: Sy, X K" — K", (o, (v, ... ,vn)t) — (Vo1), - - - ,Ua(n))t

ist eine Gruppenaktion. Klarerweise ist id ev = v fiir jedes v aus K", und sind
o, T zwei Permutationen, dann gilt

U1 UO’OT(l) UT(l)
orye| i |=| ¢ |=0e

Un Vsor(n) Ur(n)

(vi) Seien V' ein R-Vektorraum und w ein von Null verschiedener Vektor in
V. Dann ist
ay RxV —V, (N v) — dw+v

eine Gruppenaktion.

Proposition IX.1.5: Sei a: G x X — X eine Gruppenaktion. Dann wird durch
L ~y, falls es g in G mit gv =y gibt* eine Aquivalenzrelation auf X erkldrt.

Beweis: Da fiir jedes x aus X gilt, dass eqz = z, steht jedes x zu sich selbst
in Relation.

Zur Symmetrie: Seien x und y Elemente von X, sodass z ~ y. Dann gibt
es irgendein Gruppenelement ¢, sodass gxr = y. Damit gilt g~y = g~ (gz) =
(97'g)x, sodass auch y ~ z.

Zur Transitivitat: Seien z, y und z Elemente von X mit z ~ y und y ~ z.
Das heifit es gibt Gruppenelemente g und h, sodass y = gz und z = hy. Weil
G auf X agiert, heifit das z = hy = h(gz) = (hg)z, also auch = ~ z. O

Definition IX.1.6: Sei a: G x X — X eine Gruppenaktion und ,,~*“ die zuge-
horige Aquivalenzrelation.
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(i) Fiir ein Element o von X heifit Gz = [z]. = {gx | g € G} die Bahn von
.

(ii) Gibt es nur eine Bahn fir die Aktion, dann heifit die Aktion transitiv.

(iii) Fir ein Element z von X heifit Stab(z) = {g € G | g = z} der
Stabilisator von .

(iv) Sei x ein Element von X. Gilt fiir alle g aus G, dass gz = x, dann heifit =
ein Fizpunkt der Aktion. In diesem Fall ist Gz = {z} und Stab(z) = G.

(v) Gibt es fiir jedes g in G — {eg} ein x aus X mit gz # x, dann heifit die
Operation treu.

(vi) Gilt fiir jedes x in X, dass Stab(z) = {e¢}, dann heifit die Aktion frei.

Beispiel IX.1.7: (i) Fiir die Aktion «; hat ein Vektor v aus K™ — {0} die
Bahn Gl,(K)v = K™ — {0}, weil wir jeden von Null verschiedenen Vektor zu
einer Basis erganzen, und dann einen Basiswechsel machen kénnen. Die Bahn
des Nullvektors ist die Menge mit dem Nullvektor, da Multiplikation mit einer
Matrix eine lineare Abbildung ist.

Fir die Aktion ag un einen Vektor v ist R e, v eine affine Gerade mit
Richtungsvektor w und Stiitzvektor w.

(ii) Die Gruppenaktion oy ist nicht transitiv, denn wir haben zwei Bahnen.
Die Aktion ay ist transitiv, denn fiir 1 < k < n gehort die Transposition (1k)
zu S, sodass k = (1k) e 1 in S, e 1 liegt.

(iii) Fir die Aktion oy ist Stab(0) = Gl,(K) und

1 *

0 * -+ x

Stab(e1) =4[ . . .| € GL(K)

0 *x --- =%

Fiir oy ist Stab(n) = S, 4. Ist fiir ag der Vektor w von Null verschieden, dann
gilt Stab(v) = {0}. Fiir die Aktion a3 ist Stab(g) = {u € U | ug = g} = {eg}.

(iv) Fir die Aktion ay ist Null der einzige Fixpunkt. Die Aktion aw hat keinen
Fixpunkt. Bei der Aktion as sind alle Fixpunkte von der Form {(A, ..., \)" |
Ae K}

(v) Die Aktion «y ist treu. Ist ndmlich Aei = e; fiir 1 < i < n, dann ist
A = I,. Die Aktion a4 hingegen ist nicht treu, denn n - [k] = [n + k| = k fir
jedes Element [k] von Z/nZ.
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(vi) Die Aktion « ist nicht frei, denn es gibt einen Fixpunkt. Fir n > 3 gilt
(12) @ 3 = 3, sodass as nicht frei ist. Ist bei der Aktion ag der Vektor w von
Null verschieden, dann ist ag frei.

Proposition IX.1.8: Seien G eine Gruppe, X eine nichtleere Menge und Sym(X)
{o: X — X bijektiv} die Symmetriegruppe von X. Dann gibt es eine 1 : 1-
Korrespondenz zwischen Gruppenaktionen G x X — X und Gruppenhomomor-
phismen G — Sym(X):

Ist a: G x X — X eine Gruppenaktion, dann ist o, = a(g,): X — X,
x — afg, x) eine bijektive Selbstabbildung von X und o: G — Sym(X), g — o,
ist ein Gruppenhomomorphismus.

Ist umgekehrt o: G — Sym(X) ein Gruppenhomomorphismus, dann liefert
a:Gx X = X, (g,2) — o(g)(x) eine Gruppenaktion.

Beweis: Wir zeigen die Bijektivitat von o4, indem wir nachrechnen, dass o,
die zugehoérige Inverse ist. Fiir jedes  in X ist nadmlich o, o o,-1(z) =
ge(97(x)) = (997 )(z) = =.

Nun zeigen wir, dass ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist. Zu néchst gilt fiir
jedes z in X, dass o(eg)(z) = eg @ x =z, d.h. o(ey) = 0., = idx.

Sind g und A Elemente von GG und ist x ein Element von X, dann haben wir

a(gh)(z) = (gh) ez = g e (hex) = 0, 0 ap(2) = 0(g) 0 7 (h)(2),

also o(gh) = o(g) o o(h). Genau so rechnet man nach, dass die angegebene Art,
aus einem Homomorphismus eine Gruppenaktion zu machen, invers zur ersten
Konstruktion ist. 0

Bemerkung IX.1.9: Ist a: G x X — X eine Gruppenaktion und ist 0: G —
Sym(X) der zugehorige Homomorphismus, dann ist « treu genau dann, wenn
o injektiv ist.

Bemerkung IX.1.10: Sei a: G x X — X eine Gruppenaktion. Da Bahnen
Aquivalenzklassen sind, bilden sie eine Partition von X . Ist X endlich und
Gy, ...,Gx, die Menge der Bahnen — 1, ...z, ist also ein Reprédsentanten-
system der Bahnen — so gilt

k
i=1

Satz 38 (Bahnformel): Seien G eine endliche Gruppe und ov: Gx X — X eine
Gruppenaktion. Dann gilt #G = # Stabg(z)#Gx fir jedes x in X.
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Beweis: Wir betrachten die Aquivalenzrelation ,,g ~ h genau dann, wenn
gex = hez* auf G. Genau dann steht ¢ in Relation zu h, wenn g~/ in Stabg(z)
liegt, also wenn h zu g e Stabg(x) = {gf | f € Stabg(x)} gehort. Nach der
ersten Charakterisierung von g ~ h haben wir genau so viele Aquivalenzklassen
wie Elemente in der Bahn Gz, und nach der letzten Charakterisierung hat jede
Aquivalenzklasse genau # Stabg(x) viele Elemente. Das heifit es gilt

4G =3 #[g] =3 #Stabg(z) = # Stabg(2)#£Gx

wie behauptet. 0

2. Teilbarkeit in Ringen

Das Ziel dieses Abschnittes ist das systematische Studium der Konzepte ,, Teil-
barkeit* und ,,grofiter gemeinsamer Teiler um beispielsweise zu erkennen, auf
welche Ringe sich das wichtige Lemma von Bézout verallgemeinert.

Definition IX.2.1: Sei (R, +,-) ein kommutativer unitirer Ring.

(i) Seien a,b € R. Gibt es ¢ € R mit b = ca, dann sagen wir a teile b und
schreiben a | b.
(ii) Sei a € R—{0}. Gibt es ¢ € R — {0} mit ac = 0, dann heiit a ein echter
Nullteiler.
(iii) Gibt es in R keine echten Nullteiler, dann heiBt R nullteilerfrei. Das
heilt: Sind a,b € R mit ab = 0, dann ist a = 0 oder b = 0. Ein

nullteilerfreier kommutativer unitdrer Ring heifit auch Integritdtsring
oder Integritatsbereich.

(iv) Sei @ € R. Gibt es b € R mit ab = 1, dann heifit a invertierbar. Die
Menge R* := {u € R | u ist invertierbar} heifit Finheitengruppe oder
multiplikative Gruppe von R und ist eine Gruppe mit Multiplikation.

Bemerkung IX.2.2 (Kiirzungsregel, Einheitenteiler): Sei R ein kommutativer
unitarer Ring.

(i) Genau dann ist R nullteilerfrei, wenn fiir alle a, ¢, ¢ € R mit a # 0 gilt:
Wenn ac = ac, dann ist ¢ = .

(ii) Teiler von Einheiten sind selbst Einheiten.

Beweis: (i) Ist ac = ac, dann ist a(c —¢’) = 0, d. h. wegen der Nullteilerfrei-
heit von R ist ¢ — ¢’ = 0 und damit ¢ = ¢.
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(ii) Seien a € R, u € R* und a teile u. Dann gibt es ¢ € R mit u = ac und
v’ € R mit uu’ = 1. Aber dann erhalten wir a(cu’) = uu’ = 1, d. h. a ist eine
Einheit. O]

Bemerkung IX.2.3 (Teilbarkeit ist fast eine Ordnungsrelation): Seien R ein
kommutativer unitarer nullteilerfreier Ring und a, b, ¢ € R. Dann ist Teilbarkeit
fast eine Ordnungsrelation auf R:

(i) Jedes a € R teilt sich selbst, denn a = la.

(ii) Sind a,b,c € R mit a | b und b | ¢, dann gibt es a/,b" € R mit b = ad’
und ¢ = bb', d.h. ¢ = bb' = aa’l/ und damit teilt a auch c.

(iii) Sind a,b € R mit a | b und b | a, dann gibt es @’ und ¥’ aus R mit
b=daund a =0b0b, d.h. b =d'a=dbb, sodass 1 = d'b/, d.h. a'b’ gehort zu
R*.

Uns stort, dass wir in (iii) keine Gleichheit, sondern nur Gleichheit bis auf Mul-
tiplikation mit einer Einheit haben. Der passende Ausweg aus dieser misslichen
Lage sind Aquivalenzrelationen: Wir sollten diejenigen Elemente zusammenfas-
sen, die sich nur durch Multiplikation mit einer Einheit unterscheiden.

Proposition IX.2.4 (Assoziiertheit und Teilbarkeit): Seien R ein kommutati-
ver unitirer nullteilerfreier Ring und a,b € R. Es gilt a | b und b | a genau dann,
wenn es u € R* mit b = ua gibt. Solche Elemente a,b nennen wir zueinander
assoziiert. Assoziiertheit ist eine Aquivalenzrelation auf R.

Sind a,b € R und a’,b’ € R so, dass a und a’ sowie b und b’ assoziiert sind,
dann gilt a | b genau dann, wenn a’ | V.

Wir nennen R*a := {ua | w € R*} = [a|. die Assoziiertheitsklasse von a.
Teilbarkeit ist eine Ordnungrelation auf der Menge der Assoziiertheitsklassen.

Beweis: Ist a | b und b | a, dann liefert [Proposition IX.2.3(iii) ein « € R* mit
b = ua. Ist b = ua, dann gelten sowohl a | b als auch b | a wegen u~1b = a. Dass
Assoziiertheit eine Aquivalenzrelation ist, ist klar.

Sind a,b € R und o',V € R so, dass a und a’ sowie b und b’ assoziiert sind,
dann wissen wir, dass @’ | a, a | b und b | ¥'. Wegen [Proposition 1X.2.3| folgt
daraus o' | V.

Dass Teilbarkeit eine Ordnungsrelation auf der Menge der Assozziertheits-
klassen ist, ist klar — genau das war das Ziel. O

Definition IX.2.5 (Grofter gemeinsamer Teiler): Seien R ein kommutativer
unitarer nullteilerfreier Ring und a,b,g € R. Gilt g | a, g | b und gilt fiir alle
¢ € Rmit ¢ | aund ¢ | b, dass g | ¢’, dann heifit g ein grofiter gemeinsamer
Teiler von a und b.
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Bemerkung IX.2.6: Seien a,b, 9,9 € R und g ein grofiter gemeinsamer Teiler
von a, b. Genau dann ist ¢’ assoziiert zu g, wenn ¢’ auch ein grofiter gemeinsamer
Teiler von a und b ist, d. h. grofite gemeinsame Teiler sind nur bis auf Assozi-
iertheit eindeutig. Wir schreiben in diesem Fall g = ggT'(a,b) beziehungsweise
R*g =ggT(a,b).

Erinnerung IX.2.7: Seien R ein Ring und I C R eine nichtleere Teilmenge.

(i) Gilt fir alle a,b € T und r € R, dass a+b € I und ra € I, so heiit I ein

Ideal in R.
(ii) Gibt es ay,...,a, mit I = {riay+---+rya, | r1,...,r,}, dann schreiben
wir I 1= (a1, ...,ap).

(iii) Gibt es g € R mit I = (g), dann heifit I ein Hauptideal.
(iv) Sind alle Ideale in R Hauptideale, dann ist R ein Hauptidealring,.
(v) Die Ringe Z und K[X] (fir einen Kérper K) sind Hauptidealringe.

Bemerkung IX.2.8: Seien R ein Integritdtsring und a,b,d € R. Es gilt d | a
und d | b genau dann, wenn (a, by C (d).

Beweis: Es gilt (a,b) C (d) genau dann, wenn a,b € (d), was per Definition
gerade bedeutet, dass d | @ und d | b. O

Definition IX.2.9 (Teilerfremdheit): Seien R ein Integritatsring und a, b Ele-
mente von R, die einen grofiten gemeinsamen Teiler besitzen. Ist ggT(a,b) = 1,
dann heiflen a und b teilerfremd.

Satz 39 (Verallgemeinerter Bézout): Seien R ein Integrititsring, a,b,g € R
und {(a,b) ein Hauptideal. Es gilt genau dann g = ggT(a,b), wenn (g) = (a,b).

Beweis: ,—“: Ist ¢ = ggT(a,b), dann gilt insbesondere g | a und g | b,
d.h. wir haben per [Proposition 1X.2.8| dass (a,b) C (g). Weil (a,b) nach
Voraussetzung ein Hauptideal ist, gibt es ¢’ in R, sodass (¢') = (a,b). Wieder
mit [Proposition 1X.2.8| erhalten wir ¢’ | a und ¢ | b. Weil g ein groter
gemeinsamer Teiler von a und b ist, wird g von ¢’ geteilt, d. h. g liegt in (¢')
und damit ist (g) C (¢’) = (a, b); also gilt die behauptete Gleichheit.

s Ist (g) = (a,b), dann gibt |Proposition 1X.2.8 dass ¢ | a und g | b.
Fiir ¢ € R mit ¢’ | @ und ¢’ | b liefert [Proposition IX.2.8| (¢} D {(a,b) = (g),
d.h. ¢ |g. O

Korollar IX.2.10: Aus folgt insbesondere:
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(i) Ist R ein Hauptidealring, dann gibt es fir je zwei Elemente a,b € R einen
grofiten gemeinsamen Teiler.

(ii) Ist R ein Hauptidealring und sind a,b,g € R mit g = ggT(a,b), dann gibt
es k,l € R, sodass g = ka + (b. Insbesondere gilt das Lemma von Bézout
in beliebigen Hauptidealringen.

Eine ganz besondere Sorte von Hauptidealringen sind die euklidischen Ringe,
von denen wir bereits an ein paar Stellen in der Vorlesung gesprochen haben.
Wir wollen kurz motivieren, was diese Ringe besonders macht.

Definition IX.2.11 (Euklidischer Ring): Es seien R ein Integritatsring und
¢: R — NN eine Funktion. Falls ¢(r) = 0 genau dann, wenn r = 0, und
wenn fiir je zwei a und b aus R, b # 0, ein ¢ aus R gibt, sodass p(a—be) < ¢(b),
dann heifit ¢ eine Gradfunktion und das Paar (R, ) ein euklidischer Ring.

Die Beispiele fiir euklidische Ringe, die uns in der Vorlesung bereits begegnet
sind, sind der Ring ganzen Zahlen Z mit dem Betrag als Gradfunktion, oder
der Polynomring K[X] iiber einem Koérper K mit der Gradfunktion

KXo N, fe desl) L falls fA0,
i | 0, falls f = 0.

Der Vollstandigkeit halber halten wir fest:

Proposition IX.2.12: Sei R ein euklidischer Ring. Dann ist R ein Hauptideal-
ring.

Fir den Beweis der Aussage flir Z mussten wir genau so mit Rest Teilen
konnen, wie es uns die Gradfunktion jetzt erlaubt.

Uber das Lemma von Bézout weil man um die Existenz gréfiter gemeinsamer
Teiler fiir je zwei Elemente eines Hauptidealrings. Fiir praktische Anwendungen
sind euklidische Ringen aber die besseren Ringe, da das systematische Teilen
mit Rest ein Verfahren ermoglicht, um konstruktiv grofite gemeinsame Teiler
zu bestimmen. Das ist der sogenannte euklidische Algorithmus, auf den wir aus
Zeitgriinden in dieser Vorlesung verzichten.

In allgemeineren Ringen muss es nicht zu je zwei verschiedenen Elementen
einen groBten gemeinsamen Teiler geben.

Beispiel IX.2.13: Sei R der Ring Z[y/—5|[] Dieser Missbrauch von Notation
ist gerechtfertigt, da die beiden Wurzeln von —5 die komplexen Zahlen +iy/5

'Es handelt sich um den Ganzheitsring des algebraischen Zahlkorpers Q(v/—5).
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sind, und Z[iv/5] = Z[—i/5]; fiir den Ring spielt es keine Rolle, welche der
beiden Wurzeln wir wahlen.

So oder so: Der Ring R ist ein Teilring im Korper C, weshalb wir auf R den
multiplikativen komplexen Betrag zur Verfiigung haben.

Ist ¢ eine Einheit von R, dann gibt es eine Einheit y von R mit ey = 1.
Uber den komplexen Betrag erhalten wir |e||u|?> = 12 als Gleichung in den
natiirlichen Zahlen, weshalb ¢ und p komplexen Betrag 1 haben miissen. Ist
umgekehrt € ein Element von R mit komplexem Betrag 1, dann kénnen wir das
Inverse per Formel angeben. Das bedeutet, R* = {r € R | |r]* = 1} = {£1}.

Fiir a = 6 und b = 4 + 21/—5 rechnet man elementar nach, dass

a=32=(1+vV=5)1-V=5), b=202+V=5)=1—v=5)(-14+v=5),

d.h. @ und b werden gleichzeitig von 2 und 1 — /=5 geteilt. Ferner sind a und
b offensichtlich nicht assoziiert, wir kennen ja die Einheitengruppe, und per
Koeffizientenvergleich von a(z + yv/—5) und b beziehungsweise umgekehrt sieht
man, dass weder a von b noch b von a geteilt wird.

Wire jetzt d ein groBter gemeinsamer Teiler von a und b, dann miisste d von 2
und 1—+/—5 geteilt werden, es gibe also x und y in R mit d = 2z = (1—+/=5)y.
Weil der komplexe Betrag multiplikativ ist, hatten wir

[d* = 2P|z [* = 4]2]* = |1 — v=5[*|y[* = 6]y/*

als Gleichungen in den natiirlichen Zahlen, weshalb |d|*> wegen eindeutiger
Primfaktorzerlegung in IN von der Form |d|? = 12k, k € IN, sein miisste. Es
sind |a|* = |b|* = 36, und weil d nach Voraussetzung ein Teiler von a und b ist,
miisste es s und t in R geben, dass ds = a, dt = b. Wieder mithilfe des Betrags
koénnten wir daraus folgern, dass 12k|s|? = 36 = 12k|¢|?.

Wiére s oder t eine Einheit, dann hieflen die obigen Gleichungen, dass a
respektive b zu d assoziiert waren, was aber nicht sein kann, da weder a von b
noch b von a geteilt wird. Das Betragsquadrat konnte deshalb nur die Werte
4,5, ... annehmen, und es kann kein entsprechendes d geben.

3. Moduln

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir das Konzept eines Vektorraums iiber
einem Korper zu einem Modul iiber einem Ring. Wir werden sehen. dass es an
einigen Stellen in dieser Vorlesung bereits sehr natiirlich gewesen ware, diesen
Begriff zu verwenden.
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Definition IX.3.1 (Modul): Seien R ein kommutativer unitdrer Ring, (M, +)
eine abelsche Gruppe und -: R x M — M eine Abbildung. Falls fir alle m,n
aus M und r; s aus R gelten:

(i) 1gm = m,
(i) r(sm) = (rs)m,

(iii) 7(m 4+ n) =rm+rn und (r + s)m = rm + sm,

dann heifit (M, +,-) ein R-Modul oder Modul tiber R.

Die Definition von ;Modul iiber R* ist exakt dieselbe wie die fiir ,,Vektorraum
iiber K Dass ,,die meisten“ Elemente des ,agierenden Monoids®“ nicht mehr
invertierbar sind, hat gravierende Konsequenzen.

Beispiel IX.3.2 (vorherige Auftritte): (i) Sei R ein kommutativer unitarer
Ring. Genau auf den Idealen von R agiert R durch Linksmultiplikation, d. h.
genau die Ideale von R sind die in R enthaltenen R-Moduln. Fiir Kérper treten
hier keine interessanten Phénomene auf; fiir Ringe schon!

(ii) Seien K ein Korper, V' ein endlichdimensionaler Vektorraum tber K
und ¢: V' — V linear. Dann wird V' via (f,v) — f(¢)(v) zu einem K[X]-
Modul. Die Strukturtheorie dieses Moduls fithrt im Fall von K = C auf die
Theorie der Jordanschen Normalform. Fiir andere Korper gibt es schwéchere
Normalformtheorien.

(iii) Sei G eine abelsche Gruppe. Dann machen die Rechenregeln in G die
Gruppe zu einem Z-Modul. Ein Z-Modul ist umgekehrt eine einfache abelsche
Gruppe. Insbesondere ist Z/nZ ein Z-Modul.

(iv) Genau wie fiir Kérper werden R"™ und Abb(M, R) mit den naheliegenden
Verkniipfungen zu R-Moduln.

Bemerkung IX.3.3 (Bekannte Konzepte):  « Seien R ein kommutativer uni-
tdrer Ring und M, N Moduln iiber R. Eine Abbildung ¢: M — N mit
©(my + ama) = p(my) + ap(msg) fir alle my, me in M und « in R heifit linear
oder R-Modulhomomorphismus.

o Ist M ein Modul iiber R und ist N eine Untergruppe von M, die beziiglich
Skalarmultiplikation abgeschlossen ist, dann heifit N ein R-Untermodul von
M.

o Fiir eine lineare Abbildung ¢: M — N sind Kern ¢ und Im ¢ wie gewohnt
Untermoduln der entsprechenden Moduln.
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o Der Homomorphiesatz und der Fortsetzungssatz fiir lineare Abbildungen
gilt genau so fiir Moduln, da die Beweise zu keiner Zeit gebraucht haben, dass
ein Korper zugrundeliegt. Das bedeutet auBerdem, dass es fiir zwei R-Moduln
M und N ein Tensorprodukt M ®g N gibt.

o Fiir eine Teilmenge X des R-Moduls M ist

Lin(X) = () (N € M Untermodul | X C N) = {Zaixi :neN,q; € Rx; € X}.
i=1
die lineare Hiille von X. Gibt es in Lin(X) nur die triviale Nulldarstellung,

dann heifit X linear unabhdngig. Ist X linear unabhéngig mit Lin(X) = M,
dann heifit X eine Basis von M. Hat M eine Basis, dann heif3t M frei.

Bemerkung 1X.3.4 (Was ist anders?): (i) Moduln miissen nicht frei sein.
Ist beispielsweise n eine natiirliche Zahl, dann kénnen wir Z/nZ als Modul
iiber sich selbst, oder aber als Z-Modul auffassen. Tun wir letzteres, dann gibt
es keine nichtleere linear unabhéngige Teilmenge von Z/nZ, weil die Vielfachen
von n jedes Element von Z/nZ ,annullieren. Als Z/nZ-Modul ist er frei, zum
Beispiel mit Basis {1}.

(ii) Untermoduln freier Moduln missen nicht frei sein. Ist R kein Hauptideal-
ring und ist I ein Ideal, das von mehr als einem Element erzeugt wird, dann
ist I als R-Modul nicht frei. In den Ubungen haben wir beispielsweise gesehen,
dass Z[X] kein Hauptidealring ist, indem wir gezeigt haben, dass (2, X) kein
Hauptideal ist.

(iii) Die Anzahl der Erzeuger muss nicht monoton sein. Fiir Beispiele braucht
man bosartige Ringe, aber das kann wirklich schief gehen. Der Polynomring
Z[X, | n € IN] in abzéhlbar vielen Verénderlichen ist als Modul iiber sich selbst
frei, da er von der linear unabhangigen Menge {1} erzeugt wird. Das Ideal, das
von den Polynomen ohne konstanten Term erzeugt wird, ist aber nicht endlich
erzeugt, da jedes Polynom nur endlich viele Terme enthélt, deren Koeffizienten
von Null verschieden sind.

(iv) Tensorprodukte kénnen degenerieren. Sind M = 7Z./27,, N = 7./3Z und
h: M x N — X eine bilineare Abbildung in irgendeinen anderen Z-Modul,
dann gilt

h(la], [b]) = h([3]lal, [b]) = h(]a], [3][]) = O,
das heifit M ®z N ist der Nullmodul.

Ein paar beruhigende Worte zum Abschluss: R" und Abby(M, R) sind freie
R-Moduln. Die aus der Vektorraumsituation vertrauten kanonischen Basen
sind auch Basen fiir die jeweiligen Moduln.
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Definition IX.3.5 (Algebra): Seien R ein kommutativer unitdrer Ring und A
ein weiterer Ring. Gibt es eine Abbildung o: Rx A — A, sodass A ein R-Modul
ist und die Ringmultiplikation auf A eine R-bilineare Abbildung, dann heifit A
eine R-Algebra.

Sind Ay, Ay zwei R-Algebren, ist ¢: A; — A, eine Abbildung und gilt fiir
alle a, b aus A; und r aus R, dass

pla+b)=p(a)+¢b),  plaob)=pla)opd),  ¢(ra)=rpe(a),

dann heifit ¢ ein Homomorphismus von R-Algebren.

4. Multilineare Algebra - Teil 2

Erinnerung IX.4.1: Seien R ein kommutativer unitarer Ring, M und N Moduln

iiber R, n eine nichtnegative ganze Zahl, und h: M™ — N eine multilineare
Abbildung.

(i) Gilt fur alle o € S,, und my,...,m, € M, dass
h(mo(l), e ,mg(n)) = h(ml, e ,mn),

dann heifit h symmetrisch.
(i) Gilt fur alle mq,...,m, € M, fir die es ¢ # j mit m; = m; gibt, dass
h(mq,...,my,) = Oy, dann heifit h alternierend.

Wir erinnern uns, dass schiefsymmetrische multilineare Abbildungen spezielle
alternierende Abbildungen sind. Wir folgen der Konvention M° = R, M' = M
und entsprechend M™ = M"~ ! x M fiir n > 2.

Definition IX.4.2: Seien R ein kommutativer unitarer Ring, M und N Moduln
iiber R und n eine nichtnegative ganze Zahl. Dann schreiben wir:

(i) Multy;(N) :={h: M™ — N multilinear},
(ii) Sym';(N) :={h: M™ — N symmetrisch und multilinear},
(iii) Alth;(N):={h: M™ — N alternierend und multilinear}.

Alle drei sind R-Moduln zusammen mit den punktweisen Verkntipfungen von
Abbildungen.

Satz 40 (Tensorpotenzen): Seien R ein kommutativer unitirer Ring, M und
N Moduln tiber R und n eine nichtnegative ganze Zahl.
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(i) Es gibt einen R-Modul T"(M) zusammen mit einer multilinearen Abbil-
dung t: M™ — T™(M) mit folgender universellen Abbildungseigenschaft:
Fiir alle R-Moduln N und h € Multy,(N) gibt es genau eine lineare
Abbildung ¢: T™(M) — N mit pot = h.

(ii) Es gibz einen R-Modul S™(M) zusammen mit einer symmetrischen multi-
lineare Abbildung s: M™ — S™(M) mit folgender universellen Abbildungs-
eigenschaft: Fir alle R-Moduln N und h € SymY,;(N) gibt es genau eine
lineare Abbildung ¢: S™ — N mit ¢ os = h.

(iii) Es gibt einen R-Modul \"(M) zuammen mit einer alternierenden mul-
tilinearen Abbildung a: M™ — A\"(M) mit folgender universellen Abbil-
dungseigenschaft: Fir alle R-Moduln N und alle h € Alt},(N) gibt es
genau eine lineare Abbildung ¢: \"(M) — N mit poa = h.

Definition IX.4.3: In der Situation von heiflen T (M) die n-te Tensor-
potenz von M, S™(M) die n-te symmetrische Potenz von M und A"(M) die
n-te auflere Potenz von M.

Beweis (von [Satz 40): (i) Wir wollen per vollstindiger Induktion vorgehen.
Fir n = 0 setzen wir T°(M) := R, fiir n = 1 setzen wir T'(M) := M und
fiir n > 2 setzen wir T"(M) := M ®p T"Y(M). Ferner setzen wir ty = idp,
t1 := idy; und fir n > 2 definieren wir

t=t,: M" — T"(M), (my,...,mp) —> mq @t,_1(ma,...,my,).

Nun zeigen wir per vollstandiger Induktion die Giiltigkeit der universellen
Abbildungseigenschaft. Fiir n = 0 und n = 1 ist alles klar. Die Aussage gelte
nun fir ein n > 2 und es sei h: M™ — N eine multilineare Abbildung. Dann
sind wir in der Situation

ln

M U M ox TY(M) —2— M @z T H(M)
\ .

und wir mochten die Abbildung ¢ konstruieren.

Zur Existenz der Abbildung ¢: Wir definieren ¢': M™ — M x T" (M)
durch (mq,...,my) — (my,t,_1(ma,...,m,)). Fir jedes my € M ist dann
hp, == h(my,-): M™' — N, (mg,...,m,) — h(mi,...,m,) multilinear,

|

B

+
N ¢
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d. h., per Induktionsvoraussetzung gibt es einen Vektorraumhomomorphismus
Gmy: T H(M) — N mit ¢y 0t 1 = hyp,.

Nun definieren wir 3: M x T""*(M) — N per (m;,w) > ¢, (w). Dann ist
B ot = hund (3 ist bilinear.

Sei nun 7: M x T"" (M) — M ®@g T" (M) die Tensorabbildung. Per Kon-
struktion ist dann auch Tot’ = t,,. Wegen der universellen Abbildungseigenschaft
des Tensorprodukts existiert eine lineare Abbildung ¢: M @ g T ' (M) — N
mit po7=0,d.h. pot,=¢oTot' =pFot =h.

Die Eindeutigkeit von ¢ folgt jetzt aus der Eindeutigkeit von £ und ¢.

(ii) Wir wiirden gerne als Kandidaten 7" (M) zusammen mit ¢, hernehmen.

Leider ist ¢, im Allgemeinen nicht symmetrisch, d. h. fir o € S,, — {id} und
ma,...,my, € M ist im Allgemeinen

tma, ... ,my) =My @ - @My # Mea) @ -+ Q@ Mpn) = LMoy, - - Maw))-

Das Problem koénnen wir aber gut aus der Welt schaffen: Wir teilen den
Untermodul

Up:=Lin({m @ @My — M) @+ @ Mo | 0 € Spyma, ... ,my, € M})

aus T"(M) heraus und erhalten S™(M) := T"(M)/U; zusammen mit der
kanonischen Projektion my: T"(M) — T™(M)/U; = S™(M). Die Komposition
si=m ot: M" — S"(M) ist jetzt per Konstruktion sowohl multilinear, als
auch symmetrisch.

Fiir ein multilineares symmetrisches h: M™ — N haben wir genau eine

lineare Abbildung ¢': T"(M) — N mit ¢’ ot,, = h. Wegen
' (Me1) @ -+ ® Mo(m)) = &' (Mo, - - - Mo(m)))
= h(ma(l), e ,mg(n))
= h(mh"‘umn) = ¢/(m1 ®®mn)
ist ¢’ symmetrisch, d.h. ¢'(U;) = {Oy}. Der Homomorphiesatz liefert uns jetzt
eine lineare Abbildung ¢: S™(M) — N mit ¢ o m; = ¢'. Dieses ¢ leistet wegen

der universellen Abbildungseigenschaft von 7" (M) und der Surjektivitdt von
m das Gewlinschte und ist eindeutig.

(iii) Analog zu (ii) definieren wir
Uy :=Lin({m ® ---@my, | my,...,my, € M, 30 # j:m; =m;})
und setzen A\"(M) := T"(M)/U,. Es bezeichne mo: T"(M) — A"(M) die

kanoische Projektion auf den Quotientenvektorraum. Dann erfiillen A" (M) und
a = my o t die behauptete universelle Abbildungseigenschaft. O
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Bemerkung IX.4.4 (Trivialititen): Natiirlich haben wir T°(M) = S°(M) =
A (M) = R sowie T*(M) = S* (M) = N'(M) = M.

Bemerkung IX.4.5: Ahnlich wie beim Tensorprodukt kann jeweils aus der
universellen Abbildungseigenschaft zeigen, dass die Potenzen T"(M), S™(M)
und A" (M) eindeutig bis auf eindeutige Isomorphie sind.

Notation IX.4.6: Seien R ein kommutativer unitarer Ring, M und N Moduln
itber R und n eine nichtnegative ganze Zahl. Dann schreiben wir:
(i) mi®-- @m, =t(my,...,my,),
(i) m1 © - @ my = s(my,...,my),
(iii) my A--- Amy, = almy,...,my,).

Bemerkung 1X.4.7 (Erzeuger und Rechenregeln): Seien R ein kommutativer
unitarer Ring, M und N Moduln iiber R und n eine nichtnegative ganze Zahl.

(i) Der R-Modul T™(M) wird erzeugt von der Menge der reinen Tensoren
{m & ---®@m, | my,...,m, € M}. Entsprechend wird S™(M) erzeugt von
{m1®---Omy, | my,...,m, € M}und A"(M) von {miA---Amy, | my,...,my}.

(ii) Far my,...,m, € M, m; € M und r € R gilt

my @ - @My @My +1m; @ Mip) @ &My
=M@ Q@M1 @M Mg Q-+ Qmy,
+rmy @ Q@M @M, QMipy @+ @My,

und da auch ,®“ sowie ,A“ multlinear sind, gilt die gleiche Aussage auch fiir
diese Produkte.

(iii) Fir alle my,...,m, € M und o € S, gilt
mi©: - -OMmy = Me1)©- - -OMg(n), miAs - Ay, = sgn(o)memy A+ AMg(n).-
Gibt es ferner ¢ # j mit m; = m;, dann ist m; A--- Am, = 0.

Beispiel IX.4.8: Seien M = R? zusammen mit der Standardbasis (e1, es, €3)
und Fir v = 3e; + 2eo, w = €1 + €5 + bes.

(i) In T?(M) gilt

vRw = (3e; + 2e3) ® (€1 + ez + Hes)
=3e1 ®ep+ 361 Deg + 19e; @ eg + 265 @ e1 + 265 @ es + 10e; & es.
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(i) In S?(M) haben wir
vOw = (3e; + 2e3) © (e1 + €2 + Hes)
=3e1 ®er+9e1 ®eg+ 15e; ® eg + 2e9 ® ey 4 10ey © e3.
(iii) In A*(M) ist
vAw = (3e; + 2e3) A (€1 + ea + Heg) = e1 A eg + 15e1 A e + 10es A es.

Proposition IX.4.9: Seien R ein kommutativer unitirer Ring und M ein freier
R-Modul vom Rang r mit Basis (by,...,b.). Dann gilt:

(i) T™(M) ist freier R-Modul mit Basis {b;, @ ---®0b;, |1 <1i1,...,0, <71}
(i) S™(M) ist freier R-Modul mit Basis {b{* ©® --- @b | S v = n}ﬂ
(iii) A™(M) ist freier R-Modul mit Basis {bj \---Ab;, |1 <i3 <+ <i, <r}.

Beweis: Dass die Mengen jeweils Erzeugendensysteme sind folgt aus
on TX 4.7

(i) Folgt aus Proposition I11.3.11 (die dort verwendeten Argumente gehen
auch fiir Moduln durch).

(ii) Fehlt.

(iii) Ist n > r, soist A"(M) = {0}, d.h. die Behauptung ist wahr. Ist n = r,
so stimmt die Behauptung nach Proposition I11.6.8.

Sei nun n < r und seien 7(;, . ;) € R fir 1 <4y <--- <, <7 mit

Do Tlreinbin Ao Aby, = 0.
1<i < <in<r
Wir wollen fiir jeden n-Tupel 5 = (j1,...,Jn) mit 1 < j3 < -+- < j, <r
zeigen, dass r; = 0. Wahle dazu o; € S, sodass 0(1) = j1,...,0;(n) = j, und
oj(n+1),...,04(r) die Werte in {1,...,7} — {j1,..., jn} sind.
Jetzt ist

by A+ Abj, Abgaty Ao Abgyy = (=1) by A+ A b, (IX.1)

mit einem Exponent ¢ € IN und es ist bj; A -+ Ab;, Abg;(ng1) A+ A bo;(ry = 0,

J

falls (i1,...,4n) # (J1,- -, jn). Einsetzen in gibt

0= ( Z T(il,...,in)bil VANRERWAN bm) N bgj(n+1) VANRIERIVAN boj(T)

1<) < <in <r

= (—=1)" 1y, imbi Ao Aby,

d.h. r¢,..i,) = 0, also die lineare Unabhéngigkeit. O

?Natiirlich meinen wir mit by* das symmetrische Produkt b; ©- - - ©® b; mit v;-vielen Faktoren.
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Korollar IX.4.10 (Dimensionen der Potenzen): Seien K ein Korper und V
ein d-dimensionaler K-Vektorraum. Dann gilt:

(i) T™(V) ist ein K-Vektorraum der Dimension d".
(ii) S™(V) ist ein K-Vektorraum der Dimension (‘”271).

(iii) A™(V) ist ein K-Vektorraum der Dimension (2)

Beweis: Wir konnen die in [Proposition [X.4.9 angegebenen Basen mithilfe der
bekannten Urnenmodelle einfach abziahlen: Die angegebenen Dimensionen sind
die Moglichkeiten, aus einer Urne mit d Kugeln n Kugeln zu ziehen. . .

o ... mit Zuriicklegen und mit Beachtung der Reihenfolge fiir 7" (V),
o ...mit Zuriicklegen und ohne Beachtung der Reihenfolge fir S™(V),
e ...ohne Zurticklegen und ohne Beachtung der Reihenfolge fir A™(V'). O

Proposition IX.4.11 (Induzierte Abbildungen auf Potenzen): Seien M; und
My Moduln tiber R und ¢: My — My ein Homomorphismus von R-Moduln.
Dann gibt es eindeutige R-lineare Abbildungen T"(p): T™(My) — T"(Ms),
S™(p): S™(My) — S™(Ms) und N"(¢): N'(My) — N'(Ms), sodass fir alle

mi,...,my aus My gilt:
(i) T (p)(m1 @ -+ @my) = o) ®@ -+ @ p(my),
(i) S™(P)(m1 © - O my) = p(m1) © - © p(my),
(iti) A"(@)(ma A Amy) = @(ma) A= A p(my).

Beweis: Wir zeigen exemplarisch (iii). Wir sind in der Situation

M —— A"(M;)

mit h: M7 — A" (M), (my,...,my,) — @(my) A -+ A p(my,). Dieses h ist
multilinear und alternierend, weshalb die universelle Abbildungseigenschaft von
A" (M) eine eindeutige lineare Abbildung ®: A"(M;) — A" (Mz) mit Poa = h
liefert. Die Kommutativitat des obigen Diagramms bedeutet gerade, dass ® die
Abbildung A"(¢) aus der Behauptung ist. O
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Proposition IX.4.12 (Funktorialitidt): Sind ¢1: My — My und ps: My — Mj
Homomorphismen von R-Moduln, dann sind T" (v 0 p1) = T™(ps) o T™ (1),

S"(p2 0 1) = S™(p2) 0 5™(p1) und N (g2 0 p1) = N"(p2) o N"(ip1). Ferner
gilt fiir jeden R-Modul M, dass T"(idps) = idgn(ary, S™(ida) = idgnary und

Beweis: Exemplarisch zeigen wir die Aussage fiir 7™. Sind my, ..., m, in My,
dann gilt

(T™(2) 0 T"(1)) (my @ -~ @ )

=T"(2)(p1(m1) @ - -- @ p1(Mmy))
= (g2 0p1)(m1) @ - @ (P20 p1) (M) =T"(p2 0 1) (M1 ® - @ My).

Wegen der Eindeutigkeitsaussage in [Proposition I1X.4.11|ist deshalb T™(py o
p1) =T"(p2) o T" (1)

Weil T"(M) von reinen Tensoren erzeugt wird, geniigt es, reine Tensoren zu
iiberprifen. Sind also my,...,m, in M und ist m; ® --- ® m,, der zugehorige
reine Tensor in 7™ (M), dann gilt

T"(idpy)(mg @ -+ - @ my,) =idpy(my) @ -+ - @ idpr(my) =My @ -+ - @ My,

sodass 1" (idps) = idpn(ar) wie behauptet. O

Bemerkung 1X.4.13 (Es kann nur eine geben): Sei M der Modul R" und sei
(é1,...,e,) die Standardbasis von M. Dann ist A" (M) ein freier R-Modul mit
Basis ey A -+ A ey, und es gibt genau eine lineare Abbildung ®: A"(M) — R
mit ®(e; A--- Ae,) = 1. Per universeller Abbildungseigenschaft gibt es genau
eine multilineare Abbildung h: R" x --- x R"™ — R, sodass h(es,...,e,) = 1.

Definition IX.4.14 (Determinanten-Abbildung): Die Abbildung

det: R" x --- x R" — R, (my,...,my) — Z sgn(0) M1 0(1) * ** Mapo(n)
geSn
wobei m; der Vektor (mj1,...,m;,)" in R™ ist, ist alternierend und multili-

near mit det(eq,...,e,) = 1, ist also die Abbildung aus [Proposition 1X.4.13|
Zugehorig zu det definieren wir

det: R™" — R, A+ det(Aey, ..., Aey).
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5. Tensor, symmetrische und auflere Algebra

In diesem Abschnitt wollen wir — ganz dhnlich wie fiir Monome — Produkte von
Elementen aus T*(M) mit Elementen von T*(M) erkldren. Das wird uns eine
Algebra T(M) verschaffen, in der alle Potenzen T¢(M) leben. Diese Algebra
heilt Tensoralgebra zu M. Dasselbe funktioniert auch fiir die symmetrischen
und dufleren Potenzen und liefert die symmetrische respektive dufere Algebra
2u M.

In diesem Abschnitt sei R stets ein kommutativer unitiarer Ring.

Definition (Unendliche Summe von R-Moduln): Seien I eine Menge und (M;);er
eine Familie von R-Moduln. Dann heifit

@Mi = {(m;)ies | Flir jedes i € I ist m; € M;, m; # 0 nur fir endlich viele i}
il

= {f € Abb(I,|J M) | f(i) € M;, f(i) # O nur fir endlich viele i}

die direkte Summe der M;. Diese wird zusammen mit den komponentenweisen
Verkniipfungen selbst zu einem Modul tiber R. Wir schreiben }~;c; m; fiir das
Element (m;);er von @;c; M;.

Die Elemente von @;c; M; sind ,schliefllich konstante Nullfamilien“, sodass
> ierm; in Wahrheit immer eine endliche Summe ist.

Proposition IX.5.1: Seien k und ¢ nicht-negative ganze Zahlen. Dann gibt es

eine eindeutige bilineare Abbildung hy: TF(M) x T* — T*(M) mit der
FEigenschaft

e(my @ -+ @ my, 1y @+ 1hg) =My @+ @My @1y ® -+ @ 1.
Beweis: Fiir den Beweis der Aussage verwenden wir die universelle Abbildungs-
eigenschaft zweimal.

Zunichst definieren wir fiir jedes Tupel m = (114, ... ,1m,) aus M*¢ die Abbil-
dung hg,: M* — TF(M) durch

(M, mp) My @ @My, @1y @ -+ @ 1My

Weil hz multilinear ist, liefert die universelle Abbildungseigenschaft von T* (M)
eine eindeutige lineare Abbildung 5, : T%(M) — T*+(M), die durch

Pr(Mm @ - @mg) =m Q- - @mp @My @ -+ ® 1y
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festgelegt ist. So bekommen wir eine Abbildung h: M* — Hompg(T*(M), T*+¢(M)),
m — . Wegen der charakterisierenden Eigenschaft von ¢y ist dieses h mul-
tilinear, und die universelle Abbildungseigenschaft von T¢(M) gibt uns eine
eindeutige lineare Abbildung

p: TY(M) — Homp(T*(M), T**(M)) mit (i @ - @1my) = o,
wobei m = (my,...,my). Fir die Abbildung
hie: TH(M) x TYM) — TFH(M),  (m,m) — o(m)(m)
gilt dann

hu(ml®---®mk,m1®---®ﬁ1g) @(m1®®m5)(m1®®mk)

Spm(ml@...@mk)
m1®®mk®ml®®ﬁ‘w’

und Ay ist per Konstruktion bilinear, leistet also das Gewtinschte. ]

Definition IX.5.2 (Die Hauptakteure): Wir nennen T(M) = @32, T (M),
S(M) = @2, S™" (M), N(M) = @2, \"(M) die Tensoralgebra, symmetri-
sche Algebra respektive dufere Algebra zu M.

Definition IX.5.3 (Multiplikation auf Tensoralgebra): Die Festsetzung

m®m: Z Z hi,j(mi,m]’)

1€Ng j€Ng

fiir m = Y,ew, Ma, M = X e, M, definiert eine Multiplikation ,®“ auf T'(M).

Insbesondere gilt fiir reine Tensoren m = m;®- - -@my und m = MR- - -QMmy,
dass m@m=m; Q- - Qmy @ m; -+ Q@ Mmy.

Definition IX.5.4 (Tensor, symmetrische, duflere Algebra): Mit der Multipli-
kation ,®“ wird T'(M) zu einer unitéren R-Algebra. Auf analoge Weise erhalten
wir Multiplikationen ,®*“ auf S(M) und ,A“ auf A(M), die S(M) respektive
A(M) zu unitdren R-Algebren machen.

Die R-Algebra T'(M) heiit Tensoralgebra zu M, S(M) heiit symmetrische
Algebra zu M und A(M) heifit duflere Algebra zu M.

206



Kapitel X.

Unendlichdimensionale Vektorraume
und Zornsches Lemma

1. Motivation

Erinnerung: Sei V' ein Vektorraum tiber dem Korper K. Eine Teilmenge B
von V' heifit Basis genau dann, wenn jedes Element von V' eine eindeutige
Linearkombination der Elemente von B ist. Nach Satz 7 aus der Linearen
Algebra I heifit das gerade, dass B linear unabhéngig und erzeugend ist, oder,
mit den Worten von Satz 9, dass B eine beziiglich Inklusion maximale linear
unabhéngige Teilmenge von V' ist.

Die Potenzmenge B(V') von V ist beziiglich Inklusion geordnet, und in B(V)
sitzt
S ={M CV | M ist linear unabhéngig}.

Wonach wir fragen, wenn wir uns tiber die Existenz einer Basis von V' Gedanken
machen, ist ein maximales Element von &.

Als erster naiver Ansatz beginnen wir mit einer linear unabhéangigen Teil-
menge M von V. Falls M noch nicht erzeugend ist, dann wéahlen wir ein v in
V — Lin(M), und erhalten eine neue, grofere linear unabhéangige Teilmenge
M = M U {v} von V (siehe Korollar I11.2.15, Lineare Algebra I). Mit M fahren
wir nun genau so fort.

Ist V' ein endlich erzeugter Vektorraum, dann terminiert dieses Verfahren,
d. h. endet mit einer erzeugenden Menge M, die linear unabhangig ist, also
einer Basis. In diesem Fall erhalten wir eine Kette M C M U {v;} C --- C
M U{vy, ... v}, wobei M; = M U{vq,... v}

Proposition X.1.1: Sei K eine Kette in G. Dann hat K eine obere Schranke
in G.
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Beweis: Seien vy, ..., v; Elemente von Bj. Dann gibt es Mengen Sy, ..., S
aus K, sodass v; € S;. Weil K total geordnet ist, konnen wir je zwei Mengen
vergleichen; genauer: Fiir i,5 € {,...,k} gilt S; CS; oder S; C S;. Wir finden
deshalb einen Index iy, sodass fiir 1 < i < k gilt: S; C §;,. Insbesondere sind
v1,...,v; Elemente von S;,. Da S;, per Konstruktion linear unabhéngig ist, ist
auch {vy,..., v} linear unabhéngig. O

Aus [Proposition X.1.1| folgt direkt, dass jede Kette in & eine obere Schranke
hat. Wir werden sehen, dass das impliziert, dass & ein maximales Element
enthélt. Dies wird aus dem Lemma von Zorn folgen.

2. Das Lemma von Zorn
Definition X.2.1: Seien X eine Menge und < eine Relation auf X.
(i) Ist ,<“ reflexiv, antisymmetrisch und transitiv, dann heifit die Relation

eine Ordungsrelation.

(ii) Sind zusatzlich je zwei Elemente vergleichbar, d. h. gilt fir z,y € X dass
x <y oder y < x, dann heifit < Totalordnung.

(iii) Ist K eine nichtleere Teilmenge von X, sodass die Einschrankung von
.<“ eine Totalordnung auf K ist, dann heiit K eine Kette.

Definition X.2.2 (Maximale, minimale, grofite und kleinste Elemente): Seien
(X, <) eine geordnete Menge und z( ein Element von X.

(i
(ii

(ii

Gilt fir alle x € X mit z¢ < x, dass x = x(, dann heift x mazimal.

Gilt fir alle x € X, dass x
Gilt fir alle x € X, dass x

xo, dann heifit z¢ ein grifites Element.

~— ~— ~— ~—

<

Gilt fir alle x € X mit x¢g > x, dass o = x, dann heifit x minimal.
<
>

(iv xg, dann heiflt x( ein kleinstes Element.
Bemerkung X.2.3: Eine geordnete Menge X kann viele maximale oder mini-
male Elemente haben, aber nur ein grofites beziehungsweise kleinstes Element.

Ist xp ein grofitest Element, dann ist xy das einzige maximale Element; genau
so fur das kleinste Element.

Definition X.2.4 (Obere Schranke, induktiv geordnet): Sei (X, <) eine geord-
nete Menge.
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(i) Seien S eine Teilmenge von X und z, ein Element von X. Gilt fiir alle
s € S, dass s < xp, dann heiit zy eine obere Schranke. Das kleinste
Element in {z € X | x ist obere Schranke von S} heifit kleinste obere
Schranke.

(ii) Hat jede Kette in X eine obere Schranke, dann heifit X induktiv geordnet.
Hat jede Kette in X eine kleinste obere Schranke, dann heifit X eine
strikt induktiv geordnet.

Beispiel X.2.5: (i) Die Menge der natiirlichen Zahlen mit dem gew6hnlichen
ykleiner-gleich® ist nicht induktiv geordnet, denn IN selbst ist eine Kette, die
keine obere Schranke hat.

(ii) Seien M eine Menge und X = PB(M) zusammen mit der Inklusion. Fiir
jede Teilmenge & von P(M) gibt es eine kleinste obere Schranke Sy, ndmlich
So := Uses, S- Insbesondere ist (P(A), C) strikt induktiv geordnet.

Definition X.2.6: Sei (X, <) eine geordnete Menge. Hat jede nichtleere Teil-
menge von X ein kleinstes Element, dann heif3t ,<“ eine Wohlordnung.

Beispiel X.2.7: (i) Die totalgeordente Menge (IN, <) ist wohlgeordnet (,,Prin-
zip des kleinsten Téters).

(ii) Die partiell georndete Menge (P(M), C) ist nicht wohlgeordnet, falls
M mindestens zwei Elemente hat. Sind namlich m; und ms zwei verschiedene
Elemente von M, dann gehort {{m4}, {m2}} zu P(M), und dieses hat kein
kleinstes Element.

Wir betrachten folgende Aussagen:

(i) Auswahlaxiom: Seien M eine nichtleere Menge, I eine nichtleere Index-
menge und (M;);c; eine Familie nichtleerer Teilmengen von M. Dann gibt es eine
Abbildung f: I — M, sodass f(i) € M;. Dieses f nennt man Auswahlfunktion.

(ii) Zorn’sches Lemma: Sei (M, <) eine nichtleere geordnete Menge. Ist
(M, <) induktiv geordnet, dann gibt es ein maximales Element in M.

(iii) Wohlordnungssatz: Jede Menge M hat eine Totalordnung beziiglich der
sie wohlgeordnet ist.

Satz 41: Das Auswahlaziom, das Zorn’sche Lemma und der Wohlordnungssatz
sind logisch dquivalent.

Das Auswahlaxiom ist das Axiom in den ZFC-Axiomen, das nicht zu den
ZF-Axiomen gehort. Man kann zeigen, dass das Zorn’sche Lemma und damit
die Existenz von Basen in beliebigen Vektorrdumen nicht aus den gewohnlichen
ZF-Axiomen folgen.
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